2.7 Théoréme chinois

Théoréme 49. Soit n et m des entiers positifs. Soit w,: Z — Z/nZ et wp: L — Z/mZ
les morphismes d’anneauz quotient. Soit mp X Ty Z — Z/nZ x Z/mZ le morphisme
d’anneaux produit.
Alors :
o On a Ker(m, X mp) =nZ NmZ = ppcm(n, m)Z.
e Supposons en outre n et m premiers entre eux; alors m, X w, est surjectif. En
particulier le morphisme m, X w,, nduit un isomorphisme d’anneaux

Z/nmZ = Z/nZ x Z/mZ.

Démonstration. Par définition du quotient, le noyau de m, (respectivement 7,,) est nZ
(respectivement mZ). Par ailleurs, par définition du morphisme produit, on a Ker(m, X mp,) =
Ker(m,) N Ker(mp,).

Montrons, pour mémoire, I’égalité nZ N mZ = ppcm(n,m)Z. Soit d € N tel que
nZ NmZ = dZ. En particulier d € nZ et d € mZ, donc d est un multiple de n et de m. Par
ailleurs, si e est un multiple de n et de m, on a e € nZ N'mZ, donc e € dZ, donc e est un
multiple de d. Ceci montre bien que d = ppcm(m,n).

Pour la seconde partie, notons que comme n et m sont premiers entre eux, on a
ppem(m,n) = mn. Ainsi le théoréme de factorisation et la premiere partie donneront le
résultat une fois montrée la surjectivité de m, X .

Soit (z,y) € Z2. 1l s’agit de montrer qu'il existe z € Z tel que

z=xz (modn), z=y (modm).

Comme n et m sont premiers entre eux, il existe (u,v) € Z2 tel que un +vm = 1 (théoréme
de Bezout dans Z). L’entier z = yun + xvm convient. O

Théoréme 50. Soit A un anneau et I, J deux idéauzx de A.
Soit m17: A — AJT et my: A— AJT les morphismes d’anneauz quotient. Soit wr X
wg: A— A/T x A]T le morphisme d’anneauz produit.
e OnaKer(rrxmy)=INJ.
o Supposons en outre T+ J = A. AlorsTNT =I-J et le morphisme g X w7 est
surjectif. En particulier le morphisme mr X w7 induit un isomorphisme d’anneaux

A/(T-T) = (A)T) x (A)T).




Démonstration. On raisonne similairement au cas A = Z (théoréeme précédent). Ce qui ne
s’obtient pas directement par extension de la démonstration du théoreme précédent : si
I+J=A,alorsTNJ =7Z-J et le morphisme w7 x 77 est surjectif.

Montrons le. Par définition du produit d’idéaux, l'inclusion Z - 7 C Z N J est toujours
vraie. Montrons I'inclusion réciproque. Par hypothese, il existe (a,b) € Zx J tel que a+b =1
Soit alors z € ZNJ. Alors 2 = za+ 2zb. Comme z € J et a€Z,on a za € Z-J. Comme
ze€TZetbe J,onazbel -J. Ainsiz=za+z2bel-J.

Passons & la surjectivité du morphisme 77 x 7. Il faut montrer : soit (z,y) € A?;
alors il existe z € A tel que z = z (mod Z) et z = y (mod J). Soit (a,b) € Z x J tel
que a+ b =1. Alors z := ay + bx convient. En effet commea+b=1etbe J,onaa=1
(mod J) donc ay =y (mod J). Comme b € J, on a par ailleurs bz = 0 (mod J). Donc
z=ay+br=y+0 (mod J). De méme, on montre z =z (mod I). O

Remarque. Si 7T+ J = A, on dit que les idéaux Z et J sont étrangers (ou comaximaux, ou
premiers entre eux). Dans le cas ou A est principal (intégre, tout idéal est engendré par un
élément), I'hypothese que les idéaux sont étrangers est équivalente a ’hypothese que les
générateurs des idéaux sont premiers entre eux.

Pour mémoire, si K est un corps, les éléments X et Y de A = K[X, Y] sont premiers
entre eux, mais les idéaux Z = (X) et J = (Y), dont la somme est (X,Y’), ne sont pas
étrangers. Exercice : montrer que dans ce cas ni A/Z-J ni A/Z N J ne sont isomorphes a
(A/Z) x (A/J) (on pourra consulter I'indication de la correction de l’exercice 1.8 du CC1
de 2018-2019).

On peut généraliser le théoréeme chinois & un nombre fini d’idéaux.

Théoréme 51. Soit A un anneau. Soit n > 1 un entier. Soit (I;)i=1,..n un ensemble
fini d’idéauz de A.
Pouri=1,...,n, soit m;: A — AJZ; le morphisme d’anneaux quotient. Soit

n

Hm: A—>ﬁA/I¢

=1 i=1

le morphisme d’anneaux produit.
e On aKer([Tiw,m) =N 7.
e On suppose en outre que si i # j, on a I; + T; = A. Alors N} Z; = [[ie1 T
et le morphisme [|m; est surjectif. En particulier [[m; induit un isomorphisme
d’anneaux

wTn =T

i=1 i=1




Le démonstration de ce dernier résultat peut se faire par récurrence a partir du résultat
pour deux idéaux. Il est utile de noter a ce sujet qu’on vérifie facilement que le « produit
d’idéaux est associatif ». Par exemple si Z7, Zy et Z3 sont des idéaux d’un anneau A, on a

(I, ) Ts=T1 - (Tp - I3) =Ty - Tp - Ts.

Remarque. L’hypothese que les idéaux Z; de 1’énoncé sont deuzr ¢ deux étrangers est
importante ; on ne peut pas se contenter de I’hypothese > ;' ; Z; = A. On se penchera par
exemple sur le cas de Z/nZ x Z/mZ x Z/rZ pour (n,m,r) = (6,10,15) et on montrera
que ce produit n’est pas isomorphe a Z/nmrZ.

2.8 Diviseurs de zéros, anneaux intégres, corps

Définition 52. Soit A un anneau. Un diviseur de zéro dans A est un élément a de A tel
qu’il existe un élément b non nul de A vérifiant a x b = 04.
Un diviseur de zéro nul est appelé diviseur de zéro trivial.

Remarque. ATTENTION, cette terminologie, bien qu’usuelle, peut étre source de confusion.
Par exemple, dans Z, n’importe quel entier divise 0, mais seul 0 est un diviseur de zéro. ..

Ezemple. Un élément de A* n’est jamais diviseur de zéro (y compris si A est I’anneau nul;
dans ce cas 04 est inversible mais n’est pas diviseur de zéro).

Les anneaux Z, Q, R, C, R[X], C[X]... n'ont pas de diviseurs de zéros non triviaux.

Soit p et ¢ deux nombres premiers et N := p.q. Alors [p]n et [¢]n sont des diviseurs de
zéro non triviaux de Z/NZ.

L’anneau nul n’a pas de diviseur de zéro. C’est d’ailleurs le seul anneau vérifiant cette
propriété.
Remarque. ATTENTION, on peut trouver dans d’autres références une définition de « diviseur
de zéro » qui correspond a ce que nous appelons « diviseur de zéro non trivial » dans ce
texte. Certains des énoncés s’adaptent en conséquence. Il faut bien penser a vérifier la
définition employée dans la référence consultée.

Définition 53. Un anneau est dit intégre s’il est non nul et ne possede pas de diviseurs de
zéro non triviaux.

Remarque. Ainsi un anneau A est intégre si et seulement si A est non nul et on a la propriété
V(xay)€A27 xxy=04=(x=04 ouy=0y4).

C’est souvent sous cette derniére forme qu’on exploite 'intégrité d’un anneau ; la générali-
sation a un produit de plus de deux éléments est immédiate (ritournelle : « Un produit est
nul si et seulement si I'un des facteurs est nul »).



Proposition 54. Soiut A un anneau. Alors A est intégre si et seulement si l’idéal nul
{04} est un idéal premier.

Démonstration. L’anneau A est non nul si et seulement si I’idéal nul est un idéal propre.
Ainsi vu la définition d’un idéal premier, cette proposition n’est qu’une reformulation de la
remarque précédente. O

Proposition 55. Un sous-anneau d’un anneau intégre est encore integre.

Démonstration. Soit A un anneau. La propriété
V(xay)€A27 xxy=04=(x=040uy=04).

est évidemment encore vraie sur tout sous-anneau de A.

1l suffit donc de montrer qu'un sous-anneau d’un anneau non nul est non nul. Ceci vient
du fait qu'un anneau et ses sous-anneaux ont les mémes 0 et 1, et qu'un anneau nul est
caractérisé par ’égalité 1 = 0. O

Définition 56. Un corps est un anneau A non nul et tel que tout élément non nul est
inversible. De maniére équivalente, un corps est un anneau A tel que A* = A\ {04}.
Un sous-corps d’un corps est un sous-anneau de ce corps qui est également un corps.
Un morphisme de corps entre deux corps est un morphisme d’anneaux entre ces deux
corps ; un morphisme de corps est aussi appelé une extension de corps.

Ezemple. Q, R, C, Z/nZ si n est premier, K[X|/PK[X] si K est un corps et si P € K[X]
est un polyndéme irréductible. Q est un sous-corps de R ; Z est un sous-anneau de C mais
ce n’est pas un sous-corps de C

Remarque. Un corps est un anneau integre.

Proposition 57. Soit A un anneau. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
e A est un corps;
o A posséde exactement deux idéauzx ;
{04} # A et A et {04} sont les seuls idéaux de A ;
o {04} est un idéal mazimal de A.
En particulier si A est un corps, B est un anneau non nul, et p: A — B est un
morphisme d’anneauz, ¢ est injectif et B posséde un sous-anneau isomorphe au corps

A.




Démonstration. Exercice O

Théoréme 58. Soit A un anneau et I un idéal de A.
L’idéal T est premier si et seulement si le quotient A/T est intégre.
L’idéal T est mazimal si et seulement si le quotient AJZ est un corps.

Démonstration. Soit m: A — A/Z le morphisme quotient.

Supposons l'idéal Z premier. En particulier il est propre et le quotient A/Z est distinct
de I'anneau nul. Soit z,y € A/Z tel que zy = 0. Soit /,y € A tels que x = 7(z') et
y = 7(y'). Alors xy = w(a’)nw(y') = n(2'y’) car m est un morphisme d’anneaux. Comme
xy = 0, on en déduit 2’y’ € Ker(r) = Z. Comme Z est premier, soit 2’ € Z, soit y' € Z.
Donc soit z = w(2') = 0, soit y = w(y') = 0. Donc A/Z est intégre.

Supposons le quotient A/Z intégre. En particulier, il est distinct de 'anneau nul et
l'idéal Z est propre. Soit x,y € A tels que zy € Z. Donc 7(xy) = 0 et comme 7 est un
morphisme d’anneaux, on a 7(z)m(y) = 0. Comme A/Z est integre, on a soit 7(z) = 0, soit
7(y) = 0, donc soit x € Z, soit y € Z. Donc Z est un idéal premier.

Supposons 'idéal Z maximal. En particulier il est propre et le quotient A/Z est distinct
de 'anneau nul. Soit 2 € A/Z tel que x # 0. Soit 2’ € A tel que z = 7(2’). Comme z est
non nul, on a 2’ ¢ Z. Comme Z est maximal, I'idéal engendré par Z et 2’ est A, donc il
existe y € T et u € A tel que y +uz’ = 1. Ainsi, comme 7 est un morphisme d’anneaux, on
al=m(y+uz')=m(y)+m(u)r(a’) or 7(y) = 0 donc m(u)m(2') = 1. Donc x est inversible.
Ainsi A/Z est un corps.

Supposons que A/Z est un corps. En particulier, A/Z n’est pas 'anneau nul donc Z est
un idéal propre. Soit J un idéal de A tel que Z C J. Alors, comme 7 est surjectif, w(7)
est un idéal de A/Z. Comme A/Z est un corps, d’apres la proposition 57, on a 7(J) = A/Z
ou 7(J) = {0}. Comme J contient Z = Ker (), on a 7~ }(m(J)) = J (cf. proposition 20).
Ainsi J =7 ou J = A. O

Remarque. On retrouve en particulier qu'un anneau est integre si et seulement si son idéal
nul est premier et est un corps si et seulement si son idéal nul est maximal.

Remarque. Version condensée de 'argument pour un corps : d’apres la proposition 20),
Pensemble des idéaux de A/Z est en bijection avec I’ensemble des idéaux de A contenant
Z. Ainsi, d’apres la proposition 57, A/Z est un corps si et seulement si Z est contenu dans
exactement deux idéaux de A. Cette derniere propriété caractérise les idéaux maximaux de

A.



Théoréme 59. Soit n un entier strictement positif. Alors Z/nZ est un corps si et
seulement si Z/nZ est intégre si et seulement si n est premier

Soit K un corps et P € K[X] un polynéme non nul. Alors K[ X|/PK[X] est un
corps si et seulement si K[X]/PK[X] est intégre si et seulement si P est irréductible.

Remarque. L’anneau Z/0Z est isomorphe a Z, c’est donc un anneau intégre qui n’est pas
un corps.

Démonstration. Au vu du théoreme 58, cela découle aussitdt des propositions 28 et 30. [

Corollaire 60. La caractéristique d’un corps est zéro ou un mombre premier.

Remarque. Un anneau de caractéristique un nombre premier p n’est pas nécessairement un
corps. Considérer par exemple Z/pZ[X].

2.9 Eléments irréductibles d’un anneau intégre

On va généraliser, dans le cadre des anneaux integres, la notion de nombre premier
d’une part, de polynéme irréductible d’autre part. Dans tout ce qui suit, A est un anneau
intégre fixé.

Définition 61. Soit a et b des éléments de A. On dit que a divise b, ou encore que b est
un multiple de a, et on note a|b, s’il existe ¢ € A tel que b = ca.

Remarque. Encore une fois, attention a la terminologie! Tout élément de A divise 04, mais
comme A est integre le seul diviseur de zéro dans A (au sens de la définition 52) est 04.

Remarque. Soit a € A*. Alors a divise n’importe quel élément de A.

Lemme 62. Soit a,b € A.
Alors a divise b si et seulement si on a linclusion bA C a A.
Par ailleurs les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. a divise b et b divise a ;
2.onabA=aA;

3. il existe c € A* tel que b= ca;
4. il existe c € A* tel que a = cb.




Démonstration. La premiere propriété se démontre exactement comme dans le cas particu-
lier A = Z. L’équivalence 1. < 2. en découle aussitot. L’équivalence 3. < 4. est facile et
laissée au lecteur. Compte tenu de cette derniére équivalence, on en déduit alors 3. = 1..
Il reste & montrer 1. = 3.. Sib =0, on a a = 0 et 3. est vraie avec ¢ = 1. Supposons b # 0.
Par hypothese, il existe ¢ € A tel que b = ca et d € A tel que a = db. En particulier
onab=cdbsoit b(1 —cd) =0. Comme A est supposé inteégre et b est non nul, on en
déduit ¢d = 1. En particulier ¢ € A*. O

Définition 63. Soit a,b € A. On dit que a et b sont des éléments associés si 'une des
quatre conditions équivalentes de la proposition précédente est vérifiée.

Slogan. Les propriétés des éléments d’'un anneau integre liées a la notion de divisibilité
sont « invariantes par association ».

Remarque. 11 est & noter que si a, a’ et b sont des éléments de A, avec a et a’ d’'une part, b, b’
d’autre part, associés, alors a divise b si et seulement a’ divise b'.

Définition 64. Un élément a de A est dit irréductible s’il est mon inversible et pour tous
élément b,c € A tels que a =bc, on a b€ A* ouce A*.

Remarque. Un élément irréductible est nécessairement non nul.

Ezemple. Les éléments irréductibles de Z sont les nombres premiers et leurs opposés.
Les éléments irréductibles de K[X] sont. .. les polynémes irréductibles (ouf!).

Remarque. Soit a € A. Alors a est irréductible si et seulement s’il est non nul, non inversible,
et tout élément qui divise a est soit inversible soit associé a a.
Par ailleurs a est irréductible si et seulement si tout élément associé a a est irréductible.

Définition 65. Deux éléments a et b de A sont dit premiers entre eux si les seuls éléments
de A qui divisent & la fois a et b sont les inversibles de A.

Proposition 66. Soit a un élément irréductible de A et b € A. Alors a et b ne sont
pas premiers entre eux si et seulement si a divise b. En d’autres termes, a et b sont
premiers entre eux st et seulement si a ne divise pas b.

Démonstration. Si a divise b, a est un diviseur commun de a et b qui est non inversible (car
a est irréductible), donc a et b ne sont pas premiers entre eux.

Si a et b ne sont pas premier entre eux, il existe un diviseur commun ¢ de a et b qui n’est
pas inversible. Comme a est irréductible, ¢ et a sont associés. Donc, comme c divise b, a
divise également b. O



Théoréme 67. Soit a un élément de A. Supposons l’idéal a - A premier et non nul.
Alors a est irréductible.

Démonstration. Comme l'idéal a - A est premier, il est propre, donc a est non inversible.
Soit b,c € A tels que a = be. En particulier be € a - A. Comme a - A est premier, on
abca-Aoucée€a-A. Supposons par exemple b € a - A. Donc a divise b. Par ailleurs b
divise a, donc a et b sont associés. Ainsi il existe a € A* tel que a = aac. Comme a - A est
non nul, @ est non nul, et comme A est integre, on a donc ac = 1. Donc ¢ est inversible. De
méme, si ¢ € a- A, on trouve par symétrie b € A*.
Ainsi a est bien un élément irréductible de A. O

La réciproque est fausse (un élément irréductible n’engendre pas toujours un idéal
premier), mais les contre-exemples ne sont pas immédiats. On verra en particulier en TD
que dans Z[iv/3], 2 est irréductible mais n’engendre pas un idéal premier.

Nous terminons par quelques considérations spécifiques aux polynémes en une indéter-
minée sur un corps. Soit K un corps. On note Irr(K[X]) I’ensemble des polynémes unitaires
irréductibles de K[X].

Théoréme 68. Soit K un corps. Soit Q € K[X]| non nul. 1l existe une unique famille
presque nulle (vp(Q)) pere(k[x)) @ 'entiers positifs et un unique o € K* tel que

Q=a H pvr(@Q)

Pelrr(K[X])

Nous donnerons plus tard une démonstration générale de ce théoréme pour tous les
anneaux dits principaux. En fait en anticipant sur les notions introduites ultérieurement,
on montrera que tout anneau principal est factoriel.

Définition 69. Soit K un corps et P € K[X]\ {0}. On dit que P est sans facteur multiple
si pour tout @ € Irr(K[X]) on a vg(P) < 1.

On vérifie qu’il est équivalent de demander que si @Q € K[X] est non constant alors Q2
ne divise pas P.

Proposition 70. Soit K un corps et P € K[X]. Si pged(P, P’) = 1 alors P est sans
facteur multiple.




Démonstration. Montrons la contraposée. Supposons qu'il existe Q € K[X] irréductible et
R € K[X] tels que P = Q?R. En dérivant, on trouve P’ = 2QQ'R+Q*R' = Q (2Q'R+QR').
Ainsi Q est un facteur irréductible commun & P et P/, et P et P’ ne sont pas premiers
entre eux. O

Attention, la réciproque est fausse en général! Elle est vraie si K est de caractéristique
zéro, ou plus généralement est un corps dit parfait (cf. exercices de TD ; un corps fini est
parfait ; le corps des fractions rationnelles en une indéterminée sur un corps fini ne l’est
pas).

Définition 71. Un corps K est dit algébriquement clos si tout élément de K[X] non
constant a au moins une racine dans K.

Proposition 72. Soit K un corps algébriquement clos et P € K[X]\ {0} sans facteur
multiple. Alors P a exactement deg(P) racines dans K.

2.10 Notion d’algebre

Définition 73. Soit A un anneau. Une algébre sur A est un couple (B, ) ou B est un
anneau et ¢: A — B un morphisme d’anneaux.

Si p: A — B est une A-algebre, on a une loi de composition externe naturelle (« multi-
plication par un scalaire »)

AxB — B
(a,b) — a-b:=p(a)b
Elle vérifie les propriétés suivantes :
Vbe B, 04-b=0p;
Voe B, 1ap-b=0b;
VYae A, V(by,bo)e B a-(bi+by)=a b +a-by;
V(ai,a2) € A%, Vb€ B, ay-(az-b) = (araz)-b.

En particulier, on a la remarque importante suivante : si A est un corps, toute A-
algébre B est naturellement munie d’une structure de A-espace vectoriel. Rappelons qu’en
outre si B n’est pas 'anneau nul alors B posséde un sous-anneau isomorphe au corps A.

Le produit par un scalaire vérifie aussi des propriétés de compatibilités vis a vis de la
multiplication dans A

V(al,ag) S AQ, \V/(bl,bg) S BQ, (a1 . bl)(ag . bg) = (CL1(12) . (blbg)



Réciproquement, si B est un anneau muni d’une loi de composition externe

AxB — B
(a,b) — a-b

vérifiant les propriétés ci-dessus, B est naturellement muni d’une structure de A-algebre :
le morphisme ¢ correspondant est a — a - 1p

Ezemple. Tout anneau est muni d’une unique structure de Z-algebre.

Si A est un sous-anneau de B, B est naturellement muni d’une structure de A-algebre.

En particulier, si A est un anneau, A[X] et A[[X]] sont naturellement munis de structures
de A-algebres.

Si A est un anneau et B une A-algebre, tout quotient de B par un idéal est naturellement
muni d’une structure de A-algebre.

Si A est un anneau, ’anneau nul est naturellement muni d’une structure de A-algebre.
AP est naturellement muni d’une structure de A-algebre (morphisme diagonal)

Un anneau de caractéristique n posséde une unique structure de Z/nZ-algebre (et plus
généralement une unique structure de Z/mZ-algebre pour tout multiple m de n).

Définition 74. Soit ¢p: A — B une A-algebre. Une sous-A-algebre de B est un sous-
anneau B’ de B tel que le morphisme d’anneaux ¢: B’ — B se factorise par ¢pg, en d’autres
termes il existe une structure de A-algebre o : A — B’ telle que o = 10 pp.

Soit wo: A — C une autre A-algebre. Un morphisme de A-algebres de B vers C' est un
morphisme d’anneaux ¢: B — C qui vérifie ¢ o pp = p¢.

La plupart des propriétés et notions relatives aux anneaux, sous-anneaux et morphismes
d’anneaux, correctement adaptés, s’étendent facilement aux A-algebres et & leur morphismes
et sous-algebres.. Par exemple la composée de deux morphismes de A-algebres est un
morphisme de A-algébres; on définit de maniére évidente la notion d’isomorphisme de A-
algebres, et un morphisme de A-algebres est un isomorphisme si et seulement si c’est une
application bijective.

Nous détaillons ci-dessous la situation pour I’algebre A[X] et pour les quotients de A-
algebres, d’une importance fondamentale dans la pratique.

Théoréme 75. PROPRIETE UNIVERSELLE DE L’ALGEBRE DES POLYNOMES EN UNE
INDETERMINEE

Soit A un anneau. Soit v: A — A[X] le morphisme d’anneaux injectif naturel (qui
munit A d’une structure de A-algébres). L’application

Homy_44(A[X],B) — B
p — p(X)

est bijective.
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Démonstration. Ceci découle de la propriété universelle de ’anneau des polyndémes en
une indéterminée (théoréme 44). En reprenant les notations de ce théoréme, pour tout
(1,b) € Homanneaux (4, B) X B, le morphisme ¢ € Homanneaux(A[X], B) correspondant est
par définition un morphisme de A-algebres si et seulement si le morphisme 1) coincide avec
la structure de A-algébres A — B sur B. O

Slogan. Se donner un morphisme de A-algebres de la A-algebre A[X] vers une A-algebre B,
c’est se donner un élément de B.

Définition 76. Soit A un anneau et B une A-algébre. Soit b € B. L’unique élément
de Homg_a14(A[X], B) qui envoie X sur b est appelé morphisme d’évaluation en b, et
noté evy: P — P(b). On note A[b] 'image de A[X] par evy,.

Si P € A[X], une racine (ou zéro) de P dans B est un élément b € B tel que P(b) = 0.

Le résultat suivant peut de maniére savante s’exprimer ainsi : « le quotient d’une A-
algebre par un idéal est un quotient dans la catégories des A-algebres ».

Théoréme 77. Soit A un anneau.

Soit 1: A — B une A-algébre, T un idéal de B, m: B — B/Z le morphisme d’anneauz
quotient. On considére sur B/T la structure de A-algébre donnée par wou. En particulier m
est un morphisme de A-algébres.

Soit C' une A-algébre et p: B — C un morphisme de A-algébres dont le noyau
contient Z.

Alors lunique morphisme d’anneaux): BT — C' tel que om = ¢ est un morphisme
de A-algebres.

En particulier, les théorémes 47, 48 et 46 restent vrais en remplacant partout dans les
énoncés « anneau » (y compris dans « morphisme d’anneaux ») par « algebre » (sur un
anneau de base fixé).

Démonstration. On pourra s’aider d’'un petit diagramme pour appréhender la démonstra-
tion.

Notons #: A — C la structure de A-algebre sur C'. Le fait que ¢ soit un morphisme de
A-algébres se traduit par I’égalité de morphismes ¢ ot = 0.

Par ailleurs, montrer que % est un morphisme de A-algébres revient & montrer I’égalité
Yomor=40. Comme 1) o = @, c’est immédiat. O
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