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Exercice

1  On rappelle qu’on note F3 le corps Z/3Z. Déterminer, en expliquant soigneusement votre
démarche, un élément P de F3[X] de degré 3 et irréductible. On pose désormais K := F3[X]/(P)
et on note a I'image de X dans K.

Correction : De maniére générale, un polynome de degré 3 a coefficients dans un corps L est
irréductible dans L[X] si et seulement s’il n’a pas de racine dans L. Il suffit donc de trouver un
quadruplet (co,c1,c2,c3) € F3[X] tel que c3 # 0 et tel qu’on ait les relations (correspondant auz
évaluations en les trois éléments de F3 = {[0]s, [1]3, [—1]3})

c#0, cgt+ecr+ea+ce3#0, cg—c1+ca—c3#0

Ainsi par exemple P = X3 — X? — X — [1]3 est un élément irréductible de F3[X].

2 Donner sans justification la caractéristique et le cardinal de K.
Correction : La caractéristique de K est 3 et son cardinal est 3% = 27.

3  Choisir un triplet (ag,a1,as) d’éléments de F3 \ {0} ; soit # = ag + a1.a + az.a®. Calculer
les décompositions dans la Fs-base (1, a,a?) de 2® et de I'inverse de x. Le détail des calculs doit
apparaitre sur la copie.

Correction : Prenons par exemple x = o* — «a — [l]3 (on verra ci-dessous que ce choiz n'est pas
innocent). Comme la caractéristique de K est 3, on a 2® = (a?)3 — a3 — [1]3 = (a3)? — a3 — [1]3.
Comme P(a) =0, on a o® = a? + a + [1]3. Ainsi

2

(@®)? =a* +a® +[1)2 + 222 + 2% + 20

soit
(@®)? =a(a® + a+ [1]3) +a® + [1]5 + 2(a® + a + [1]3) + 2¢% + 2a = &* + 2«
soit
(@2 =a?+a+[1z+2a=0a?+][1]3
et au final

2® = ()2 + 0’ = [1]s = (&® + [1]s) — (&® + a+ [1]3) — [1]s = —a — [1]5.

Passons au calcul de x=1. De maniére générale si Q est le polynéme de degré 2 de F3[X] tel
que = Q(«), il s’agit de déterminer, via Ualgorithme d’Euclide, une relation de Bezout pour P
et Q, c’est a dire un couple (U, V) € F3[X] tel que U.P +V.QQ = [1]5 (noter que comme P est
irréductible de degré 3 et Q) est de degré 2, P et ) sont nécessairement premiers entre eux). En
évaluant en «, on trouwve U(a).P(a) + V(a).Q(a) = [1]5 soit comme P(a) =0, V(a).x = [1]3,
donc z7t = V().

Ici par une astuce malhonnéte on a pris soin de choisir x = Q(«) de sorte que P = XQ —[1]3

d’oti on déduit sans autre calcul que z~' = a.



4  (*) Soit p: F3[X] — K l'unique morphisme de F3z-algébres qui envoie X sur x. Déterminer
I'image de .

Correction : ¢(F3[X]) est un sous-anneau du corps fini K, c¢’est donc en particulier un anneau
intégre fini et donc un sous-corps de K. Par ailleurs p(F3[X]) contient p(F3) = F3 et p(X) =z
et comme a1 # 0 (ou comme az # 0), x n'est pas un élément de F3. Anisi o(F3[X]) est un
sous-corps de K contenant strictement Fs. Comme le cardinal de K est 33, et que exposant 3
est premier, le théoréme 15 du chapitre sur les corps finis entraine que ¢(F3[X]) = K.

Probléeme

Soit A le sous-ensemble de C défini par A :={a+ib\/2, (a,b) € Z?}.
1 Montrer que A est un sous-anneau de C contenant Z. En déduire que A est un anneau
integre.
Correction : Soit 21,z des éléments de A, et ai,bs,as,by € Z tels que z1 = a1 +ib V2 et
29 = a9 + ) bg \/§

On a

21+ 22 = (a1 +ib1\/§)+(a2+ib2\/§) = (a1+a2)+i(b1+b2)\@.

Comme a1,by,a2,ba €Z, on a a1 +as €2 et by +by € Z. Donc z1 + 29 € A.
On a
—Z1 = 7((141 +’Lb1 \/5) = (70,1) +Z(*b1) \/i

Comme a1,by € Z, on a —a1 € Z et —by € Z. Donc —z € A.
On a

2122 = (a1 +1by \/5)(0/2 + i bo \/5) = (a1a2 — 2b1b2) +1 (blag + bgal) \/5

Comme ay1,by,a2,bs € Z, on a ajas — 2b1b2 € Z et byas + boay € Z. Donc z120 € A.

Par ailleurs 1 =1 +4.0.4/2 et 0 = 0 +3.0.4/2 sont des éléments de A.

Tout ceci montre que A est un sous-anneau de C.

Soita€Z. Onaa=a+1i.0+/2€ A. Ainsi on a bien Z C A.

Comme C est un corps, c’est un anneau intégre. Comme A est un sous-anneau de C, A est
également un anneau intégre.

2 (la réponse d cette question n’est pas utilisée dans la suite) (*) Décrire le corps des fractions
de A; déterminer en particulier s’il est ou non égal a C.

Correction : Comme A est un sous-anneau du corps C, on sait d’apres le cours que son corps
des fractions Frac(A) est le sous-corps de C décrit par

21

Frac(A) = {z’ (21,22) € A X (A\{O})} .
2

On peut montrer sur cette description que linclusion Frac(A) C C est stricte. Par exemple,

montrons que i ¢ Frac(A). Si c’était le cas, on aurait lexistence de ay,ba,as,ba € Z, avec

(ag,b2) # (0,0) tels que
(ag +ibyV2)i = (a1 + b1 V2).
En identifiant les parties réelles, on obtient as = b1v?2 et a; = —ba/2. Comme /2 est irrationnel,
on doit avoir by = by =0 et de by =0 on tire ag = 0, donc (az,b2) = (0,0), contradiction.
On peut ausst montrer & partir de la description ci-dessus que

Frac(A) = {a +ibV2, (a,b) € Q*}.



Il est & noter que le fait que Frac(A) est un sous-corps strict de C ne démontre pas a priori
que les corps Frac(A) et C ne sont pas isomorphes (Q(T?) est un sous-corps strict du corps
Q(T), et pourtant Q(T?) et Q(T) sont isomorphes). Pour montrer que Frac(A) et C ne sont pas
isomorphes, on peut par exemple montrer que l’équation

(a+ibV2)2=—-1, (a,b) € Q?
n’a pas de solution (développer et identifier parties réelles et imaginaires, et utiliser lirrationnalité

de \/5)

3  Pour tout élément z de C, on note z le conjugué de z et on pose N(z) := 2 Z.
1. Montrer que pour tous z1, z2 € C, on a N'(2122) = N(21)N(z2).
Correction : Soit z1,20 € C. On a

N(z122) = 21207122 = 212071 22 = 2121- 2272 = N (21) N (22).

2. Montrer qu’on a A(4) C N.
Correction : Soit z € A et a,b € Z tel que z=a+ib\/2. On a N(2) = a® +2b%. Comme
a et b sont dans Z, a® + 2b est un entier positif. Donc N'(z) € N. On a bien montré
Uinclusion N'(A) C N.

3. Déterminer, si c’est possible, un élément de z de A tel que N'(z) = 3, puis un élément z de

A tel que N(z) = 5.
Correction : Déterminer un élément de z de A tel que N'(z) = 3 revient a chercher une
solution de l’équation

a? +2v* =3, (a,b) € Z°
Soit (a,b) € Z2. Si |b] =2, on a a®+2b* > 8 > 3 donc (a,b) n'est pas solution de l’équation.
Si b =0, comme 3 nest pas un carré dans Z, (a,b) n’est pas non plus solution. Donc si
(a,b) est solution de I’équation, nécessairement |b| = 1. Et (£1,=+1) sont bien des solutions.
Ainsi z = 1+ iv/2 est un élément de A qui vérifie N'(z) = 3.
Déterminer un élément de z de A tel que N(z) = 5 revient d chercher une solution de
l’équation

a’? +2v* =5, (a,b) € Z°.
Soit (a,b) € Z2. Si |b] =2, on a a®+2b* > 8 > 5 donc (a,b) n'est pas solution de I’équation.
Si b =0, comme 5 n'est pas un carré dans Z, (a,b) n’est pas non plus solution. Donc si
(a,b) est solution de l’équation, nécessairement |b| = 1, et donc a®> + 2 = 5; mais c’est
impossible car 3 n’est pas un carré dans Z. Ainsi il n’existe pas d’élément z de A qui vérifie

N(z) =5.

4  Soit B un sous-anneau de C stable par conjugaison (c¢’est & dire que pour tout z € B, on a
Z € B) et tel que N(B) C N.
1. Donner deux exemples d’un tel sous-anneau B.
Correction : Poura,b€ Z, on aa+iby2=a—ib\/2. Ceci montre que A est stable par
conjugaison. Ainsi, d’apres la question précédente, A est un exemple d’un tel sous-anneau
B. On peut aussi vérifier que lanneau Z[i] étudié en cours est un exemple.



2. Montrer que I'ensemble B* des éléments inversibles de B est égal & {z € B, N(z) =1}.
Correction : Montrons l'inclusion

B*c{ze B, N(z)=1}.

Soit b € BX et c € B tel que bc = 1. En utilisant la multiplicativité de N vue précédemment,
on a

12 = N(1) = N(be) = N(DN ().

Par hypothése N(b) et N(c) sont des entiers naturels. Comme leur produit est 1, on a
nécessairement N'(b) = 1.
Montrons a présent l’inclusion

{z€ B, N(z)=1}cC B*.

Soit z € B tel que N'(2) = 1. On a donc 2z = 1. Mais par hypothése sur B on a zZ € B.
Donc Décriture zZ = 1 montre que z est un élément inversible de B, ce qui conclut.

3. Rappelons une caractérisation des éléments irréductibles d’'un anneau integre : un élément
a d'un anneau intégre R est irréductible s’il est non nul, non inversible et pour tout couple
(b, ¢) d’éléments de R tel que a = be, b ou ¢ est inversible.

Soit z € B tel que N (z) > 1. On suppose que pour tout diviseur positif d de N'(z) distinct
de 1 et de N(2) on a : d ¢ N(B). Montrer qu’alors z est un élément irréductible de B.
Correction : Comme N(z) > 1, on a N(z) # 0, donc z est non nul, et N(z) # 1,
donc z est non inversible d’aprés la question 4.2. Soit z1, 2o € B tels que z = z122. On a
donc N (z) = N(z122) = N (22)N (22) Par hypothése sur B, on a N'(z1) et N'(z2) sont des
diviseurs positifs de N'(z). L’hypothése sur les diviseurs de N (z) montre alors que néces-
sairement {N(z1),N(z2)} = {1,N(2)}. Donc nécessairement N(z1) =1 ou N(z2) = 1;
d’apreés la question 4.2, z1 ou zy est inversible, et on conclut que z est irréductible.

5  Déduire de la question 4.2 une description de ’ensemble A* des éléments inversibles de A.
Déterminer un élément d € N tel que le groupe A* est isomorphe au groupe Z/dZ.
Correction : D’aprés la question 4.2, déterminer A* revient & résoudre l’équation

a®>+20° =1, (a,b)€Z.

En raisonnant comme a la question 3, on voit que l’ensemble des solutions de cette équation est
{(1,0),(—1,0)}. Ainsi A* ={1,—1}.

En particulier, A* est un groupe d’ordre 2. Comme 2 est premier, A* est cyclique, et donc
isomorphe & Z/2Z. On peut bien sir vérifier directement que Uapplication A — Z /27 qui ¢ 1
associe [0z et a —1 associe [1]y est un isomorphisme de groupes.

6  Soit n un entier naturel. On considére la propriété (P) suivante : il existe a,b € Z tel que
_ 2 2
n=a"+2b".
1. Traduire la propriété (P) en termes de I'application A/ et de 'anneau A.
Correction : Sin est un entier naturel, dire que n vérifie (P) sigifie exactement qu’il
existe z € A tel que n = N(z). Autrement dit, n vérifie (P) si et seulement sin € N(A).

2. Donner trois exemples de nombres premiers vérifiant (P), et trois exemples de nombres
premiers ne vérifiant pas (P).



Correction : Pour trouver des exemples, on peut considérer les nombres premiers p =
2,3,5... et chercher a résoudre, en raisonnant comme a la question 8, I’équation

a’?+2v*> =p, (a,b) € Z>

Ainsi les nombres premiers 2 = 02 +2.12, 3 = 12 + 2.12, et 11 = 32 + 2.12 vérifient la
propriété (P). Les nombres premiers 5 (déja vu a la question 3), 7 et 13 ne la vérifient pas.

3. En utilisant la question 4.3, en déduire un exemple explicite d’un élément de Z qui est un
élément irréductible de A.
Correction : Tout nombre premier p qui ne vérifie pas (P) est irréductible dans A. En
effet on a N'(p) = p?> > 1 et comme p est premier le seul diviseur de N'(p) distinct de 1 et
N(p) est p, qui n'est pas dans N'(A) puisque p ne vérifie pas (P). D’apreés la question 4.3,
p est irréductible dans A. Ainsi, 5 est un exemple explicite d’un élément de Z qui est un
élément irréductible de A.

4. Montrer que si le nombre premier p vérifie (P) alors —2 est un carré dans F,, c’est & dire il
existe z € F,, tel que 22 = [-2],,.
Correction : Soit p un nombre premier vérifiant la propriété (P). Montrons que —2 est
un carré dans Fp. Soit a,b € Z tel que p = a® + 202
Montrons tout d’abord que p ne divise pas b. Si tel était le cas, la relation p = a® + 2b?
montre que p divise aussi a®, donc, comme p est premier, également a. Si a',b' € Z sont
tels que a = pa’ et b = pb’, la relation p = a® + 2b* entraine 1 = p(a’)? + p(b')?. Donc p
divise 1, contradiction.
Ainsi on a [b], # 0, et comme Z/pZ est un corps, [b], est inversible dans Z/pZ. En ré-

duisant la relation p = a® 4+ 2b* modulo p, on obtient 0 = [a® + 2b%], = [a]? + [2],[b]2 d ot

2
[—2], = (%) . Ainsi —2 est bien un carré dans Fy,.

7  Soit p un nombre premier impair tel que —2 est un carré dans F,,. Soit ¢ € Z tel que p divise
c® 4+ 2. Soit ¢: A — Z/pZ V'application qui & a + iby/2 € A associe [a — cb],.
1. Montrer que ¢ est un morphisme d’anneaux.
Correction : Soit 2, 2o des éléments de A, et a1,ba, as,by € Z tels que z1 = a1 +ib; V2
et zo = as + 1 by \/?
On a
©(z1 + 2z2) = o((a1 + az) + 4 (by + b2) \/5) = [(a1 + a2) — c(b1 + b2)],

Par ailleurs, en utilisant le fait que a — [a], est un morphisme de groupes, on a
@(21)+p(22) = [a1—cbi]p+[az—cbal, = [(a1—cb1)+(az—cb2)]p, = [(a1+a2)—c(b1+b2)], = p(21+22).
On a
©(z122) = p((a1as — 201b2) + i (byag + baay) \/5) = [(a1a2 — 20102) — c(brag + beaq)]p
Par ailleurs, en utilisant le fait que a — [a], est un morphisme d’anneauz, on a
@(21)p(22) = a1 —cbi]p[az —cba], = [(a1—cby)(az—cb2)]p = [a1a2+c*biby—c(brag+boar)],

Par hypothése, on a [c?], = [—2],. Ainsi, en utilisant a nouwveau le fait que a — [a], est un
morphisme d’anneauzx, on a

(p(Zl)(,D(ZQ) = [a1a2 — 2b1by — c(b1a2 + bgal)]p = (p(leg).



Par ailleurs
e(1) = (1 + zO\/i) =[1- C~0]p = [1]17 = lz/pz-

Ainsi ¢ est bien un morphisme d’anneauz.

2. On admet que l'idéal Ker(p) est engendré par un élément o € A. (*) En utilisant le fait
que Ker(y) contient p et ¢ + iv/2, en déduire que p vérifie la propriété (P).
Correction : Noter qu’on a bien

o(p) = ¢(p+i.0.V/2) = [p— 0], = [pl, = [0],

et
p(c+ Z\/i) = [c—c1]p = [0]p.

D’aprés la propriété admise, il existe B, € A tel que p = aff et c+iv/2 = avy. En particulier
p? = N(p) = N'(af) = N'(@)N(8). Done N(a) € {1,p,p?}.

St N(a) =1, on a a € A* d’aprés la question 4.2, et donc Ker(yp) = A. C’est impossible
car Z/pZ n’est pas 'anneau nul.

Si N(a) = p%, on a N(B) = 1. D’aprés la question 4.2, p et a sont associés, et quitte d
multiplier -y par un inversible de A, on a c+iv/2 = py. Soit (a,b) € Z? tel que v = a+iby/2
En identifiant les parties imaginaires dans l'égalité ¢ +iv/2 = p(a + iby/2) on trouve que p
divise 1, contradiction.

Finalement, on a nécessairement N(a) = p, ce qui montre que p vérifie la propriété (P).

8 Soit K un corps et x € K. On dit que = est un carré dans K s'il existe y € K tel que x = y2.
Soit @ I'anneau quotient @ := K[X]/(X? — z).

1. Montrer que @ est un corps si et seulement si () est intégre si et seulement si x n’est pas un
carré dans K.
Correction : Comme X2 — x est un polynéme de degré 2, c’est un élément irréductible
de K[X] si et seulement s’il n’a pas de racine dans K ; cette derniére condition équivaut
clairement au fait que x n’est pas un carré dans K ; le résultat découle alors du cours.

2. (la réponse a cette question n’est pas utilisée dans la suite) (*) Si z est un carré dans K,
montrer qu’on est dans I'un des deux cas suivants, suivant une condition sur z et K que
I’on précisera :

e 'anneau () est isomorphe a ’anneau produit K x K; c’est un anneau réduit (on rappelle
qu’un anneau est réduit si pour tout élément a de cet anneau et tout entier naturel n, si
a™ =0 alors a =0);

e l'anneau @ est un anneau non réduit.

Correction : Supposons tout d’abord que x est non nul et que la caractéristique de K n’est
pas 2. Soit y € K tel que x = y?, de sorte que X? —x = (X —y)(X +y). Comme x est non
nul, y est non nul et comme la caractéristique de K n’est pas 2, y et —y sont distincts. Ainsi
les polynomes X +y et X —y sont premiers entre eux, et le théoréme chinois montre que Q
est isomorphe d lanneau produit K[X]/(X —y) x K[X]/(X +y) et chacun des facteurs est
isomorphe a4 K (déja vu au CC2).

Plus prosaiquement, on peut montrer directement que Uapplication K[X] — K x K qui a
P € K[X] associe (r1,r2) ot 1 (respectivement r3) est le reste de la division euclidienne

de P par X — vy (respectivement X + y) est un morphisme d’anneaux surjectif de noyau
(X% — )



L’anneau K x K est réduit. Soit (o, ) € K x K et n € N tel que (o, )" = Oxxk. Par
définition de la structure d’anneau produit, on a o™ = Ok et " = 0. Comme K est un
corps, K est intégre, donc («a, ) = (0,0)

Supposons a présent que x est nul ou la caractéristique de K est 2. Soit y € K tel que
x = y%. Les hypothéses permettent d’écrire X? —x = (X —y)2. Soit a l’image de X dans
Q. On a donc (a0 —y)> =0 et a—y #0 (car (1,a) est une K-base du K-espace vectoriel
Q). Ainsi Q n'est pas réduit

9 Soit §: Z[X] — C l'unique morphisme d’anneaux qui envoie X sur iy/2. Montrer que
9(Z[X]) = A et que le noyau de 6 est I'idéal engendré par X2 + 2.
Correction : Soit P € Z[X] que lon écrit P = Zilio a; X' ou N est un entier positf et
(a;) € ZNTL. Alors O(P) = YN ai(iv/2)".

Ainsi, si (a,b) € Z2, on a 0(a +bX) = a + iby/2. Ceci montre l'inclusion A C 0(Z[X]).

Par ailleurs, pour tout Q € Z[X] on a

BQ(X? +2)) = 0(Q)O(X> +2) = 6(Q).[(V2)? +2] = 9(Q).0 = 0

Ceci montre linclusion (X2 + 2) C Ker(6).

Montrons les inclusions réciproques 0(Z[X]) C A et Ker(8) C (X2 + 2). Soit P € Z[X].
Comme le polynome X2 +2 est un élément unitaire de Z[X], il existe (Q, R) un couple d’éléments
de Z[X] tel que deg(R) < deg(P) = 2 et P = (X? + 2)Q + R. En appliquant le morphisme
d’anneaux 0, on trouve

O(P) = 0(X? +2)0(Q) + 6(R) = 0.0(Q) + 6(R) = O(R).

Comme deg(R) < 1, il existe (a,b) € Z? tel que R = a+ bX, et donc O(R) = a +ibv/2 € A. Ceci
montre que O(P) € A. Par ailleurs, par unicité des parties réelles et imaginaires d’un nombre
compleze, on a O(R) =0 si et seulement si a =b =0 si et seulement si R =0. Donc §(P) =0
si et seulement si P = (X% + 2)Q. Ceci montre bien les inclusions annoncées et conclut la
démonstration demandée.

10 (*) Soit p un nombre premier. Déduire de la question précédente que 1'idéal pA est un idéal
premier de A si et seulement si —2 n’est pas un carré dans F.

Correction : La question précédente montre que A est isomorphe a l'anneau quotient Z[X]/(X?+
2). Par l'un des théorémes d’isomorphisme, A/pA est donc isomorphe a Z/pZ[X]/(X? + [2],).
Comme p est premier, Z/pZ est un corps. D’aprés la question 8.1, Uanneau quotient A/pA est
donc intégre si et seulement si [—2], n’est pas un carré dans F,, d’ou le résultat.

11 On considére un rectangle du plan euclidien dont les c6tés ont pour longueur 1 et v/2.

1. Montrer que pour tout point du rectangle (au sens large : intérieur et co6tés compris) il
existe un sommet du rectangle tel que ce point est a distance < 1 de ce sommet.
Correction : Choisissons un repére orthonormé. Quitte a effectuer une rotation et une
translation, on peut supposer que les sommets du rectangle sont (0,0), (1,0), (1,v/2) et
(0,v/2). Quitte a appliquer des symétries par rapport auzx azes du rectangle, on peut supposer

1 V2

que le point considéré est dans le « petit » rectangle de sommets (0,0), (1,0), (3,%2) et

(0, %) Le carré de la distance de ce point a 'origine est alors majorée par

2

NN /v2\" 1 2 3
<Q+<2>4+44<1



2. En déduire que pour tous «, 3 € A, avec 3 # 0, il existe (q,7) € A2 tel que a = B.q+r et
N (r) < N(B).
Correction : Identifions C au plan euclidien, de sorte que pour z1,z9 € C, N(z1 — 22)
représente le carré de la distance de 2, d zo. Pour un choiz adéquat de (a,b) € Z2, le
quotient % définit un point d’un rectangle dont les sommets sont (a,bv/2), (a + 1,bv/2),

(a,(b+ 1)v2) ((a +1),(b+ 1)V/2). D’aprés la question précédente, il existe donc q € A tel
que N <% — q) < 1 En multipliant cette inégalité par N'(B) qui est strictement positif (car

B est non nul) et en utilisant la question 3.1, on obtient N (o — B.q) < N'(B). On conclut
en posant r := o — 5.q.

3. (*) En utilisant le résultat de la question précédente ainsi que ceux d’autres questions
antérieures, en déduire que les conditions suivantes sont équivalentes :
e (i) p est un élément irréductible de A;
e (ii) —2 n’est pas un carré modulo p;
e (iii) p ne vérifie pas la propriété (P).

Correction : La question précédente montre que A est un anneau euclidien, donc principal. Ceci
montre le résultat admis de la question 7.2, et la question 7 montre que (iii) implique (ii). Par
ailleurs, p étant non nul, on sait qu’alors p est est un élément irréductible de A si et seulement
si pA est un idéal premier de A D’aprés la question 10, (i) et (ii) sont équivalents. D’aprés la
question 6.4, (i) implique (7).

12 (*) Expliciter un algorithme permettant, connaissant ¢, de déterminer 1’élément « de la
question 7.2.

Correction : Commengons par constater que Ker(p) est engendré par p et ¢ +1i+v/2. Soit en effet
(a,b) € Z2 tel que z := a + ib\/2 € Ker(p). Il existe donc k € Z tel que a — cb = kp. On a alors

z=a+ibvV2 = (a — cb) + b(c +iV2) = kp + b(c + iV?2)

ce qui montre bien que z est dans l’idéal engendré par p et ¢ + iv/2 La réciproque est immédiate
puisque ¢ +i\/2 et p sont dans Ker(yp)

Comme A est eucliden, Uélément o est donc un pged de p et ¢+ iv/2, qui peut se déterminer
en utilisant 'algorithme d’Euclide basé sur la division euclidienne de stathme N .

13 (*) Soit I; I'ensemble des nombres premiers qui ne vérifient pas la propriété P ainsi que les
opposés de ces nombres premiers et I 'ensemble des z € A tel que N'(z) est un nombre premier
qui vérifie la propriété (P). Montrer que 'ensemble des éléments irréductibles de A est la réunion
des ensembles I et I5.

Correction : La question 4.3 montre que tous les éléments de I sont irréductibles. La question
4.3 montre que tous les élément de Is sont irréductible.

Soit z un élément irréductible de A. On a N'(z) = zz. Comme z est irréductible et le lemme
d’Fuclide vaut dans A (car A est euclidien), z divise l'un des facteurs premiers p de N'(z). On
en déduit que N(z) divise N'(p) = p?, donc N'(z) € {1,p,p*}

Comme z est irréductible, z n'est pas inversible et donc N'(z) # 1. Si N(z) = p, z est un
élément de Iy. Si N(z) = p?, écrivons p = uz avec u € A. En appliquant N, on trouve N'(u) = 1
donc u est inversible. D’aprés la question 5, on a z = +p. D’apres la question 11, p ne vérifie la



propriété P et donc z € I.

14 (*) Le polynéme P; := X3 + 5iv/2X + 5 est-il un élément irréductible de A[X]? Méme
question pour les polynomes Py := X% + (3 + 3iv/2) X3 + 5+ 5iv/2 et Py := (1 +iv/2)X + 3.
Correction : Notons que comme A est euclidien, A est factoriel.

Le polynome Py est unitaire, et 5 est un élément irréductible de A qui divise tous les coefficients
de Py sauf le coefficient dominant, et 52 ne divise pas le terme constant qui est 5. Par le critére
d’Fisenstein, Py est irréductible dans A[X].

On peut également appliquer le critére d’Eisenstein a Py avec 1'élément irréductible 1 + /2 ;
noter que (1 +iv/2)? ne peut pas diviser le terme constant 5 + 5iv/2, sinon N'((1 + i/2)?) = 32
diviserait N'(5 + 5i\/2) = 3.52 (on peut aussi raisonner sur les valuations)

Par contre, 3 = (14 iv/2)(1 —i\/2), donc Uélément irréductible 1 +i/2 divise tous les coeffi-
cients de P3. Py n'est donc pas primitif et n’est donc pas un élément irréductible de A[X]; bien
sar, Ps étant de degré 1, il est irréductible dans Frac(A)[X].



