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La qualité de la rédaction et de ’argumentation entre dans une part importante de ’appréciation
des copies; en particulier, sauf mention expresse du contraire, toutes les réponses doivent étre
justifiées. Documents de cours, calculatrices, téléphones portables et assimilés ne sont pas autorisés.
Il n’est pas nécessaire de répondre a toutes les questions pour avoir la note maxi-
male. L’appréciation des copies valorisera le fait de traiter des portions significatives
des exercices proposés, plutét que de tenter de « grapiller » des points de-ci de-la.

Exercice 1
Soit A = Z[X] et I I'idéal de A engendré par 2 et X. Montrer qu’il n’existe pas d’élé-
ment P € Z[X] tel que I = PZ[X].

Exercice 2
1. Soit P = X2 + [2]5 € F5[X] et A = F5[X]/(P). On note « I'image de X dans A par le
morphisme d’anneaux quotient F5[X] — A.

(a) A est-il un corps?

(b) Déterminer 'ordre en tant qu’élément du groupe A* de chacun des éléments de
lensemble {[3]5, o, + [2]5}. On ne demande pas sur la copie le détail des calculs des
puissances d’éléments de A ; on pourra se contenter d’indiquer clairement les résultats
nécessaires.

2. Soit P = X? + [1]5 € F5[X] et A= F5[X]/(P). Le groupe A* est-il cyclique ?

Exercice 3
Soit p un nombre premier et Z(,) le localisé de 'anneau Z par rapport a la partie multiplica-
tive Z \ pZ. Soit M, = pZ,) I'idéal engendré par p dans Z,).
1. Soit A un anneau. Rappeler la définition d’une partie multiplicative de A. Justifier que Z\ pZ
est une partie multiplicative de Z.

2. Donner une description explicite de Z,) en tant que sous-anneau de Q (aucune justification
n'est demandée).

3. Soit m: Z — Z/pZ = F), le morphisme d’anneaux quotient et +: Z — Z,) le morphisme
de localisation. Montrer qu'il existe un unique morphisme d’anneaux ¢: Z,) — Z/pZ tel
que oL =T.

X

4. Montrer que Z, \ 9, est contenu dans Z(p).

5. Soit A un anneau et I un idéal propre de A tel que A\ I C A*. Montrer que I est un idéal
maximal de A, et que c’est I'unique idéal maximal de A.

6. Déduire des questions 3, 4 et 5 que I'anneau quotient Z,)/9M,, est isomorphe & Z/pZ.

7. Soit ¢ un nombre premier distinct de p. Déduire des questions 4, 5 et 6 que les anneaux Z,)
et Z(q) ne sont pas isomorphes.
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Exercice 1

Soit A = Z[X] et I I'idéal de A engendré par 2 et X. Montrer qu’il n’existe pas d’élément P €
Z[X] tel que I = PZ[X].

Correction : Raisonnons par I'absurde et supposons 'existence d’un élément P € Z[X] tel
que I = PZ[X]. Comme T est I'idéal engendré par 2 et X, on a en particulier 2 € [ et X € I.
Ainsi il existe Q1,Q2 € Z[X] tels que 2 = PQ; et X = P Q2. Comme Z est intégre, on en tire
notamment 0 = deg(2) = deg(P) + deg(Q1). Comme deg(P),deg(Q1) € NU{—0c}, on en déduit
que deg(P) = 0 et deg(Q1) = 0, en d’autres termes P, Q1 € Z et I'égalité 2 = P @1 est une égalité
dans Z. Comme 2 est premier, on en tire P = +1 ou P = £+2. Si P = £2, tous les coefficients du
polynéme P Q5 sont divisibles par 2. Comme P Q3 = X, on aboutit alors a une contradiction.
Donc P = +1. Mais comme P € I et que I est engendré par 2 et X, on en déduit I'existence de
S1,52 € Z[X] tels que

X5 +285,=1.

En évaluant ce qui précede en X = 0, on trouve 1 = 2.55(0). Comme S3(0) € Z et 2 ne divise pas
1 dans Z, c’est une contradiction.

Exercice 2
1. Soit P = X? + [2]5 € F5[X] et A = F5[X]/(P). On note a I'image de X dans A par le
morphisme d’anneaux quotient F5[X] — A.
(a) A est-il un corps?

Correction : En calculant [i]2 pour i € {0,1,2,3,4}, on trouve que les éléments de
F5 qui s’écrivent comme le carré d’un élément de F5 sont les éléments de I’ensemble
{[0]5, [1]5, [4]5 }. Comme —[2]5 = [3]5 n’est pas un élément de cet ensemble, le polyndme
P n’a pas de racine dans F5. Comme P est en outre un polynéme de degré 2 a coefficients
dans F'5, ceci montre que P est un élément irréductible de F5[X]. On sait alors d’apres
le cours que (P) est un idéal maximal de F5[X] et donc que A = F5[X]/(P) est un
corps.

(b) Déterminer 'ordre en tant qu’élément du groupe A* de chacun des éléments de
I'ensemble {[3]5, @, a + [2]5}. On ne demande pas sur la copie le détail des calculs des
puissances d’éléments de A ; on pourra se contenter d’indiquer clairement les résultats
nécessaires.

Correction : On a [3)2 = [4]5 # [1]5 et [3]2 = [4]2 = [1]5. Ainsi 'ordre de [3]5 divise
4 (ceci découle bien siir aussi directement du petit théoréme de Fermat) et comme
[3]2 # [1]5 ce n’est ni 1, ni 2, c’est donc 4.

2 _ 2

En utilisant la relation a? = —[2]5 = [3]5 on obtient d’aprés ce qui précede a* = [3]2 =
[4]5 # [1]5 et o® = [3]2 = [1]5. Donc l'ordre de « divise 8, et n’est ni 1, ni 2, ni 4. Donc
o est d’ordre 8.

Comme {[1]5,a} est une base du Fs-espace vectoriel A, on a a + [2]5 # 1. Toujours
en utilisant a? = —[2]5, on obtient

(e +12]5)* = [2]s + [4]sa



et
(a+[25)° = (a+ [2]5)([2]s + [4]s0) = [4]50” + [10]s0 + [4]5 = [1]5.

Donc l'ordre de « + [2]5 divise 3 et n’est pas 1, ¢’est donc 3.
2. Soit P = X? + [1]5 € F5[X] et A= F5[X]/(P). Le groupe A* est-il cyclique ?
Correction : Montrons que A* n’est pas cyclique. On a

P=X?+[1]s = X — [4]s = (X +[2]5)(X — [2]5)

d’ott on déduit que (P) = (X —[2]5) - (X —[2]5). Les polynomes X + [2]5 et X — [2]5 sont de
degré 1 donc irréductibles, et distincts donc non associés car ils sont unitaires. Il sont donc
premiers entre eux, et d’apres le théoreme de Bezout pour les anneaux de polynémes en une
variable & coefficients dans un corps, on a (X + [2]5) + (X — [2]5) = F5[X]. Ainsi, d’aprés
le théoréme chinois, "anneau A est isomorphe & F5[X]/({X + [2]5) x F5[X]/(X — [2]5). De
maniére générale, si B est un anneau et b € B, le morphisme B[X] — B d’évaluation en
b est surjectif (car il induit I'identité sur B C B[X]) et induit donc un isomorphisme de
B[X]/{(X — b) sur B (résultat du cours : pour tout P € B[X], P(b) = 0 si et seulement
si P € (X —b)). Ainsi A est isomorphe a F5 x F5, donc le groupe A* est isomorphe a
FX x FZ. Comme le groupe F{ est de cardinal 4, on a pour tout (z,y) € FY x F la
relation (z,y)* = (z*,y*) = (1,1). Ainsi 'ordre de tout élément de A* divise 4, mais par
ailleurs A* est de cardinal 4 x 4 = 16. Donc A* n’est pas cyclique.

Remarque : On sait d’apres le cours qui si A est un anneau fini qui est un corps, alors A*
est cyclique. Mais il existe des anneaux finis qui ne sont pas des corps et dont le groupe des
éléments inversibles est cyclique, tel que Z/4Z, dont le groupe des éléments inversibles est
isomorphe a Z/2Z.

Exercice 3
Soit p un nombre premier et Z(,) le localisé de 'anneau Z par rapport a la partie multiplica-
tive Z \ pZ. Soit M, = pZ ;) I'idéal engendré par p dans Z,).
1. Soit A un anneau. Rappeler la définition d’une partie multiplicative de A. Justifier que Z\ pZ
est une partie multiplicative de Z.
Correction : Une partie multiplicative de A est une partie S de A qui contient 14 et qui est
stable par multiplication.
Comme p est premier, 1 n’est pas divisible par p. Par ailleurs la contraposée du lemme
d’Euclide (valable puisque p est premier) s’écrit : soit a,b € Z tel que p ne divise ni a, ni b;
alors p ne divise pas ab. Ainsi Z \ pZ est bien une partie multiplicative de Z.
2. Donner une description explicite de Z,) en tant que sous-anneau de Q (aucune justification
n’est demandée).
Correction : On a

a
Z(p) = {b}beaze\zpz C Q.

3. Soit m: Z — Z/pZ = F), le morphisme d’anneaux quotient et +: Z — Z,) le morphisme

de localisation. Montrer qu'il existe un unique morphisme d’anneaux ¢: Z,) — Z/pZ tel
que pot=T.
Correction : Par la propriété universelle de I'anneau localisé et la définition de Z(,), il
suffit de montrer qu'on a w(Z \ pZ) C (Z/pZ)*. Mais comme p est premier, Z/pZ est
un corps, donc (Z/pZ)* = Z/pZ \ {0}. Or par définition du morphisme quotient on a
7 1({0}) = Ker(r) = pZ. Donc 7(Z \ pZ) C Z/pZ \ {0}, ce qui conclut.



4. Montrer que Z, \ 9, est contenu dans Z(Xp).
Correction : Soit x € Zp) \ pZy. Soit (question 2) a € Z et b € Z \ pZ tel que x = §. S’
existe a’ € Z tel que a = pa’, on a x = p% € pZy). Comme x ¢ pZ,, p ne divise pas a.
D’apres la question 2, y := 3 € Z(,). Clairement zy = 1, donc = € Z(Xp). Ceci montre bien
Iinclusion demandée.

5. Soit A un anneau et I un idéal propre de A tel que A\ I C A*. Montrer que I est un idéal
maximal de A, et que c’est 'unique idéal maximal de A.
Correction : Soit J un idéal de A contenant strictement I. En particulier, il existe un élément
x € J qui n’est pas dans I. Comme A\ I C A% on a donc z € A*. Comme z € J, on a
J = A. Comme I est propre, ceci achéve de montrer que I est un idéal maximal de A.
Soit J un idéal maximal de A. Montrons que I = J. Supposons que J n’est pas inclus dans
I. 11 existe donc = € J qui n’est pas dans I. En raisonnant comme précédemment, on en
déduit que J = A. C’est une contradiction, car J est maximal et en particulier propre. Ainsi
J est inclus dans I. Comme I est maximal, donc propre, et que J est maximal, on en déduit
J = 1. Ainsi I est bien 'unique idéal maximal de A.

6. Déduire des questions 3, 4 et 5 que I'anneau quotient Z,)/9M,, est isomorphe & Z/pZ.
Correction : En reprenant les notations de la question 3, soit ¢: Z,) — Z/pZ 'unique
morphisme d’anneaux tel que tel que ¢ ot = m. Comme 7 est un morphisme quotient, 7 est
surjectif. Comme ¢ ot = 7, ¢ est également surjectif. Ainsi ¢ induit un isomorphisme de
Z,)/ Ker(yp) sur Z/pZ. Comme p est premier, Z/pZ est un corps, et donc Ker(y) est un
idéal maximal de Z,). Mais d’apres les questions 4 et 5, M, est I'unique idéal maximal de
Z ;). Donc Ker(p) = M, et Z,) /M, est isomorphe a Z/pZ.

7. Soit ¢ un nombre premier distinct de p. Déduire des questions 4, 5 et 6 que les anneaux Z,)
et Z4) ne sont pas isomorphes.
Correction : Raisonnons par 'absurde et supposons lexistence d’un isomorphisme d’anneaux
Vi Lgy — L. Soit 0: Z,y — Zp) /M, le morphisme quotient de Z,y par I,. Ainsi,
comme 1) est un isomorphisme, 601 est un morphisme surjectif de Z ) sur le corps Z,)/9M,,.
Le noyau de 6 o ¢ est donc un idéal maximal de Z,). D’aprés les questions 4 et 5, ce noyau
est donc M. Ainsi 6 o ¢ induit un isomorphisme de Z) /M, sur Zgy/M,. D’apres la
question 6, les anneaux Z/pZ et Z/qZ sont donc isomorphes. Comme ils ont pour cardinal
respectif p et g et que p est supposés distinct de g, c’est une contradiction.
Remarque : on a en fait montré qu’il n’existait méme pas de morphisme d’anneaux surjectif
de Z, sur Z,) ; on peut méme montrer, en utilisant ce qui précede et en travaillant un
tout petit peu plus, qu’il n’existe en fait aucun morphisme d’anneaux de Z, vers Z).



