FORMULAIRE DE GEOMETRIE

1 Géométrie affine

1.1 Trois applications fondamentales

On désigne par P le plan et par ? I’ensemble des vecteurs du plan. On a
des applications

ZDAXB? — % (vecteur défini par un couple de points)
) —

(ﬁﬁxﬁﬁ) : g L (somme de deux vecteurs)
I({/\Xg : /\? - (produit d’'un vecteur par un nombre réel)

Dans ce qui suit on passe en revue les propriétés essentielles de ces applica-
tions.
1.2 La structure d’espace vectoriel sur le plan vectoriel

1.2.1 Associativité, commutativité, distributivité

V@, ) eP: U+T=7+7
V2,7, @) e PP T+ (T+B)=(T+T)+ T
vieP 1.0=1
VT, 7)e P2 YAER A (T+T)=A-T+A-T
VI eP VYO eR2 A-(u-T) =) T

1.2.2 Le vecteur nul

Il existe un élément distingué de 3, appelé le vecteur nul et noté 0 vérifiant
la propriété suivante :

vieP T+0-=1

Le vecteur 6> est I'unique vecteur vérifiant cette propriété. On a
vieP 0-7=0
VAeP AA=T.



1.2.3 L’opposé d’un vecteur
Pour tout élément 7 de ?, il existe un unique élément ¥ de ? vérifiant
T+T=0.
Ce vecteur est appelé 1’opposé du vecteur U et noté — . On a
Vi eP —d=(-1)-7
¥(A,B)eP? AB=-BA
Soit @ et ¥ des éléments de P. On pose @ — ¥ = o + (=)

1.3 La relation de Chasles

On a
V(A,B,C) e P*  AB+ BC = AC.

1.4 Translations

L’application (A, B) — ﬁ est surjective. On a en fait la propriété plus forte
suivante: soit A € P et U € B ; il existe alors un unique élément B € P tel
que E =. On pose alors T4y := B et on appelle B le translaté de A
par le vecteur . On a donc

VAeP V@eP ATH (A =7

V(A,B)eP*  T3(A)=B

V(A,B) eP? vdeP T-(A)= B = 0 = AB.

Soit W € B L’application

P
A

$ﬁ

T%: : (4)

est appelée translation de vecteur .
On a Ty =1Idp et

V(7,7)632 Ty oTy =Ty, v,
autrement dit

V2, T)e P2 VAEP  Tu(Ta(A) = Ta, = (A).



On en déduit que pour tout U € B, I’application 7% est bijective, de
bijection réciproque 1" .
L’application
P — F(P,P)
a— T

est injective; en d’autres termes on a
V@, ) e P Tp=Ty = =7

Une translation de P est une application 7: P — P telle qu’il existe
U € ? tel que 7 = T4 . Un tel vecteur est alors unique d’apres la propriété
précédente, et est appelé le vecteur de la translation 7.

1.5 Vecteurs colinéaires

Soit ¥ et ¥ des éléments de B On dit que ces vecteurs sont colinéaires s’il
existe (A, 1) € R2 avec (), i) # (0,0) tels que A\ + p 0 = f

Pour tout élément @ de P et tout \ € R, U et AW sont colinéaires ;en
particulier U et ﬁ sont colinéaires.

1.6 Le plan est de dimension deux

On formalise I'idée intuitive que P et B sont des objets géométriques de
dimension 2. N SN
Une base du plan vectoriel ? est un couple (i, 7 )ou i, j sont des

vecteurs de P non colinéaires.
Il existe des bases de P.
. . — —
Un r%ere du plan est un triplet (O, i, j)ou O € Pet (i, j) est une

9

base de o
Soit (O, i, j ) un repere de ? Alors on a

Vﬁe? 3(z,y) € R? 7:x-_i>+y-j

vAeP  Mzy)eR®  A=T o -(0)
- =
SoiLT\’%: (O, i, j) un repére du plan. On notera alors toujours ﬁ la
base (i, j).
On définit des applications bijectives :

R2—>B



R? — P
(z,y) — (zyr=T,7, 2(0)

(., )r:

Soit W € ? L’unique élément (z,7) de R? tel que U = (x,y)ﬁ est
appelé coordonnées du vecteur U dans la base ﬁ

Soit A € B L’unique élément (z,y) de R? tel que A = (x,y)r est
appelé coordonnées du point A dans le repére R.

1.7 Calcul repéré dans le plan

— —
Soitl}?, = (O, i, j ) un repere du plan. On rappelle que ﬁ désigne la base

(7, 7).

V(r,y) € R®  V(z,t) € R? (@, 9)z + (2 )5 = (+2z,y+1)z
¥(z,y) € R? V(z,t) € R? (.9 —(t)zg=(@-2y—1t)z
V(z,y) e R* VAER )

V(z,y) eR?  VY(z,t) eR® (2, 0)r(z,y)r = (x — 2,y — )3
V(.’L',y) € R2 V(Z,t) € R2 T(z,t)ﬁ((xay)R =

2 Géométrie euclidienne

2.1 Produit scalaire

On désigne toujours par P le plan et par ? I’ensemble des vecteurs du plan.
Un produit scalaire sur P est une application

Bx? — R
(W, V) — U

vérifiant les propriétés suivantes

VT, 7)eP? W-T=7-
YT, 7, @) e P> VOp eR? (AT 4p-T) T= T -B+u¥ @
vieP @-ud>0
VieP W-ud=0eT=0



Si B est muni d’un produit scalaire, P est qualifié de plan euclidien et B de
plan vectoriel euclidien.

2.2 Orthogonalité

On suppose que B est muni d’un produit scalaire (7, 7) — W - V. Soit

7, T des vecteurs de B On dit que U et U sont orthogonaux si on a
w7 =0.

2.3 Norme et distance

On suppose que ? est muni d’un produit scalaire (7, 7) T
Soit i € P. On pose | U ||= VW - & et on appelle ce réel la norme du

vecteur U .
La norme vérifie les propriétés suivantes

vieP |70
vieP |d|=0eT7=1
vieP VAeR AT =nIT].
(U, ) e P2 | Z+7 | < T ||+ 7| (Inégalité triangulaire)
V@, ) e P2 | T+ TIP=| TP+ TP 2T T

De cette derniére propriété on déduit le théoréme de Pythagore: soit 7, v €
deux vecteurs orthogonaux; on a alors

1+ P=[ )2+ 171
Soit A, B € P. On pose d(A, B) :=|| AB || et on appelle ce réel la distance

de A & B. La distance vérifie les propriétés suivantes
V(A,B) € P>  d(A,B) =d(B, A)
V(A,B) e P*  d(A,B)>0
V(A,B)e P? d(A,B)=0<A=B
V(A,B,C) € P®  d(A,B) <d(A,C)+d(B,C) (Inégalité triangulaire)

2.4 Repere du plan orthonormé vis-a-vis d’un produit scalaire
et expression du produit scalaire dans un repére orthonormé
On suppose que B est muni d’un produit scalaire (7, 7) — W - V. Soit

- N . N P
(O, i, j) un repére du plan. On dit que ce repere est orthonormé (vis a vis



— = - =
du produit scalaire g)nsidéﬁ) si @ - j =0 (en d’autres termes ¢ et j sont
orthogonaux) et || z‘U:H Jj =1

Soit R = (O, ¢, j ) un repere orthonormé. On a alors

Vir,y) eR?  V(z,t) eR*  (z,9)z- (5 t)z = vz +yt

V(z,y) € R? I (@, 9)z [ = /a? +y?

Vo) R V(s t) R d((@,y)r. (= 0)r) = /(z — 2)? + (t — y)?

3 Extension a ’espace

3.1 Ce qui s’étend mutatis mutandis

On désigne par & l'espace et par ? I’ensemble des vecteurs de ’espace. De
facon similaire au cas du plan, on a des applications

ExXE —» ?
(A,B) > AB

(vecteur défini par un couple de points)

(7 7) : g T (somme de deux vecteurs)
I({)\Xg : )\? T4 (produit d'un vecteur par un nombre réel)

Certaines propriétés de ces applications, ainsi que la définition d’un produit
scalaire sur g, sont des décalques immédiats de ce qui a été décrit pour P
et B Plus précisément, tout ce qui a été défini et énoncé dans les sections
1.2, 1.3, 1.4, 1.5, 2.1, 2.2 et 2.3 (c’est-a-dire essentiellement tout ce qui n’est
pas lié a la définition et & l'utilisation de reperes) vaut encore dans le cas de
I’espace: il suffit de remplacer partout P par £ et B par ?

Par contre, les définitions et les propriétés des repéres, quoique similaires,
sont un peu différentes (les différences traduisent le fait que le plan et I'espace
n’ont pas la méme dimension) et sont détaillées ci-dessous.

3.2 L’espace est de dimension trois

On formalisation 'idée intuitive que &£ et ? sont des objets géométriques de
dimension 3.



- = -
On dit qu’un tripl_e>t ( 24 J, k) de vecteurs de ? est une base de ?
est une base de ? si ¢ et j sont non colinéaires, et en outre la propriété

suivante est vérifiée :
— - =
non(3(\, u) € R* A- i =k

+u ).

Il existe des bases de ?
Un repére de l'espace est un quadruplet (O,

(?, ?, ?) est une base de & .

- = =
Soit (O, i, j, k) un repere de £. On a alors

-
tyJ

i

) ot O € € et

9

Vﬁe? 3(z,y,2) € R3 U=z
VAe& 3(z,y,2) € R A=T
_>
Soit R = (O, ?, k) un repere du plan. On notera alors toujours ﬁ
- =
la base (i, 7, k
On définit des applications bijectives :

i

7
).

: o RS — & R
R (ayz) o (g d)gimae G4y ] b2k
( - R — &
ey ey e R . (x7 y, Z) ) (x7 y7 Z)R = Tx?-‘,—y?-‘,—z?(O)

Soit U € . L’unique élément (z,y, z) de R3 tel que & = (z,y, z)73 est
appelé coordonnées du vecteur U dans la base ﬁ

Soit A € €. L'unique élément (z,y,2) de R? tel que A = (z,y,2)r est
appelé coordonnées du point A dans le repéere R.



3.3 Calcul repéré dans ’espace

Soit R = (O, ?, 7, ?) un repere de Iespace. On rappelle que ﬁ désigne la
= =
base (i, j, k).
(0,0,0)3 = 0
(0,0,0)g = O

V(zr,y,2) eR®  V(t,u,v) eR®  (2,y,2)5 + (tu,v)z =
Y(z,y,z) € R3 Y(t,u,v) € R? (z,y, z)ﬁ — (t,u, U)ﬁ =(x—t,y—u,z— v)ﬁ
)

(z+tytuz+v)z
(
V(z,y,2) € R? vYieR A (zy, 2 B = Az, Ay, )\z)ﬁ
(
(

v(xayaz) € R3 V(t,u, U) € R3 (ta UW)R(%:%Z)R =

V(a:,y, Z) € RS V(t,u,v) € R3 T(t,u,v)ﬁ((xa yvz)R =@+tytu,z+ U)R

3.4 Repeéere de l’espace orthonormé vis-a-vis d’un produit
scalaire et expression du produit scalaire dans un repeéere
orthonormé

On supposgque ? est muni d’un produit scalaire (7, 7) — W - U. Soit
(O, i, j, k) un repeére de l'espace. On dit que ce repere est orthonormé

= e
(vis a vis du produit scalaire considéré) si i - j = ¢ - k = j - k =0,
- = -
(en d’auges termes i, j et k sont deux a deux orthogonaux) et || ¢ ||=||
—
g =k =1
- = =

Soit R = (O, i, j, k) un repére orthonormé. On a alors

V(CE,y, Z) € R3 V(t,u,v) € R3 (xaya Z)ﬁ ’ (t7uvv)ﬁ = xt + yu + zv

V(z,y,2) €ER® || (2,,2)5 || = /22 + 12 + 22

Y(z,y,2) € R® Y(t,u,v) € R® d((z,y,2)r, (t,u,v)r) = \/(t —z)2 4+ (u—y)?+ (v —2)?2



