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Corrigé du probleme, partie 5 de I’épreuve
Question Préliminaire i) On sait d’apres le cours que
det(W, V) = Tulp — ToYu, U - U = TuZy + Yulo.
ii) D’apres le théoreme de Pythagore généralisé,

1T+ 2N = [2|?+ 7] +27 - 7,

d’ou il résulte

1%+ TN = IR+ 7] + 27 - .

Ve

Q.1 i) Figure
ii) On peut raisonner ici par conditions nécessaires et suffisantes. En particulier

2€Q e INER; z—1—2i = A3+ 4i),

c’est-a-dire
2€Q < AXNER; z2— 24 = ANzwy, — 24),
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(1)

en notant zp l'unique nombre complexe satisfaisant M (zp) = P pour chaque P € P. L’assertion (1)

est équivalente a

z€Q e INeR; AM(z) = MM,

(2)

Autrement dit, z €  si et seulement si les vecteurs AM (zj et AM; sont colinéaires, ce qui est

équivalent au fait que leur déterminant soit nul.

iii) 2 = —2 — 2i € € est 'unique nombre complexe qui vérifie My = M(z). Oron a z — 1 — 2i =
—3 —4i = (—1)(3+4i), ce qui fait que z — 1 — 2i = A\(3+ 4i) avec A = —1, autrement dit z € Q.



iv) En utilisant les notations introduite dans l'item ii), on observe que

ZA—1—2i ZMl—l—Q’i
- T _—0eR, T — T —1¢cR, 3
3+ 4 3+ 4 3)

donc en remarquant de maniere immédiate que
A={MeC; zy € Q},

on déduit de (3) que A € A, M € A.

v) On tire en particulier de (2) que A est la droite qui passe par les points A et M. Soit I = (x1,ys)
le milieu du segment [M;, Ms]. Alors par définition

1
Ml = S MM,
ce qui écrit composante par composante conduit aux équations
1 1
A= 5(-2-1), yr—6=(-2-6),

d’ol on tire z;y = 1 et y; = 2, autrement dit [ = A. O

Q.2. i) D’apres la relation de Chasles,

MM, = MA + AM,, MM, = MA + AM,,

ce qui conduit a, en utilisant la bilinéarité du produit scalaire,

MM, - MMy = MA - MA + MA - AM + AM, - MA + AM, - AMs. (4)

Par symétrie du pdroduit scalaire, on a M A- AMs = AM; -M A, et comme A est le milieu de [M71, Ms],
m = —14—J\41> de sorte que MA - AMy + AM; - MA = 0. De méme, AM; - AMy = —AM; - AM; =
—AM}? = —25, ot on a utilisé les coordonnées pour le dernier calcul. Comme MA - MA = M A?, il
résulte de (4)

T T

MMy - MMy = MA? — 25. (5)
ii) D’apres la définition de C combinée avec I’égalité (5), on voit que M € C si et seulement si M A? = 25,
et donc C est le cercle de centre A et de rayon égal a 5. (|
Q.3. 1) c.f. figure Q1.
ii) On a

AM; = (4—1,6—2) = (3,4), AMs=(6—1,2—2)=(5,0),

de sorte que d’apres les formules de la question préliminaire,

AM; - AM3=3x5+0x4=15, det(AM;,AM3)=3x0—4x5=-20.

Par ailleurs, on a ||AM;|| = ||AM3]| = 5, d’ou
. — . —
cos (AMl,AM3> = % = §, in (AMl,AM3> = det(AM) 1, AMs) = —é.
[AM[[||AD]| - ° [AM|[[|AMs[| 5



Q.4. Comme MM - M4Ms = 0, on déduit de la question 2 que My est sur le cercle C de centre A et
de rayon 5. Par ailleurs, comme AMs- AM, = 0, My est sur la droite qui passe par A et orthogonale a
la droite (AMs3). L’intersection de cette droite avec le cercle est constitué exactement des deux points
(1,7) et (1,—3). Comme le point recherché est celui dont ’affixe a une partie imaginaire positive, seul
le point My = (1,7) est solution du probleme, qui admet donc une et une seule solution. ]

Q.5. On sait d’apres les questions précédentes que les points M;, i = 1---4, sont tous sur le cercle C,
et donc sont cocycliques. O

Q.6. On observe que 'ensemble {z € C; |z — 1 — 2i| = 5} représente de nouveau le cercle C. O

Q.7. 1) Comme
2ikm

Zp, =24 +be n | (6)

ou z4 = 1+ 24, alors |zp, — 1 — 2| = 5. Donc d’apres la question précédente, les points P, sont tous
sur le cercle C et par conséquent sont cocycliques.
ii) On pose 2, = zp,. Alors d’apres (6) on a

n—1 n—1

2ikm
sz :nzA—i—SZe no,
k=0 k=0

n—1
. N 2ikm c e
Or on sait d’apres le cours que E e n =0, ce qui fait que

k=0

n—1
E 2 = MNZA.
k=0

iii) D'un coté, Py = Ms, et en notant j = —1/2 4 iv/3/2, on a de l'autre coté,
2p, = 2a+5j,  2p, = za + 557,

ce qui permet le placement sur la figure. O

Q.8. On voit que z € A si et seulement si |z — a| = r, d’out 'on déduit d’apres les résultats standards
que M (A) est le cercle de centre M () et de rayon 7. O

Q.9. On suppose que les points M(z1), M(z2), M(z3) et M(z4) sont cocycliques. D’apres la question
précédente, il existe r > 0, a €C, 0; € R, tels que z; = o + re'% pour j = 1,2,3,4. Il en résulte que

(Z1—2’4) 6101 _ 6103 6192 _ 6104
20— 25 - ei91 _ ei94 ei92 _ ei@g
22—24
01 .63 . 0y 6y )
e 2 e 12(€z01_6293) e e l2(€z92_6194)
= 01 .64 . } ’ 0y .63 .
6—176—27(6101 _ 6294) 6_176_17(6202 — 6“93)
01 —65 01 —03 J09—0, 05—0,4
ez —e ' 2 ez —e T2
0,0, ~0,-65  .03—03 ~ 09—63
e 2z —e T2 ez —e T2

sin(91§03> . sin<92;94) €R,

(0,04 . 65-065
Sll’l( 3 ) sm( 3

d’ou le résultat. O




