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1 Produit scalaire

Exercice 1

Soit (ABCD) un parallélogramme non aplati du plan euclidien P.

1. En utilisant une identité vérifiée par le produit scalaire, montrer que :
AC? — BD? = 4AD - AB.

2. Montrer que les droites (AB) et (AD) sont perpendiculaires si et seulement si AC' = BD.

3. En utilisant une identité vérifiée par le produit scalaire, montrer que :
AB? — BC? = DB - AC

4. Montrer que les droites (AC) et (BD) sont perpendiculaires si et seulement si AB = BC.

Exercice 2

Soit (ABCD) un parallélogramme du plan euclidien P.

1. Montrer que
AB? + BC? — AC® =248 -CB et CD®+ DA*— BD*=2CD - CD

2. Montrer que AB% 4+ BC? + CD? + DA% = AC? + BD?.

Exercice 3

Soient A, B deux points distincts du plan euclidien P et I le milieu de [AB].
1. Montrer que : VM € P, MA2+MB2:2M]2+ATBZ.

2. Montrer que application de P dans R donnée par M + M A?+ M B? admet un minimum
atteint en un unique point que 1’'on explicitera.

Exercice 4

Soit A, B deux points du plan euclidien P. On pose C := {M € P, m . ]\ﬁ = %} Soit I le
milieu de [A, B]. Montrer que 1'on a

2
WM eP, MA-ME-mp- 25

En déduire que C est un cercle dont on précisera le centre et le rayon.
Exercice 5

Soit A, B deux points distincts du plan euclidien P. On pose : C :={M € P, MA = %MB}
Soit I et J les points de P définis par

ZE R S,

Montrer que :
1 8
VM € P, MA2—§MBQ:§W-J\73

En déduire que C est un cercle dont on précisera le centre et le rayon.



Exercice 6

Soit A, B et C trois points du plan euclidien P muni d’un repére orthonormé R. On suppose

A#4Bet A+C.
‘detn(@,@)‘
|AB]|| AC]

1. Montrer que sin(/@ , /ﬁ) = , oll (E , 1@) désigne 'angle géométrique

défini par E et 1@ :
2. Montrer que si le triangle (ABC) est équilatéral alors tan(zﬁ, 1@) = /3.

3. On suppose le triangle (ABC') équilatéral. On suppose que les coordonnées de A,B et C'
dans R sont toutes rationnelles. Montrer qu’alors /3 est un nombre rationnel. Montrer
par ailleurs que v/3 ¢ Q. Conclure.

Exercice 7

Soient P, (), R trois points du plan euclidien P.
1. Montrer que, pour tout A € R, on a

(Cﬁ% + A@)Q — QP2+ 20QP.QR + NQL1°.

2. En considérant le discriminant du polynéme (en la variable \) de droite dans 'égalité
précédente, montrer que

QP.QE| < QP QR

3. Montrer que

7 ey ey Yoy My 3

4. En déduire que
PR < PQ+ QR.

5. Montrer que PR = PQ + QR si et seulement si QQ € [PR)].
6. On considére maintenant quatre points P, (), R et S. Montrer que

PS < PQ+ QR+ RS

et caractériser les configurations de quatre points P, (), R et S qui vérifient I'égalité
PS=PQ+ QR+ RS.

Exercice 8

—

Soit P le plan et R = (o, z,j) un repére de P. On considére I'application

¢ ((z,y)z, (@, y)z) = z2' + 3yy’.

1. Montrer que ¢ est un produit scalaire.
2. Déterminer un repére (O, f, J ) de P qui soit orthonormé pour ce produit scalaire.

3. Soit X, Y, X" et Y’ des réels. Calculer cp(Xf—l— YJ, X'T+ Y’f).

2 Barycentres

Exercice 9

Soient A et B deux points du plan P. Construire, s’il existe, le barycentre GG des points pondérés
suivants :

1. (A1) et (B,3)



2
3
4.
5

Exercice 10

-,

Le plan P est muni d’'un repére R = (O,Z,]). On considére les points A := (1,1)r et
B = (5,3)72

1. Faire une figure, que I'on complétera tout au long de 'exercice.
2. Calculer les coordonnées dans R

(a) du barycentre Gy de (A,2) et (B,1) (s'il existe).

(b) du barycentre Gy de (A, —1), (B,2) et (O, 3) (s'il existe).

3. Déterminer, s'ils existent, des réels a et b tels que H = (—1,0) soit le barycentre de (A, a)
et (B,b). Donner une interprétation du résultat obtenu.

4. Déterminer, s'ils existent, des réels a et b tels que O soit le barycentre de (A, a) et (B, b).
Donner une interprétation du résultat obtenu.

5. Existe-t-il un point C' tel que O soit le centre de gravité du triangle ABC'? Si oui, en
déterminer les coordonnées dans R.

Exercice 11

Soit A, B, C et D quatre points deux & deux distincts du plan P. Soit K le barycentre de
(A,3) et (B, 1), soit J le milieu du segment [C' D], soit G le centre de gravité du triangle BC'D,
et soit I le milieu du segment [AG|. Les points I, J et K sont-ils alignés ?

Exercice 12

Soit A, B et C' trois points deux & deux distincts du plan P. Notons I le barycentre de
(A,2),(B,1) et J le barycentre de (B, 1), (C,—2).
1. Faire une figure.

2. Soit G le barycentre de (A,2), (B, 1) et (C, —2). Justifier que les points A, J et G sont
alignés, et que les points C, I et GG sont alignés. En déduire la position du point G, et le
placer sur la figure.

3. Montrer que les droites (BG) et (AC) sont paralléles.

Exercice 13

Soit A, B et C trois points du plan P, soit P le symétrique de A par rapport a C', soit @) le
point défini par C?) = %C@, et R le milieu de [AB].

1. Faire une figure.

2. Prouver que les points P, @) et R sont alignés.

Exercice 14

Soit ABC'D un parallélogramme du plan P (on suppose A, B, C et D deux a deux distincts).
Soit K le milieu de [AD] et L le milieu de [BC]. Soit J le point du plan défini par AJ = 2A

1. Faire une figure.

2. Exprimer K comme barycentre de A et D affectés de poids convenables. Exprimer J
comme barycentre de A et B affectés de poids convenables.

3. Justifier que les droites (DJ) et (BK) s’intersectent en un unique point G, que 'on
exprimera comme barycentre des points A, B et D affectés de poids convenables.

4. Montrer que les droites (DJ), (BK) et (AL) sont concourantes.



Exercice 15

On considére un triangle ABC' et deux réels \ et u tels que A+ i # 0. On note A’ le barycentre
de {(B,\),(C,u)}, B’ le barycentre de {(C, ), (A, u)}, C" le barycentre de {(A, ), (B, u)}.
Montrer que les triangles ABC' et A’B’C" ont le méme centre de gravité.

Exercice 16

Soit A, B et C' trois points non alignés du plan P. Soit a, b et ¢ des réels tels que a +b+c¢ # 0
et soit M le barycentre de (A, a), (B,b) et (C,c).

1. On suppose que b+ ¢ = 0. Montrer que (AM) et (BC) sont paralléles.

2. On suppose que (AM) et (BC') sont sécantes ; on note L leur point d’intersection. Montrer
que L est le barycentre de (B, b) et (C,c¢).

Exercice 17

Soit A, B et C' trois points non alignés du plan P. Soit A’ le milieu de [BC| et D celui de [AA].
Soit E le point d’intersection des droites (AB) et (C'D). Le but de l'exercice est de déterminer

le réel k tel que ﬁ = k@

—
1. Montrer que lﬁ + lﬁ =2DA".
2. En déduire que D est le barycentre de (A4,2), (B,1) et (C,1).

3. En déduire a 'aide de 'exercice précédent que E = %1@ .

Exercice 18

1. Démontrer a 'aide de barycentre que les médianes d'un triangle non aplati sont concou-
rantes.

2. Démontrer que si ABC'D est un tétraédre de I'espace R, les trois droites qui relient les
milieux de deux cOHtés non sécants sont sécantes.

Exercice 19

Soit ABCD un quadrilatére du plan. Montrer que les milieux des cotés de ce quadrilatére
forment un parallélogramme (théoréme de Varignon).

Exercice 20

Soitt ABC' un triangle du plan P et G son centre de gravité. Déterminer I’ensemble des points
M du plan tels que le vecteur M A+ M B + MC soit colinéaire au vecteur @ :
Exercice 21

Soit ABC' un triangle du plan P.

1. Déterminer I’ensemble A des réels m tels que le barycentre (,, du systéme pondéré
{(A4,1),(B,m), (C,—1)} soit défini. Déterminer le lieu des points G, lorsque m décrit A.

2. Déterminer 'ensemble A’ des réels m tels que le barycentre H,, du systéme pondéré
{(A,1),(B,m),(C,1)} soit défini. Déterminer le lieu des points H,, lorsque m décrit A’.

Exercice 22

Soit (ABC) un triangle du plan P. On note O le centre du cercle Chglscrit au triangle (ABC),
G l'isobarycentre de A, B et C' et H le point de P tel que 07} =0A+ O@ + O?

1. Montrer que zﬁ . B? =0.
2. En déduire que H est 'orthocentre du triangle (ABC).
3. Montrer que O, G et H sont alignés.

Exercice 23
Soit A, B et C trois points du plan P. On note G le barycentre de {(A4,2),(B,1),(C,—1)}.




1. Montrer que
VM e P, 2MA*+ MB?* — MC? =2GA* + GB®> — GC? + 2MG>.
2. Montrer qu’il existe un unique point K de P tel que

VM e P\{K}, 2MA*+4+ MB* - MC?*>2KA*+ KB* - KC?.

Exercice 24

Soit A, B et C trois points du plan euclidien P. Déterminer et construire

1. Pensemble X; des points M du plan tels que
——
IMA — 3MB|| < 2.

2. I'ensemble X5 des points M du plan tels que

|2MA + MB — MC| = ||2MA — MB — MC|.

3. I'ensemble X3 des points /N du plan tels que

IMA + 2MB|| = |2MA + MCY.

Exercice 25

Soit A, B et C trois points du plan euclidien P. En quel(s) point(s) P du plan P est-ce que la

quantité .
|PA + PB + PC|

est minimale ?
Exercice 26

Le plan euclidien P est muni d’un repére orthonormé R d’origine O. On considére les points

de P suivants :
1 V3 V31
(28) s, on(B).
R R

Soit GG le centre de gravité du triangle ABC. On note I le cercle circonscrit & ABC.
1. Faire un dessin.

2. Montrer que I est le cercle de centre O et de rayon 1.

3. Soit M un point sur I'. On note I(M) le barycentre de {(A,1),(B,1),(C,1),(M,3)}. Ainsi
I: M — I(M) définit une application de I' dans le P. Simplifier I'expression de I(M) en
terme d’un barycentre de seulement 2 points pondérés.

4. On note A’ = I(A), B' = I(B) et C" = I(C). Placer les points A’, B" et C" sur le dessin.
5. Soit H le barycentre de {(G,1),(0,1)}

Placer H sur le dessin. Soit M € I'. Exprimer 2H I (M ) en fonction de M et O. En déduire
que I(M) est sur un cercle de centre H et de rayon a déterminer.

6. Montrer que I(I") est le cercle circonscrit au triangle A’B'C".



3 Transformations du plan, application des nombres com-
plexes a la géomeétrie

Dans tous les exercices de cette section, P désigne un plan euclidien muni d’un repére or-
thonormé ; on dispose en particulier une application bijective « affixe » P — C au moyen de

laquelle on peut si nécessaire identifier P et C.
Exercice 27

Déterminer la nature et les éléments caractéristiques des similitudes de P suivantes (les points
et vecteurs seront décrits par leurs affixes, les droites par une équation cartésienne)

L.z (1+d)z+(3—1)

2. 2 (34+3i)z+ (1 —1)

3. 21z

4.z iz + (1 —1)
Exercice 28

Pour tout nombre complexe u, on note f, la similitude de P décrite par z — u?z +u — 1.

1. Déterminer ’ensemble des u € C tels que f, est une translation (respectivement une

rotation d’angle %, respectivement une homothétie de rapport —2). Pour tout élément u
de I'ensemble en question, donner les éléments caractéristiques de f;,.

2. On suppose que u = 1 — i. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f,,.

Exercice 29

Soit A, B, C trois points de P deux & deux distincts d’affixes respectives a, b et ¢. On suppose
que |a| = [b] = |c].

1. Déterminer ’affixe du centre du cercle circonscrit au triangle ABC'.
2. Montrer que bc — bé est imaginaire pur.

3. Montrer que (b+ c)(b+ ¢ et %< sont imaginaires purs.

4. Soit H le point d’affixe a + b+ ¢. Montrer qu’on a ﬁB? =0.
5. Quiest H?
Exercice 30

Soit A, B C' et D quatre points de P d’affixes respectives a, b, c et d, avec A # B. Déterminer
une condition nécessaire et suffisante, portant sur a, b, c et d, pour qu’il existe une rotation
qui envoie le segment [AB] sur le segment [C'D]? Comment alors construire le centre de la
rotation 7

Exercice 31

Soit f: P — P une similitude.

1. Montrer que I'image d’une droite de P par f est une droite.

2. Montrer que I'image par f d'un segment de P non réduit a un point est un segment de P
non réduit a un point. Montrer que l'image par f du milieu d’'un segment de P est le
milieu de 'image par f de ce segment.

3. Montrer que I'image par f d’un triangle non aplati de P est un triangle non aplati.
Montrer que I'image par f de l'isobarycentre d’'un triangle de P est 'isobarycentre de
I'image par f de ce triangle.

Exercice 32

Quelles sont les homothéties de P qui sont des isométries 7 On les décrira par leurs éléments
caractéristiques.




Exercice 33

1. Soit kK € R* et h: P — P une homothétie de P de rapport k. Soit r un réel strictement
positif. Montrer que I'image d’un cercle de centre r est un cercle de rayon |k|r

2. Soit O et O des points de P, C le cercle de centre O et de rayon 1 et C’ le cercle de centre
O’ et de rayon 2. Déterminer toutes les homothéties h telles que h(C) = C’; on donnera
en particulier les éléments caractéristiques de ces homothéties.

Exercice 34

Soit O et Oy des points de P, ki et ky deux réels non nuls, h; I'homothétie de centre O; et de
rapport k; et hy I’homothétie de centre O, et de rapport ks.

1. On suppose ki1ky # 1. Montrer que g := hy o hy est une homthétie ; exprimer le rapport
de g en fonction de k; et ko et le centre de g comme un barycentre de O; et Oy affectés
de poids que I'on exprimera également en fonciton de k; et ks.

2. On suppose k1koy = 1. Montrer que hs o hy est une translation, donc on exprimera le
vecteur en fonction de kg et du vecteur O;0s.

Exercice 35

Soit O un point du plan affine P, k un réel non nul et différent de 1, W un vecteur du plan, h
I’homothétie de centre O et de rapport k et t la translation de vecteur .

1. Montrer que ¢g; := h ot est une homothétie; on exprimera le rapport de g; en fonction de
k et si I est le centre de g;, on exprimera I;0 en fonction de k et .

2. Montrer que go := t o h est une homothétie ; on exprimera le rapport de g en fonction de

k et si I, est le centre de g9, on exprimera m en fonction de k et .

Exercice 36

Soit ABC un triangle de P. On note s4, Sg, s¢ les symétries centrales par rapport a A, B, C
respectivement. Décrire 'isométrie s4 o sp o s¢ (nature, éléments caractéristiques).

Exercice 37

Soient 7, et r, deux rotations non triviales de P d’angles respectifs 6, et 6,. Montrer que
r, 0Ty, =T 0T, Sl et seulement si r, et r, ont méme centre.
Exercice 38

Soit 7 un vecteur de P et D une droite de P. Soient ¢ la translation de vecteur o et o la
réflexion par rapport a la droite D. A quelle condition a-t-on c ot =too?

Exercice 39

1. Montrer que le produit de deux rotations de P d’angle 7 est une symétrie centrale.

2. Déterminer le centre de cette symétrie centrale ; on I’exprimera en fonctions des centres
des rotations considérées.

Exercice 40

Soient D , D' deux droites du plan P. On note op, op les réflexions par rapport aux droites D
et d.

1. Montrer que si D est paralléle & D’ alors opr 0 04 est une translation ; déterminer le vecteur
de cette rotation.

2. On suppose que D et d' sont sécantes. Soit ) leur point d’intersection. Montrer que
op o op est une rotation de centre €2. Déterminer ’angle de cette rotation en fonction de
I'angle orienté de droites (D, D).

Exercice 41

Montrer que toute rotation et toute translation est le produit de plusieurs couples de réflexions.



Exercice 42

Soient rq, ro deux rotations de P d’angles 61, 05 respectivement. Montrer que :

1. Si6;+60,=0 [27] alors 75 o ry est une translation.
2. Sif +6,#0 [27] alors ry o7y est une rotation.

Exercice 43
Soient B et C' deux points distincts de P. On note rp la rotation de centre B et d’angle 7, r¢

la rotation de centre C' et d’angle § et ¢ la translation de vecteur B? On note s la composée
rcotorg.

1. Quelle est la nature de s?

2. Quelle est 'image de B par s7?

3. Quelles sont les éléments caractéristiques de s 7

Exercice 44

1. Montrer que I'image d’'un cercle par une isométrie de P est un cercle de méme rayon.

2. Soient C et C' deux cercles de méme rayon. Déterminer toutes les isométries qui trans-
forment C en C'. (on donnera leurs éléments caractéristique en fonction des centres et des
rayons de C et C'.

Exercice 45

Soient A et B deux points distincts de P. On note 74 et rp les rotations de centre A et B, et
d’angle 7. Soit f la transformation rp o e

1. Construire C' = f(A).

Quelle est la nature de f7

Quelles sont les éléments caractéristiques de f 7

Soit M un point du plan. Quelle est la nature du quadrilatére r4(M)rg(M)CA?

Quel est le lieu géométrique du point rg(M) lorsque le point M parcourt le cercle I" de

diametre [AB]?

6. Déterminer le lieu géométrique du milieu du segement [r4(M)rg(M)] lorsque le point M
parcourt le cercle I'.

SAN IS

4 Equations de droites dans le plan, équations de droites et
de plans dans I’espace, distance d’un point a une droite
et & un plan

Exercice 46
Le plan euclidien P est muni d’un repére orthonormé R. Soit A := (1,3)g et B := (=3, —1)x.
1. Calculer la distance de A puis de B a la droite D d’équation dans R : 3z —y — 6 =0

2. Méme question avec A := (1,3)g et B := (3, —2)% et la droite D d’équation dans R :
r+2y—2=0.

Exercice 47

Le plan euclidien P est muni d’un repére orthonormé R. Calculer la distance du point M a la
droite D lorsque :

1. M :=(4,2)r et D admet pour équation cartésienne dans R : 4z + 3y = 7.

2. M := (1,—1)g et D est la droite dirigée par le vecteur (1,1)z et passant par le point
(4,5)%.



Exercice 48

L’espace euclidien £ est muni d’un repére orthonormé R.
1. Calculer la distance du point M au plan P lorsque :
(a) M :=(1,2,3)g et P admet pour équation cartésienne dans R : x + 2y + 2z = —1.

(b) M := (1,0,2)z et P est le plan dirigé par les vecteurs (1,0,1)z et (2,2,3)3, et
passant par le point (4,0, 5).

2. Calculer la distance du point M & la droite D lorsque :

(a) M := (3,4,0)g et D admet pour systéme d’équations cartésiennes dans R :
22 +3y+2z =95
3r+y =7

(b) M :=(1,-1,0)r et D est la droite dirigée par le vecteur (1,1,2)= et passant par le
point (4,0,5)%.

Exercice 49

Le plan P est muni d'un repére R.
1. Soit M := (1,0)g, A :=(—2,1)g et B := (5,10)%. Le point M appartient-il & la droite
(AB)?
2. Soit m un réel, Cp, :== (2,m)g, A :=(1,0)g et B = (—1,4)g. Déterminer I’ensemble des
valeurs de m telles que le point (), appartient a la droite (AB).

Exercice 50

Le plan P est muni d'un repere R.

1. Déterminer une équation cartésienne dans R des droites suivantes :
{(-1,00r +t(1, 1)z, teR}, {(1,1)=+1t(0,3)z, teR}.
2. Donner une description paramétrique de la droite d’équation cartésienne dans R :
T+ 2y =4.

Exercice 51

Le plan P est muni d’'un repére R.

1. On considére les points suivants de P :
A:=(1,1)r, B:=(2,2)g; C:=(5,-1)g, D:=(2,0)%.

Déterminer des équation cartésiennes dans R des droites (AB) et (C'D) et déterminer les
coordonnées dans R de leur intersection.

2. Soit m € R ; on considére les points suivants de P :
A= (2,0)r, B :=(3,4)r; O :=(2,2)r, D, :=(3,m)x.

Déterminer l'ensemble des valeurs de m pour lesquelles les droites (A'B’) et (C'D],) ont
une intersection non vide.

Exercice 52

Le plan P est muni d’un repére R. Dans chacun des cas suivants, déterminer si A, B et C sont
alignés et dans 'affirmative déterminer une équation cartésienne dans R de la droite qui les
contient.

1. A:==(-3,3)r,B:=(5,2)gp et C:=(2,1)r
2. A=(1,1)g,B:=(-2,2)get C:=(2,1)%



3. A:= ( S)R,
Exercice 53

(0,—-1)g et C:=(2,-2)r

B =
B: (1, _2)R et C:= (—3,4)R

Le plan P est muni d’'un repére R.

1. Déterminer la nature et une description paramétrique de I'intersection des droites de P
suivantes :

{t(1,1)z, teR} et {(-1,-Hr+t(1,2)3, teR}.
2. Méme question avec les droites :
{1, Dr+t(0,1)%z, teR} et {(1,3)r+t(0,1)%z, teR}.
3. Méme question avec les droites :

{1, Dr+t(0,1)%, teR} et {(1,2)r+t(0,2)%, teR}.

Exercice 54

L’espace euclidien £ est muni d’un repére orthonormé R.

1. Déterminer la nature et une description paramétrique dans R des sous-ensembles de &
décrits par les systémes d’équations cartésiennes dans R suivants :

a){2x+3y+52 =0 b){Bx—Sy—l—z =1

r+y+z =1 r+y+z =1
) T —2y =1 Q) r+2y+2z =1
r+2y+z2z =1 2v+4y+2z =2
r+y+2z =1 r+y+2z =1
e) —r—3z =1 f)q 22+3y+3z =6
20 +2y+52 =2 —r4+y—4z =T.

gJr—3y+z=1 h)3zx—y+z=1 i)br—2y=1
Meéme question pour les intersections deux & deux de ces ensembles.

2. Calculer les produits vectoriels suivants :
(0,0,1)5(=2,2, 1), (2,1,3)3 A (0,1,2)3
(1,0,=5)z A (0,1,3)z, (1,0,-5)% A (2,0,-10)3

3. Déterminer la nature et un systeme d’équations cartésiennes dans R des sous-ensembles
de & suivants :

{(1,0,0)r +¢(1,0,1)%, tecR}

{LLD)r+1(2,1,3)%, teR}

{(1,3,2)r +t(1,1,5)3, teR}
)

{(1,0,-)r +t(-2,2,1)z, teR}
{(1,0,—1)R+t(0,0,0)ﬁ, teR}
{(1,1,-D)r +¢(0,0,1)3 +u(-2,2,1)3, (t,u) € R*}
{(1,0,)r +¢(2,1,3)% +u(0,1,2)%, (t,u) € R*}
{(1,3,2)r +t(1,0,—5)% +u(0,1,3)%, (t,u) € R*}
{(1,3,2)r +¢(1,0,—5)z + u(2,0,-10)3, (¢,u) € R*}

Méme question pour les intersections deux a deux de ces ensembles.



Exercice 55

L’espace euclidien £ est muni d’un repére orthonormé R. Soit m € R.. Soit P, le plan d’équation
cartésienne dans R : m? x + (2m — 1) y + m z = 3. Donner une description simple de I’ensemble

{Me€& VmeR, MeP,}.
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