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Corrigé du contréle continu n°2

Question de cours
Soit L un corps, K un sous-corps fini de L, q le cardinal de K. Montrer que K = {z € L, 29 = x}.
Montrons U'inclusion K C {z € L, 2? = x}. Comme K est un corps de cardinal ¢, K* = K\ {0}
est un groupe de cardinal ¢ — 1. Soit € K. D’apres le théoréeme de Lagrange, on a 297! =1,
d’ot 27 = z. Par ailleurs 09 = 0. D’ou inclusion annoncée.
Par ailleurs A := {& € L,29 = z} est I’ensemble des racines dans L du polynoéme P =
X7 — X € L[X]. Comme L est un corps, on a card(4) < gq. Comme A contient K qui est de
cardinal ¢, on a nécessairement A = K.

Exercice 1

Convaincre le correcteur en quelques lignes que vous savez décrire explicitement un corps d 9
éléments et (d Uaide de quelques exemples pertinents) y faire des calculs. Aucune justification
n’est demandée, mais on introduira soigneusement les notations utilisées, et on ne négligera pas
la présentation.

Soit L = F3[X]/(X? + [1]3). Alors L est un corps a 9 éléments, et, en notant o 'image de
X € F3[X] par le morphisme quotient, Papplication

F2 — L
(a,b) — a-+bda

est une bijection, ce qui donne une représentation explicite des éléments de L. Cette bijection est
méme un isomorphisme de groupes (en fait de Fz-espaces vectoriels), ce qui permet de calculer
explicitement dans le groupe (L, +). Exemples :

(s + )+ (2Is+a) =20, s+ (2s+0a) =[]+

La multiplication s’obtient en calculant dans la représentation ci-dessous selon les regles usuelles
et en utilisant la relation o? = —[1]3 pour toujours se ramener & un élément de la forme a + ba
avec (a,b) € F3. Exemples :

([1]3 4+ @) x ([2]3 + a) = [2]3 + [B]za + a* = [1]3

ax ([1]s + [2lza) = a + [2[z0® = [1]3 + a.

Exercice 2
Soit K un corps et A 'anneau quotient K[X,Y]/(X? —Y3). Soit x (respectivement y) l’image
de X (respectivement Y ) dans A.
1. Soit v: K[X,Y] — KIT| l'unique morphisme de K-algébres qui envoie X sur T° et Y
sur T?. Montrer que Ker(p) = (X2 —Y3).
Ona p(X?2-Y3) = (T?)? - (T%)? =T% =0, donc X? — Y3 € Ker(yp), et comme Ker(p)
est un idéal, on a l'inclusion (X2 —Y?3) C Ker(yp)



Montrons 'inclusion opposée. Soit P € Ker(y). En utilisant le résultat rappelé au début de
I’énoncé du contréle et en voyant P comme un polynoéme en l'indéterminée X a coeflicients
dans K[X], on obtient qu’il existe @ € K[X,Y], R; € K[Y] et Ry € K[Y] tels que

P=Q(X’-Y*)+Ri(Y)X + Ra(Y).
Or
0=p(P) = p(Q)p(X* = Y?) + p(Ri(Y)X + Ro(Y)) = 0+ Ry(T*)T° + Ro(T*).
On en déduit degy (R, (T2)T?) = degy(Ro(T?)) soit
3+ 2degy (Ry) = 2degy (Ry).

Or degy (R1),degy (Ro) € NU{—00} et comme 2 ne divise pas 3, I’égalité ci-dessus n’est
possible que si degy (Ry) = degy (Rg) = —o0, soit Ry = Ry = 0. Ainsi P = Q (X?® —Y?)
est bien un élement de (X3 — Y?2).

. En déduire que A est un anneau intégre.

Par le théoreme de factorisation, ¢ induit un isomorphisme de K[X,Y]/Ker(p) = A sur
Im(p) qui est un sous-anneau de K[T]. Or comme K est un corps, K[T] est intégre, donc
tout sous-anneau de K[T] est intégre. Donc A est un anneau intégre.

. Soit m: K[X,Y] — A le morphisme quotient. Justifier que le corps K est isomorphe d w(K).
L’application 6: K — 7(K) induite par 7 est un morphisme d’anneaux surjectif. Comme
m(K) est un sous-anneau de A, 7(K) est intégre, en particulier non nul, donc Ker(6) est
un idéal propre de K. Comme K est un corps, Ker(d) = {0}, et finalement 6 est un
isomorphisme.

On identifie désormais K et m(K). Montrer que A* = K*.

En fait si on identifie A & Im(¢) = {P(T?,T%)} pek(x,y], 7(K) s’identifie & K C K[T]. On
sait par ailleurs que A* est inclus dans K[T]* (car A est un sous-anneau de K[T]) et que
K[T]* = K* (car K est intégre). Comme K est un sous-anneau de A, l'inclusion K* C A*
est également vérifiée, et on a bien K* = A*.

. Montrer que x et y sont des éléments irréductibles de A.

Commengons par la remarque suivante. Soit P € K[X,Y]. Alors P(T3,T?) est une combi-
naison K-linéaire de monémes de la forme T3+2/ avec 4, € N. Pour 7,5 € N, 3i + 2j est
soit nul, soit supérieur a 2, d’ott il ressort que P(T3,T?) est soit constant, soit de degré
supérieur a 2.

Via Iidentification de la question précédente, on a = T°. En particulier 2 est non nul, et,

d’apres la question précédente, non inversible. Soit z1, 2z € A tel que x = x122. Il existe
P, P, e K[X,Y] tel que 71 = P1(T3,T?) et x5 = Po(T3,T?). On a donc

T3 = P (T3, T?) Py (T3, T?)

ot 3 = degy(Py(T%,T2)) + degp(Po(T%,T2))

ce qui montre que nécessairement on a (quitte & échanger Py et Py) degp (P (T2, T%)) < 1
d’ott Py (T3,T?) € K d’apres la remarque ci-dessus. Ainsi 27 € KX = A% ce qui achéve de
montrer que = est irréductible.

La démonstration pour y est strictement similaire.



Exercice 3

Soit A un anneau, T un idéal de A, S une partie multiplicative de A, 1: A — S™'A le

morphisme de localisation.

1. Montrer que 'ensemble {¢}aez,ses est l'idéal de S™LA engendré par 1(T) ; on le note S~'Z.
Notons donc S~!Z l’ensemble {%}aez,ses- On a o(Z) = {{}aez. On sait que I'idéal J
engendré par +(Z) est exactement I’ensemble des éléments x de S™1A tel qu’il existe un
entier positif n, (b;) € (ST1A)™ et (a;) € I™ tels que

=1

Lecasn=1,a1 =a €T et b = % ol s € S montre que S™'Z est inclus dans J.
En général, prenant un élément x € J qui s’écrit comme ci-dessus et notant b; = £ avec
c; € Aet s; €8, on obtient
n
>im1@iCi 1455

[T s
Pour tout ¢ € {1,...,n}, comme a; € Z et Z est un idéal de A, on a a,¢; Hj# sj € Z, d’out
on déduit ensuite que le numérateur dans I’expression de z ci-dessus est dans Z. Comme S
est une partie multiplicative, le dénominateur est un élément de S, donc z € S~'Z. Ainsi
J est inclus dans S™1'Z, ce qui conclut.

Autre démonstration possible : montrer que
(a) S71T est un idéal de S™1A;
(b) ST contient «(Z);
(c) tout idéal de S~1A qui contient ¢(Z) contient S~1T
ce qui permet de conclure par définition d’un idéal engendré.

2. Donner un exemple explicite ot T est strictement inclus dans 1=*(S™'T).

Prenons par exemple A = Z, S = Z\ {0} et Z = 2Z. Alors S~'A = Q est un corps et l'idéal
S~™1Z, qui n’est pas réduit & 0 car il contient 2, est donc égal & Q. Donc 1 =1(S™1Z) = Z, et
on a bien que Z est strictement inclus dans Q.

3. Donner un exemple explicite ot TN S = & et T est strictement inclus dans 1~ (S71T).
De maniére générale, comme «(Z) est contenu dans S~'Z, T est toujours inclus dans
ST,

Prenons par exemple A = Z, S = {2"},en et Z = 6Z. Alors 3 = g est un élément de
t=H(S7T), mais 3 ¢ .



