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La qualité de la rédaction et de l’argumentation entrent dans une part importante de l’appré-
ciation des copies ; en particulier toutes les réponses doivent être justifiées. Documents de cours,
calculatrices, téléphones portables et assimilés ne sont pas autorisés. Les questions jugées plus
difficiles sont précédées d’un (*).

Question de cours
Soit 𝐴 un anneau et ℐ un idéal de 𝐴. Montrer que l’anneau quotient 𝐴/ℐ est un corps si et

seulement si ℐ est un idéal maximal de 𝐴.

Exercice 1
Soit K un corps. Combien d’idéaux l’anneau K[𝑋]/⟨𝑋4 − 𝑋2⟩ possède-t-il ?

Exercice 2
Soit 𝐴 un anneau et 𝑒 ∈ 𝐴. On dit que 𝑒 est un idempotent non trivial si 𝑒2 = 𝑒 et 𝑒 /∈ {1𝐴, 0𝐴}.
1. Déterminer la liste des idempotents non triviaux de 𝐴 dans les cas suivants : 𝐴 = Z,

𝐴 = Z/𝑝𝑛Z (𝑝 premier, 𝑛 ∈ N ∖ {0}), (*) 𝐴 = Z/𝑛Z (𝑛 ∈ N ∖ {0, 1}).
2. Soit 𝑒 un idempotent non trivial de 𝐴. Montrer que l’idéal 𝑒𝐴 est propre.
3. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) il existe des anneaux 𝐵 et 𝐶 non nuls tels que 𝐴 est isomorphe à 𝐵 × 𝐶 ;
(b) il existe des idempotents non triviaux 𝑒, 𝑓 ∈ 𝐴 tels que 𝑒 + 𝑓 = 1𝐴.

Indication : Considérer 𝐴/𝑒𝐴.

Exercice 3
1. Résoudre l’équation

𝑥3 = 3, 𝑥 ∈ 𝐴

pour les anneaux 𝐴 suivants : Z/5Z, Z/52Z.
2. (*) Soit 𝑃 ∈ Z[𝑋] et 𝑝 un nombre premier. On suppose qu’il existe 𝑎 ∈ Z tel que

𝑃 (𝑎) = 0 (mod 𝑝Z) et 𝑃 ′(𝑎) ̸= 0 (mod 𝑝Z).

Montrer que pour tout entier strictement positif 𝑛, il existe un unique élément 𝑎𝑛 ∈ Z/𝑝𝑛Z
tel que

𝑃 (𝑎𝑛) = 0 (mod 𝑝𝑛Z) et 𝑎𝑛 = 𝑎 (mod 𝑝Z).

3. (**), hors barême. Soit 𝐴 un anneau et ℐ un idéal de 𝐴. Soit 𝑃 ∈ 𝐴[𝑋]. On suppose
qu’il existe 𝑎 ∈ 𝐴 tel que 𝑃 (𝑎) = 0 (mod ℐ) et l’image de 𝑃 ′(𝑎) dans 𝐴/ℐ est inversible.
Montrer que pour tout entier strictement positif 𝑛, il existe un unique élément 𝑎𝑛 ∈ 𝐴/ℐ𝑛

tel que
𝑃 (𝑎𝑛) = 0 (mod ℐ𝑛) et 𝑎𝑛 = 𝑎 (mod ℐ).


