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Exercice 1

Soit K un corps. Combien d’idéauz Uanneau K[X]/(X* — X?) posséde-t-il

D’aprés le cours, on sait que I’ensemble des idéaux de 'anneau K[X]/(X* — X?) est en
bijection avec I'ensemble des idéaux de 1’anneau K[X] qui contiennent l'idéal (X* — X?2), et que
ce dernier ensemble est en bijection avec I'ensemble des diviseurs unitaires du polynéme X4 — X?2.

Si K n’est pas de caractéristique 2, la factorisation en irréductibles de ce dernier polyndéme
sécrit X4 — X2 = X2(X — 1)(X + 1). L’unicité de la factorisation entraine que I'application

{0,1,2} x {0,1} x {0,1} — KI[X]
(a,b,¢) — XX -14X+1)°

induit une bijection de {0,1,2} x {0,1} x {0, 1} sur I'ensemble des diviseurs unitaires de X* — X2.
On en déduit que anneau K[X]/(X* — X?2) possede 3 x 2 x 2 = 12 idéaux.

Si K est de caractéristique 2, la factorisation en irréductibles du polynéme X* — X?
sécrit X* — X? = X2%(X + 1)2. Un raisonnement similaire au cas précédent montre alors
que lanneau K[X]/(X?* — X?) possede 3 x 3 =9 idéaux.

Exercice 2
Soit A un anneau et e € A. On dit que e est un idempotent non trivial sie? = e ete ¢ {14,04}.
1. Déterminer la liste des idempotents non triviaux de A dans les cas suivants : A=7Z, A =

Z/p"Z (p premier, n € N\ {0}), A=Z/nZ (n € N\ {0,1}).

Notons que si A est un anneau et e € A, la relation e = e équivaut a e(e — 14) = 04. En
particulier, si A est intégre, on a €2 = e si et seulement si e = 04 ou e — 14 = 04. Ainsi
un anneau intégre ne posséde pas d’idempotent non triviaux. Ceci répond & la question
pour A=7Z et A=7Z/pZ (p premier).

Soit p un nombre premier et n > 2 un entier. Soit x € Z tel que [x(z — 1)) = [0],». Ainsi, p"
divise z(x — 1). Si p™ divise z, on a [z],n = [0],n. Si p™ divise z — 1, on a [z]pn = [1]pn. Si
aucune des deux propriétés précédentes n’a lieu, comme on a n > 2, p divise nécessairement x
et © — 1, donc p divise 1, ce qui est une contradiction. On en conclut que Z/p"Z ne possede
pas d’idempotents non triviaux.

De manieére générale, si A et B sont des anneaux et (e, f) € A x B, on a, par définition
de la structure d’anneau produit, (e, f)? = (e, f) si et seulement si e = e et f2 = f. La
généralisation & un produit fini d’anneaux est immédiate.

Si maintenant n > 2 est un entier, notant n = Hie ;D" sa factorisation en produit de
nombres premiers (I ensemble fini non vide, pour ¢ € I, p; premier et v; entier strictement
positif, pour i # j € I, p; # p;) on a d’apres le théoreme chinois Z/nZ = [[,.; Z/p;*Z. La
notion d’idempotent non trivial étant invariante par isomorphisme d’anneaux, il suffit! de
donner la liste des idempotents non triviaux de [[;.; Z/p;*Z. Dans ce qui suit, pour alléger
Pécriture, on note pour ¢ € I, 0; := [0]p:i et 1, := [1]pl’_’i. Sie=(e)icr € [lic; Z/p]"Z, on

a e? = e si et seulement si pour tout i € I on a e = ¢; si et seulement si (d’apres ce qui

1. Si l'on souhaite vraiment expliciter les idempotents non triviaux obtenus dans Z/nZ, il faut faire intervenir
des relations de Bézout ad hoc.



précede) pour tout i € I, on a e; € {0;,1;}. Ainsi I'ensemble des idempotents non triviaux
de [[,c; Z/pi"Z est

H{Oi; L\ A{(0:)ier, (Li)ier}-

il

Noter qu’en particulier le cardinal de cet ensemble est 2¢ard(D)—1,

2. Soit e un idempotent non trivial de A. Montrer que l’idéal eA est propre.
11 suffit de montrer que e n’est pas inversible. Si e € A* vérifie e? = e, on en déduit en
simplifiant par e que e = 14, et e n’est pas un idempotent non trivial.
3. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) il existe des anneaur B et C non nuls tels que A est isomorphe & B x C';
(b) il existe des idempotents non triviauz e, f € A tels que e + f = 14.
Supposons qu’il existe des anneaux B et C non nuls tels que A est isomorphe a B x C.
Clairement e := (15,0¢) et f := (0p, 1¢) vérifient e? = ¢, f2 = f et e+ f = 1. Comme B
et C sont non nuls, on a 15 # 0p et 1¢ # O¢, ce qui montre que e et f sont des idempotents

non triviaux de B x C' tels que e+ f = 1. Les images de e et f par l'isomorphisme réciproque
d’un isomorphisme A — B x C donnent alors ce qu’il faut.

Supposons qu’il existe des idempotents non triviaux e, f € A tels que e + f = 14. En
multiplipliant par e, on trouve e? + ef = e, soit e + ef = e, donc ef = 0. Ainsi ’idéal
produit eA - fA est nul, et A/(eA- fA) est isomorphe & A. Par ailleurs, comme e+ f = 14,
onacA+ fA= A D’apres le théoréme chinois, A/(eA- fA) est isomorphe & A/eA x A/ fA.
D’apres la question précédente, eA et fA sont des idéaux propres de A, donc A/eA et A/fA
sont des anneaux non nuls.

Exercice 3
1. Résoudre I’équation
=3 z€A

pour les anneaur A suwivants : Z/5Z, Z/5°Z.
Pour A =Z/5Z, on peut calculer les cubes dans 'anneau fini Z/5Z :

[0]2 = [0]5, [1]3 = [1]5, [23 = [8]5 = (3]s, [3]2 = [27)5 = [2]5, [4]3 = [-1]2 = [~1]5 = [4]5.

L’ensemble des solutions de I’équation proposée est donc {[2]5}.
Pour A = Z/25Z, plutdt que de calculer les cubes dans Z/25Z, ce qui est un peu long,

on va chercher une solution sous la forme [z]s5, o € {0,...,25}, en remarquant que
si [z]35 = [3]25, on a en particulier nécessairement [x]2 = [3]5, donc [z]5 = [2]5. On peut
donc chercher les solutions parmi les éléments de la forme [2 + 5yla5, avec y € {0,...,4}.

On a, d’apres la formule du binéme de Newton
(2 +5y) =23 +32%5y (mod 25Z) = 3+ 5(1 4+ 12y) (mod 25).

Ceci montre que [7]35 = [3]25 si et seulement si 5 divise 1 + 12y si et seulement si 5
divise 3(1 4 12y) (noter que 3 est 'inverse de 12 modulo 5) si et seulement si 5 divise 3 +y
si et seulement si y = 2. Ainsi 'ensemble des solutions de I’équation proposée est {[12]25}.

2. Soit P € Z[X] et p un nombre premier. On suppose qu’il existe a € Z tel que

P(a)=0 (mod pZ) et P'(a)#0 (mod pZ).



Montrer que pour tout entier strictement positif n, il existe un unique élément a,, € Z/p"Z
tel que
P(a,) =0 (mod p"Z) et a,=a (modpZ).

Le résultat visé est en fait le cas particulier du résultat de la question suivante ou A = Z
et T = pZ, sachant que (Z/pZ)* = (Z/pZ) \ {0}. On pourrait donc reprendre mot pour
mot la démonstration du résultat de la question suivante. Ici on propose une approche qui
bien qu’essentiellement équivalente est légerement plus élémentaire par certains aspects, et
généralise la technique utilisée & la question précédente dans Z/25Z.

Raisonnons par récurrence sur n, le cas n = 1 étant donné par les hypotheses. Soit n un
entier strictement positif tel que la propriété est vraie au rang n. Montrons que la propriété
est vraie au rang n + 1.

Par hypothese de récurrence, il existe un entier z,, € Z vérifiant z,, = a (mod pZ) et P(z,) =
0 (mod p"Z), et tout autre entier vérifiant ces propriétés est congru a x,, modulo p"Z. On
a en particulier P'(z,,) = P’(a) (mod pZ), donc P'(z,) # 0 (mod pZ). Soit z, € Z tel
que P(x,) = p"zn.

Cherchons les éléments z,, {1 € Z vérifiant 7,11 = a (mod pZ) et P(x,11) =0 (mod p"*1Z).
Un tel élément vérifie en particulier P(z,4+1) = 0 (mod p"Z). Ainsi on a nécessaire-
ment z,11 = =, (mod p"Z). Par ailleurs, si x,+1 = x, (mod p"Z), on a nécessaire-
ment Z,4+1 = a (mod pZ).

On est donc ramené & chercher les éléments x, 1 € Z vérifiant x, 11 = z, (mod p"Z)
et P(x,11) =0 (mod p"T1Z). Pour un tel élément x,,, soit y,, € Z tel que z,+1 = Ty, +p"Yn-
Pour tout entier d > 1, on a d’aprés la formule du binéme de Newton

(@n + p"yn)? = 25 +p"daf "y, (mod p"H1Z).
On en déduit
P(2+0"yn) = P(2n) +9"P'(20)yn  (mod p"*Z) = p" (2, +p" P'(xn)yn) (mod p"*'Z)
On a donc P(z,, + p"yn) = 0 (mod p"*1Z) si et seulement si
zZn + P'(2n)yn =0 (mod pZ).

Or P’(z,) est non nul donc inversible modulo p, donc I’équation ci-dessous posséde une
unique solution ¥, modulo p. Comme cette solution est unique modulo p, la solution
associée T,11 = x, + p"y, de I’équation originelle est unique modulo p”, ce qui conclut.

. Soit A un anneau et T un idéal de A. Soit P € A[X]. On suppose qu’il existe a € A tel

que P(a) =0 (mod Z) et limage de P'(a) dans A/ est inversible. Montrer que pour tout
entier strictement positif n, il existe un unique élément a,, € AJI™ tel que

P(a,) =0 (modZI") et an,=a (modZ).

Raisonnons par récurrence sur n, le cas n = 1 étant donné par hypothese. Soit n un entier
strictement positif tel que la propriété est vraie au rang n. Montrons que la propriété est
vraie au rang n + 1.

Par hypotheése de récurrence, il existe un élément x, € A vérifiant z,, = a (mod 7)
et P(x,) =0 (mod Z™), et tout autre élément de A vérifiant ces propriétés est congru a



modulo Z". En particulier on a P'(z,) = P’(a) (mod Z), donc I'image de P'(z,) dans A/Z
est inversible. Soit t,, € A tel que t,P'(x,) =1 (mod Z). On a donc en particulier 2, pour
tout z € 7",

tn P (z,)x =2 (mod Z"h).

Cherchons un élément x,,,1 € A vérifiant P(z,11) =0 (mod Z"*!) et x,41 = a (mod Z).
Comme Z"*! est contenu dans Z", un tel élément vérifie en particulier P(z,4+1) = 0
(mod Z™). Ainsi on a nécessairement x,11 = x, (mod Z"). Par ailleurs, comme Z" est
inclus dans Z, si @41 = @, (mod Z"), on a nécessairement =, +1 = a (mod Z).

On est donc ramené a chercher les éléments x,, 1 € A vérifiant

P(xpy1) =0 (mod I"™') et xpy1 =, (modI").

Pour un tel élément, soit y,, € Z" tel que x,4+1 = =, + y,. Pour tout entier d > 2, on
a yd € I+, Ainsi, pour tout entier d > 1, on a d’apres la formule du binéme de Newton

(2 +yn)t = 2d + d2l 'y, (mod I").
On en déduit
P(zn + yn) = P(.Tn) + Pl(l‘n)yn (HlOd InJrl).
Ainsi, si P(z, 4+ y5) =0 (mod Z"!), on en déduit que

0=t,P(zn) + tn P (zp)yn (mod I =t,P(z,) + vy, (mod Z""1).
Réciproquement, si 0 = ¢, P(z,) + ¥, (mod Z""1) on a
0= P'(z,)tnP(x,) + P'(2)y, (mod ") = P(z,) + P'(zn)yn (mod 1),

Au final, on a donc P(z, + y,) = 0 (mod Z"*!) si et seulement si vy, = —t,P(z,)
(mod Z"+1).

Ceci montre l'existence et I'unicité modulo Z" d’un élément x,, 1 € A vérifiant
P(2pi1) =0 (mod Z"™') et z,41 =2, (modZ"),

ce qui conclut.

Remarques finales : 1) L’utilisation ci-devant décrite de la formule du binéme de Newton
montre en fait le résultat général suivant : pour tout anneau A et tout polyndéme P € A[X],
il existe R € A[X,Y] tel que

P(X+Y)=P(X)+YP(X)+Y?R(X,Y).

Il s’agit de la formule de Taylor a 'ordre 1 pour le polynéme P, valable sans aucune
hypothese sur 'anneau A. Il existe aussi des formules de Taylor d’ordre supérieur, mais
limitées & certains anneaux : pour la formule de Taylor a l'ordre n, on a besoin que n! soit
inversible dans A.

2) Le résultat démontré dans cet exercice porte le nom de lemme de Hensel. La technique de
démonstration peut se rapprocher dans ’esprit de la méthode de Newton de résolution d’une

2. Autre approche possible, proposée par un étudiant : au lieu d’utiliser directement ¢,, ainsi, on peut relever t,
en un inversible de A/Z™ en utilisant le fait (& démontrer) que tout antécédent d’un inversible par le morphisme
naturel A/Z™ — A/Z est encore inversible ; soulignons si besoin que cette propriété est fausse pour un morphisme
d’anneaux (méme surjectif) en général.



équation par approximations successives. Un exemple éclairant est la résolution d’équations
polynomiales & coefficients dans I'anneau de séries formelles A[[T]], ot A est un anneau.
On pourra ainsi montrer, & titre de prolongement, le résultat suivant. Si F(T') € A[[T1]], on
note F(T)7—=¢ € A le terme constant de F(7T).
Soit P € A[[T]][X] un polynéme d une indéterminée a coefficients dans A[[T]]. On suppose
qu’il existe F(T) € A[[T]] tel que P(F(T))r=0 =0 et P'(F(T))r=o € A*. Alors il existe
un unique G(T) € A[[T]] tel que P(G(T)) =0 et G(T)r=0 = F(T)r=0.
Ici la série formelle F(T') peut étre comprise comme une solution grossiérement approchée
de I’équation

P(X(T)) =0, X(T) e A[[T]],

plus précisément comme une solution modulo T'A[[T]]. La solution G(7T) est construite par
le procédé décrit ci-dessus dans la correction de ’exercice, en déterminant des solutions
approchées de plus en plus précises, ¢’est-a-dire modulo T™ A[[T']] avec n de plus en plus grand.
Quand « n tend vers I'infini », on obtient une solution exacte de I’équation P(X(T)) = 0.

Comme exemple basique d’application, on a ainsi :

Soit K un corps de caractéristique différente de 2. Soit H(T) € A[[T]] tel que H(T)r—o = 1.
Alors ’équation
X(T)* =H(T), X(T)eK[[T]],

posséde une unique solution telle que X(T)p—o = 1.

On pourra par exemple expliciter la solution lorsque H(7T') = 1 + T et retrouver ainsi une
formule bien connue. On pourra remarquer que si K est de caractéristique 2, I’équation

X(T)?=1+T, X(T)ecK][T]

n’admet pas de solution.



