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Exercice 3

1 Sice &, est un cycle, son support est {d € {1,...,n}, c(d) # d}
2 (Cest faux, par exemple (1,2,3,4)% = (1,3)(2,4) n’est pas un cycle.
3 Notons Sp (respectivement S3) le support de ¢; (respectivement c3) et o = cyca.

Pour d € Sy, on a d ¢ S5, soit o(d) = ¢1(ca(d)) = ¢1(d) On en déduit par une récurrence facile
qu’on a, pour tout entier k, c&(d) = o*(d).

Comme c¢; et ¢y sont & supports disjoints, ¢; et ¢ commutent. On en déduit, en échangeant
les indices 1 et 2, qu’on a également, pour tout entier d € Sy et tout entier k, c5(d) = o*(d).

Soit N T'ordre de o. On a en particulier o = Id. Ainsi pour tout d € Sy, on a ¢ (d) =
oV (d) = d. Mais par ailleurs pour tout d ¢ Si, on a ¢1(d) = d, donc ¢¥(d) = d. Finalement
¢ =1d, donc 7y, qui est 'ordre de ¢y, divise N. En échangeant les indices 1 et 2, on en déduit
que 19 divise également N. Donc au final ppcm(ry, o) divise N.

Montrons & présent que oPPe™("1:72) — Id, ce qui permettra de conclure que N divise
ppem(ry, r2), donc au final que N = ppem(ry, r2).

cmiry,r cmiry,r
ppem(ry, Q)CSP (r1:72) " Comme r1, Pordre de

Comme c¢; et co commutent, on a gbrem(ri,rz) — o

.« » cmiry,r
c1, divise ppem(ry,72), on a ¢} (r1,2)

grpem(ri.ra) — Iq,

pem(ry,ro)

= Id. De méme c} = Id, et finalement on a bien

Exercice 4
Si o =1d, on a bien o(n) = n.
Si 01 et oo sont deux éléments de G, on a

(0102)(n) = 01(02(n)) = 01(n) =n

donc o109 € G.

Par ailleurs, comme o (n) = n, on a (07 *o1)(n) = o7 }(n) soit o7 *(n) =n donc o7 * € G.

Ainsi G est bien un sous-groupe de &,,.

Montrons que G est isomorphe & G,,_;. On considere l’application 6,1 > 6,

o € 6,1 associe (o) € &,, défini comme suit : pour d € {1,...,n—1}, on pose p(o)(d) = ( );
par ailleurs on pose ¢(o)(n) = n.

11 faut alors montrer que ¢(o) est bien un élément de &,, (c’est-a-dire ¢(c)) est bien bijectif),
puis que ¢ est un morphisme injectif de groupes d’image G. Ceci met en jeu des vérifications un
peu fastidieuses mais dont aucune n’est réllement difficile.

A titre d’exemple, voici comment on peut démontrer que @ est injectif : si on a déja montré
que ¢ est un morphisme, il suffit de montrer que le noyau de ¢ est égal a {Id }} et comme
ce noyau contient nécessairement {Id,, .}, il suffit de montrer que si p(o) = Td alors

{1,..., n}
o=1d, . Mais si ¢(o )—Id ..... oy o(d) = ¢(o)(d) = d,

on a, pour tout d € {1,. -1},

— ~

Exercice 6
1  Par unicité des coefficients d’'un polyndéme, 'application

B —s k(X
(agy.-.,an-1) — X”—i—zzzolaiXi

est une bijection de k™ sur ’ensemble des éléments de k[X] de degré n et unitaires. Le cardinal
de ce dernier ensemble est donc #k" = ¢™.

2 Lepolynéme P = X (X?+ X +1) € Fy[X] est sans facteur carré. On peut donner un argument
basé sur la décomposition en produit d’irréductibles (cf. ci-dessous) mais on peut aussi raisonner



directement : si @ est un polynoéme non constant tel que Q2 divise P, on a 0 < 2deg(Q) < deg(P)
donc nécessairement deg(Q) = 1, donc Q € {X, X + 1}, et on vérifie dans chacun des deux cas
que Q? ne divise pas P.

L’existence et I'unicité du couple (Q, R) est claire si P est sans facteur carré (en particulier
si P est constant non nul), car @) est nécessairement constant donc égal & 1. On a dans ce cas
(@ R) = (1, P).

Soit & présent P unitaire qui posséde un diviseur de la forme Q2, avec Q unitaire non constant.
Nécessairement deg(Q) < degT(P). Considérons un diviseur unitaire de P de la forme Q2 et de
degré maximal. Soit Ry = P/Q3. Alors Ry est sans facteur carré, car si Ry est divisible par Q?
oll 1 est non constant, alors P est divisible par Q3Q7 et comme @Q; est non constant on a
deg(Q3Q?%) > deg(Qo)?, contradiction.

Supposons & présent avoir deux écriture P = Q3Ry = Q?R;. Soit II un facteur irréductible
unitaire de Qg. Alors 1% divise Q? R;. En particulier, comme II est irréductible, II divise Q; ou
R;. Dans ce dernier cas, comme II divise Q%%, que II est irréductible et que R; est sans facteur
carré, 11 divise Q% donc Q1. Ainsi dans tous les cas II divise Q7 et donc II? divise Q?. On a donc

Iégalité
2 2
(%) n-(§)'n

et deg(P) = deg(P) — 2deg(II) < deg(P) ce qui permet de démontrer 'unicité par récurrence sur
deg(P).

L’existence et 1'unicité du couple (Q, R) peut aussi se voir grace & lexistence et 'unicité de
la décomposition en facteurs irréductibles. Si on note & I’ensemble des polynémes irréductibles
unitaires de k[X], pour tout polynéme P unitaire il existe une unique famille (v,;) € N telle
que :

— seul un nombre fini de coefficients vy est non nul;

— P =[lyep .

On montre alors que P est sans facteur carré si et seulement si pour tout Il on a v, < 1.

Un polynome P de degré n unitaire a un facteur carré si et seulement s’il existe @ unitaire tel
que 0 < 2deg(Q) < n et R unitaire de degré n — 2deg(Q) sans facteur carré tel que P = Q. R.
Par unicité de cette écriture, et en considérant tous les deg(Q) possibles, on aboutit a la formule
suivante pour le nombre v,, de polynémes unitaires de degré n avec un facteur carré :

§ /‘ k
Up = q Un—2k

2<2k<n

Ceci permet d’établir le résultat demandé par récurrence (notez que u, = ¢" — v, et que ug =1
et u; = ¢). On peut prendre pour hypothése de récurrence J%,, avec n > 2, 'énoncé : « pour tout
entier m supérieur a 2 et inférieur a n, u, = ¢™ — g™ ».



