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Algebre et Arithmétique 3

& Devoir maison

a rendre pour le mardi 12 mars dernier délai

Exercice 1
Soit P et Q des polyndémes a coefficients entiers, de degrés respectifs m et n, supposés
strictement positifs. On a donc

P=> aX', Q=Y bX' ai,b€Z apn#0, b, #0.

On note
n+m

PQ=> X'

=0

Soit p un nombre premier. Soit P (respectivement @) I’élément de F,[X] dont les coefficients
sont les images des coefficients de P (respectlvement de Q)dans F,,.

1  Vérifier que les coefficients de P. Q sont les images dans F,, des coefficients de P.Q.

2 On suppose que p divise tous les coefficients ¢;. Déduire de la question précédente que soit p
divise tous les a;, soit p divise tous les b;.

3  On suppose a,, = b, = 1. On suppose que p divise tous les coefficients ¢; pour i €
{0,...,m+n—1}. Déduire de la premiére question que p divise tous les a; pour i € {0,...,m—1}
et tous les b; pour i € {0,...,n —1}.

4  On suppose dans cette question que P et @) sont des polynoémes a coeflicients rationnels et que
P.Q est a coefficients entiers et unitaire. Soit p; (respectivement po) le ppem des dénominateurs
des coefficients (écrits sous forme irréductible) de P (respectivement Q). Soit §; (respectivement
d2) le pged des numérateurs des coefficients (écrits sous forme irréductible) de P (respectivement
Q). Vérifier que f-.P est a coeflicients entiers. En déduire que 5452 € Z. Montrer que les
coefficients de £* P sont premiers entre eux. En appliquant le résultat de la question 2 a “1 .P et

g‘—j.Q, montrer qu aucun facteur premier ne divise %1# 22 En déduire qu’il existe «, § € Q* tel que
a.P et £.Q sont des polynémes unitaires & coefficients entiers vérifiant (a.P)(8.Q) =T
5  Soit T un polynéme unitaire a coefficients entiers, T'= X" + Z:';Ol a; X’ avec a; € Z. On
suppose qu’il existe un nombre premier p tel que p divise tous les coefficients a; et p? ne divise pas
ag- Montrer que T ne peut pas s’écrire comme le produit de 2 polyndémes unitaires a coefficients
entiers de degré > 1.

En déduire que T est irréductible dans Q[X] (critére d’Eisenstein).
6  En déduire que X™ — 2 est irréductible dans Q[X] pour tout entier n > 1.

Exercice 2
Soit A un anneau commutatif.
1 Soit a € A. Redémontrez que a.A est un idéal de A et que tout idéal de A qui contient a
contient aussi a.A.
2 Soit {I,}, une suite d’idéaux de A croissante pour l'inclusion (c’est-a-dire pour tout n € N
on a I, C I,41); montrer que [ = EJNI” est un idéal de A.
n



3  On suppose désormais A principal, c’est-a-dire pour mémoire que A est integre et que
tout idéal de A est de la forme a.A pour a € A. On va montrer que tout élément non nul
et non inversible de A s’écrit d’'une maniére essentiellement unique comme produit d’éléments
irréductibles de A.

Sous les méme hypotheses que la question précédente, montrer qu’il existe N tel que pour
tout n > N, on a I,, = I (considérer a € A tel que I = a.A).
4 Soit a € A\ {0}. On suppose a non inversible. Montrer que a admet un diviseur irréductible
(raisonner par 'absurde et montrer que si ¢a n’est pas le cas, on peut constuire une suite strictement
croissante d’idéaux de A, contredisant ainsi le résultat de la question précédente).
5 Dans cette question, et dans cette question seulement, on suppose que A est 'anneau k[X],
ou k est un corps. Donner une autre démonstration du fait que tout polynéme non nul non
inversible admet un diviseur irréductible.
6  Soit a un élément de A non nul, non inversible. Montrer qu’il existe des éléments irréductibles

1, ..., m de A tels que a = [[;_, m; (utiliser les questions 3 et 4).
7  Soit mp,...,m et 01,...,05 des éléments irréductibles de A. On suppose qu’on a
T S
H T = H 9j
i=1 j=1
Montrer qu’on a r = s et que quitte a renuméroter les 6;, on a que, pour tout ¢ € {1,...,7}, il

existe a; € A* tel que m; = «;.0;.

Exercice 3

Soit p un nombre premier et A C Q l'ensemble des éléments qui s’écrivent § avec a € Z,
be Z\ {0} et p ne divise pas b.
1 Montrer que A est un sous-anneau de Q qui contient Z. Vérifier que pour tout idéal I de A,
INZ est un idéal de Z.
2  Déterminer A*.
3  Montrer que ’ensemble des éléments irréductibles de A est {a.p, o€ AX}.
4  Soit I un idéal de A, supposé différent de {0}. Montrer qu’il existe n € N tel que p" € I
(on pourra considérer I NZ). Montrer qu’il existe a € A tel que I = a.A (on pourra considérer
v=Min{n € N, p"el}).
5 Comment s’écrit le résultat de ’exercice 2 pour cet anneau ?

Exercice 4
Exercice 16 de la feuille de TD 2

Exercice 5

Choisissez P un polynoéme irréductible de degré 3 a coefficients dans F3. Déterminer la table
de multiplication de l'anneau quotient F3[X]/P. Vérifier que (F3[X]|/P)* est cyclique et en
donner un générateur. On pourra s’aider d’un logiciel de calcul formel.



