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Éléments de correction
de l’examen du vendredi 19 avril 2013

Exercice 1
Soient 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 tels que 𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑦). Alors 𝑓(𝑔(𝑥)) = 𝑓(𝑔(𝑦), soit (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥) = (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑦).

Comme 𝑓 ∘ 𝑔 est injective, on en déduit 𝑥 = 𝑦, ce qu’il fallait démontrer.

Exercice 2
Toutes les assertions étaient fausses.

1 Prenons K = R, et 𝑃 = (𝑋2 + 1)2. Alors pour tout 𝑥 ∈ R, on a 𝑃 (𝑥) > 0, donc 𝑃 n’a pas
de racine dans R. Par contre 𝑃 est de degré 4 et possède un diviseur de degré 2, donc 𝑃 n’est
pas irréductible.
2 Prenons K = R et 𝑃 = 𝑋2 + 1. Comme 𝑃 n’a pas de racine dans R et est de degré 2, 𝑃 est
irréductible dans R[𝑋]. Par contre l’écriture 𝑋2 + 1 = (𝑋 + 𝑖)(𝑋 − 𝑖) montre que 𝑃 n’est pas
irréductible dans C[𝑋].
3 Prenons 𝑝 = 2 et 𝑥 = 𝑦 = [1]2 (on pouvait être plus précis et montrer que pour 𝑝 donné,
l’assertion est vraie si et seulement si 𝑝 est congru à 3 modulo 4)
4 Le groupe (Z/2Z × Z/2Z, +) est cyclique (on rappelle que la loi de groupe est définie par
(𝑎, 𝑏) + (𝑎′, 𝑏′) = (𝑎 + 𝑎′, 𝑏 + 𝑏′)).

Pour 𝑥, 𝑦 ∈ Z/2Z × Z/2Z, on a 2.(𝑥, 𝑦) = (2.𝑥, 2.𝑦) = (0, 0). Ainsi l’ordre de tout élément
de Z/2Z × Z/2Z divise 2. En particulier Z/2Z × Z/2Z n’a aucun élément d’ordre 4. Étant de
cardinal 4, il ne peut être cyclique.
5 1 est une racine 𝑛-ème de l’unité, mais est d’ordre 0.
6 Si 𝑟 est le reste d’une division euclidienne de 𝑎 par 𝑏, on doit avoir 𝑁(𝑟) < 𝑁(𝑏), or ici
𝑁(2 + 𝑖) = 𝑁(1 + 2𝑖) = 12 + 22.

Exercice 3
On renvoie au cours pour la correction.

Exercice 4
1 Pour 𝑥 ∈ Z/17Z, on a

𝑥2−[2]17.𝑥+[2]17 = (𝑥−[1]17)2−[1]17+[2]17 = (𝑥−[1]17)2−[16]17 = (𝑥−[1]17+[4]17)(𝑥−[1]17−[4]17).

Ainsi
𝑥2 − [2]17.𝑥 + [2]17 = [0]17 ⇐⇒ (𝑥 + [3]17)(𝑥 − [5]17) = [0]17

Comme 17 est premier, Z/17Z est intègre, d’où

𝑥2 − [2]17.𝑥 + [2]17 = [0]17 ⇐⇒ (𝑥 + [3]17 = [0]17 ou 𝑥 − [5]17 = [0]17)

Finalement
𝑥2 − [2]17.𝑥 + [2]17 = [0]17 ⇐⇒ 𝑥 ∈ {[14]17, [5]17}.
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2 Pour 𝑥 ∈ Z/𝑝Z, on a

𝑥2 − [2]𝑝.𝑥 + [2]𝑝 = (𝑥 − [1]𝑝)2 + [1]𝑝

soit
𝑥2 − [2]𝑝.𝑥 + [2]𝑝 = [0]𝑝 ⇐⇒ (𝑥 − [1]𝑝)2 = [−1]𝑝.

Ainsi, si l’équation proposée a des solution, −1 est un carré modulo 𝑝 (et d’après le cours cette
condition équivaut à 𝑝 = 2 ou 𝑝 est congru à 1 modulo 4). Réciproquement, s’il existe 𝑐 ∈ Z/𝑝Z
tel que [−1]𝑝 = 𝑐2, on conclut comme dans la première question que les solutions de l’équations
sont [1]𝑝 + 𝑐 et [1]𝑝 − 𝑐. Ainsi l’équation proposée a des solutions si et seulement si −1 est un
carré modulo 𝑝 si et seulement si 𝑝 = 2 ou 𝑝 est congru à 1 modulo 4.

Exercice 5
1 La signature d’un 𝑟-cycle est (−1)𝑟+1, et si 𝜎 ∈ S𝑛 s’écrit comme le produit de cycles
à support disjoints 𝑐1𝑐2 . . . 𝑐𝑘, la signature de 𝜎 est 𝜀(𝑐1) . . . 𝜀(𝑐𝑘). Pour être complet dans la
définition de la signature, il faut ajouter que par définition la signature de Id est 1.
2 Soit 𝑑1, 𝑑2, 𝑑3 trois éléments deux à deux distincts de {1, . . . , 𝑛} et 𝑐 = (𝑑1, 𝑑2, 𝑑3). On a
(calcul immédiat) (𝑑1, 𝑑2, 𝑑3)2 = (𝑑1, 𝑑3, 𝑑2) d’où (𝑑1, 𝑑2, 𝑑3)3 = (𝑑1, 𝑑3, 𝑑2)(𝑑1, 𝑑2, 𝑑3) = Id. Donc
l’ordre de 𝑐 divise 3, et comme 𝑐 ̸= Id, 𝑐 est d’ordre 3.
3 Une première possibilité pour répondre à la question est d’écrire la liste de tous les éléments
de S4 (il y en a 4! = 24) et en utilisant la définition de la signature de déterminer au cas par cas
ceux qui parmi eux sont de signature 1.

Une manière un peu plus conceptuelle de raisonner est la suivante. Id est évidemment dans
A4. Les cycles qui sont dans A4 sont les cycles de longueur impair. Comme la longueur d’un
cycle de S4 est 2, 3, ou 4, les cycles qui sont dans A4 sont les 3-cycles. Le choix du support d’un
3-cycle correspond au choix de 3 éléments parmi 4, il y a donc 4 possibilités pour le support. Une
fois le support {𝑎, 𝑏, 𝑐} fixé, on vérifie aisément qu’il n’y a exactement deux 3-cycles ayant un tel
support à savoir (𝑎, 𝑏, 𝑐) et (𝑎, 𝑐, 𝑏).

Les seuls éléments de S4 qui ne sont pas des cycles et qui sont distincts de Id sont les produits
𝜎 = 𝜏1𝜏2 de deux transpositions à supports disjoints (en effet dans une décomposition en cycles à
supports disjoints dans S𝑛, la somme des longueurs des cycles de la décomposition, qui n’est autre
que le cardinal de l’union des supports, est toujours inférieure ou égale à 𝑛 ; comme la longueur
d’un cycle est au moins 2, on conclut aisément). Leur signature est 𝜀(𝜏1)𝜀(𝜏2) = (−1)2 = 1. Noter
qu’un tel élément 𝜎 de S4 n’a pas de point fixe, et qu’il est entièrement déterminé par l’image 𝑎
de 1 : si on note {1, 2, 3, 4} ∖ {1, 𝑎} = {𝑏, 𝑐}, on a 𝜎 = (1, 𝑎)(𝑏, 𝑐). Il y a donc 3 tels éléments dans
A4.

Finalement on a

A4 = {Id, (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3), (1, 2, 3), (1, 3, 2),

(1, 2, 4), (1, 4, 2), (1, 3, 4), (1, 4, 3), (2, 3, 4), (2, 4, 3)}.

4 Comme un 3-cycle est d’ordre 3, d’après le théorème de Lagrange aucun 3-cycle ne peut
être contenu dans un sous-groupe de 𝐾 d’ordre 4. Ainsi tout sous-groupe de A4 d’ordre 4 est
nécessairement inclus dans le complémentaire de l’ensemble des 3-cycles dans A4, donc dans

𝐾
déf= {Id, (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3)}

Or 𝐾 est de cardinal 4. Donc tout sous-groupe d’ordre 4 de A4 est nécessairement égal à 𝐾.
Il reste à vérifier que 𝐾 est bien un sous-groupe de A4. Ceci peut facilement (quoiqu’un poil
fastidieusement) se faire à la main.
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Il peut aussi être utile pour alléger les calculs de commencer par remarquer que si 𝜎 et 𝜏 sont
deux élément distincts de 𝐾 ∖ {Id}, on a

𝐾 = {Id, 𝜎, 𝜏, 𝜏𝜎 = 𝜎𝜏}

et par ailleurs 𝜎2 = 𝜏2 = (𝜎𝜏)2 = Id.
5 Notons 𝑎 = (1, 0), 𝑏 = (1, 1), 𝑐 = (0, 1). On calcule facilement la table d’addition de
Z/2Z × Z/2Z.

+ 0 𝑎 𝑏 𝑐
0 0 𝑎 𝑏 𝑐
𝑎 𝑎 0 𝑐 𝑏
𝑏 𝑏 𝑐 0 𝑎
𝑐 𝑐 𝑏 𝑎 0

Par ailleurs, en conservant les notation introduites précédemment, on calcule tout aussi aisément
la table du groupe 𝐾.

∘ Id 𝜎 𝜏 𝜎𝜏
Id Id 𝜎 𝜏 𝜎𝜏
𝜎 𝜎 Id 𝜎𝜏 𝜏
𝜏 𝜏 𝜎𝜏 Id 𝜎

𝜎𝜏 𝜎𝜏 𝜏 𝜎 Id

Ce sont les « mêmes » tables, aux notations près ! Cela entraîne que l’application 𝜙 : Z/2Z×Z/2Z
définie par 𝜙(0) = Id, 𝜙(𝑎) = 𝜎, 𝜙(𝑏) = 𝜏 et 𝜙(𝑐) = 𝜎𝜏 est un isomorphisme de Z/2Z × Z/2Z sur
𝐾.

Exercice 6
1 Soit 𝑧 ∈ Z[𝑖] alors 𝑧 ∈ Z[𝑖]× si et seulement si 𝑁(𝑧) = 1. On renvoie au cours pour la
démonstration.
2 Non (bien qu’il soit de norme 1) car 1√

2 /∈ Z, donc en fait ce n’est même pas un élément de
Z[𝑖].
3 Comme 𝑁(𝑧) est premier, on a 𝑁(𝑧) /∈ {0, 1}, donc 𝑧 n’est ni nul, ni inversible. Soit 𝑢, 𝑣 ∈ Z[𝑖]
tels que 𝑧 = 𝑢𝑣. Alors 𝑝 = 𝑁(𝑧) = 𝑁(𝑢)𝑁(𝑣). Comme 𝑝 est premier et 𝑁(𝑢) et 𝑁(𝑣) sont des
entiers naturels, on a donc soit 𝑁(𝑢) = 1, soit 𝑁(𝑣) = 1, donc soit 𝑢 inversible soit 𝑣 inversible.
Ainsi 𝑧 est bien irréductible.

Exercice 7
1 Notons 𝑐′ = (𝜏(𝑑1), 𝜏(𝑑2), . . . , 𝜏(𝑑𝑟−1), 𝜏(𝑑𝑟)). Il s’agit d’un cycle de support {𝜏(𝑑1), . . . , 𝜏(𝑑𝑟)}
Il s’agit de vérifier l’égalité 𝜏.𝑐 = 𝑐′𝜏

Soit 𝑚 qui n’est pas dans le support de 𝑐. Comme 𝜏 est une bijection, 𝜏(𝑚) n’est pas dans le
support de 𝑐′, et on a

(𝑐′𝜏)(𝑚) = 𝑐′(𝜏(𝑚)) = 𝜏(𝑚) = 𝜏(𝑐(𝑚)) = (𝜏.𝑐)(𝑚)

Pour 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑟 − 1}, on a

(𝑐′𝜏)(𝑑𝑖) = 𝑐′(𝜏(𝑑𝑖)) = 𝜏(𝑑𝑖+1) = 𝜏(𝑐(𝑑𝑖)) = (𝜏.𝑐)(𝑑𝑖)

et par ailleurs
(𝑐′𝜏)(𝑑𝑟) = 𝑐′(𝜏(𝑑𝑟)) = 𝜏(𝑑1) = 𝜏(𝑐(𝑑𝑟)) = (𝜏.𝑐)(𝑑𝑟)
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On a donc bien l’égalité demandée.
2 𝜎 = (1, 3, 4)(6, 7)
3 D’après les deux questions précédentes on a

𝜏.𝜎.𝜏−1 = 𝜏(1, 3, 4)𝜏−1.𝜏(6, 7)𝜏−1(𝜏(1), 𝜏(3), 𝜏(4))(𝜏(6), 𝜏(7))

Ainsi on a 𝜏𝜎 = 𝜎𝜏 si et seulement si

(𝜏(1), 𝜏(3), 𝜏(4))(𝜏(6), 𝜏(7)) = (1, 3, 4)(6, 7)

Comme 𝜏 est une bijection, les cycles (𝜏(1), 𝜏(3), 𝜏(4)) et (𝜏(6), 𝜏(7)) sont bien à supports disjoints.
Par unicité de la décomposition en cycles à supports disjoints, cette égalité est équivalente à
(𝜏(1), 𝜏(3), 𝜏(4)) = (1, 3, 4) et (𝜏(6), 𝜏(7)) = (6, 7). On peut montrer (les détails sont laissés au
lecteur intéressé qui n’aurait pas traité cette question) que les 𝜏 qui vérifient cette propriété sont
exactement ceux qui s’écrivent

(1, 3, 4)ℓ1(6, 7)ℓ2(2, 5)ℓ3

où ℓ1 ∈ {0, 1, 2} et ℓ2, ℓ3 ∈ {0, 1}.

Exercice 8
Pour 𝑎, 𝑏 ∈ Ker(𝜙), on a 𝜙(𝑎 + 𝑏) = 𝜙(𝑎) + 𝜙(𝑏) = 0 + 0 = 0 et 𝜙(−𝑎) = −𝜙(𝑎) = 0. Par

ailleurs 0 ∈ Ker(𝜙). Ainsi Ker(𝜙) est un sous-groupe de 𝐴. Pour 𝑎 ∈ Ker(𝜙) et 𝑏 ∈ 𝐴, on a

𝜙(𝑎 × 𝑏) = 𝜙(𝑎) × 𝜙(𝑏) = 0 × 𝜙(𝑏) = 0.

Ainsi 𝑎 × 𝑏 ∈ Ker(𝜙). Donc Ker(𝜙) est bien un idéal de 𝐴.
Montrons que 𝜙(𝐴) est un sous-anneau de 𝐵. Pour 𝑎, 𝑎′ ∈ 𝐴, on a 𝑎 + 𝑎′ ∈ 𝐴, −𝑎 ∈ 𝐴,

𝜙(𝑎) + 𝜙(𝑎′) = 𝜙(𝑎 + 𝑎′) et −𝜙(𝑎) = 𝜙(−𝑎). Donc 𝜙(𝐴) est stable par addition et passage à
l’opposé. Par ailleurs 0𝐵 = 𝜙(0𝐴) ∈ 𝜙(𝐴). Donc 𝜙(𝐴) est un sous-groupe de 𝐵.

Pour 𝑎, 𝑎′ ∈ 𝐴, on a 𝑎 × 𝑎′ ∈ 𝐴 et 𝜙(𝑎) × 𝜙(𝑎′) = 𝜙(𝑎 × 𝑎′) ∈ 𝜙(𝐴). Donc 𝜙(𝐴) est stable par
multiplication.

Enfin on a 1𝐵 = 𝜙(1𝐴) ∈ 𝜙(𝐴). Ceci conclut la démonstration
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