L2 Mathématiques 2011-2012

% Algebre et Arithmétique 3

Corrigé de lexamen final (premiére session,)

Exercice 1

Supposons = < 0, de sorte que |x — 1] = 1 — z et |z| = —z. L’inéquation se réécrit donc
1 —22 < 3 ce qui équivaut a 2x > —2 soit encore x > —1.

Supposons 0 < x < 1 de sorte que |z — 1| = 1 — x et |z] = z. L’inéquation se réécrit donc
1 < 3 ce qui est toujours vérifié quel que soit la valeur de x.

Supposons z > 1, de sorte que |[x — 1] = = — 1 et |z| = z. L’inéquation se réécrit donc
2z — 1 < 3 ce qui équivaut a 2z < 4 soit encore r < 2.
Ainsi Pensemble des solutions de I'inéquation est la réunion des trois ensembles | — 1, 0], ]0, 1]

et ]1,2[ : c’est done | — 1, 2].

Exercice 2

1 Ona07(1,4)(2, 5, 7) et 07! =
2 Onao?=(1,4)2(2,6,57)= (2,
divise donc 4, or ¢ ;é Id et o2 ;é Id d
3 Onaa3—0 =(1,4)(7,5,6,2
par 4. On a alors

= (1,4) (7,5, 6 2).
2,5 )( 7) et ot = (02)? = (2,5)2(6,7)? = Id. L’ordre de o
onc 'ordre de o est 4.
). Pour n > 1, soit n = 4¢ + r la division euclidienne de n

o"=010" = ("o =1d? 0" =0
On en déduit
1d sin=0[4]
n_ ) 0=(1,4)(2,6,5,7) sin=1[4]
77 2=(2,5)(6,7) sin =24
0% =(1,4)(7,5,6,2) sin=3[4]
Exercice 3
1o Ona 3450  (3+5)(3—340) 11
+ 91 +91)(3 — 31
= =1+-+ i
3+3i 52+ 32 HERL
On constate alors que N (gigl - 1) < 1. Ainsi 3454 = 1.(34+34)+24 est une division euclidienne
de 3+ 5 par 3+ 34 (quotient 1, reste 21i).
On a

3+3i  (3+30).(=24) 11,
= =120+ -+ ~i.
2i 22 rtaty
On constate alors que N (3524 — (1 —2i)) < 1. Ainsi 3+ 34 = (1 —2i).2i + (—1 + i) est une
division euclidienne de 3 4+ 3¢ par 24 (quotient 1 — 24, reste —1 + ).
Omn a

2 2i.(—1—1) _ .
g 5 =1-—1¢€Z[i.
Ainsi 24 = (1 —4).(—144) + 0 est une division euclidienne de 24 par —1 44 (quotient 1 — 4, reste
0). Un pged de 3+ 54 et 3+ 3¢ est donné par le dernier reste non nul, soit —1 + ¢ (les autres
pged de 3+5iet 3+ 3isont —1 —4, 1 +iet 1—i).




2z est non nul (car N(z) # 0) et non inversible (car N(z) # 1). Si on a z = z; 22 avec
z1, 22 € Z[i], on en déduit N(z) = N(z1 22) soit p = N(z1) N(z2). Comme p est premier et que
N(z1) et N(z2) sont des entiers positifs, cette derniére égalité entraine nécessairement N(z1) = 1
ou N(z2) =1, soit z1 € Z[i]* ou 2z € Z[i]*. Ainsi z est bien irréductible.

3  Par hypothese on a 2’ = uz avec u € Z[i], d’'ott N(z') = N(u) N(z) Comme z et z’ sont non
nuls, N(z) = N(z') est non nul et on en déduit N(u) = 1. Ainsi u € Z[i]*, d’ou le résultat.

4  Par hypothese, a® +b®> = N(a +ib) = p donc a + i b est irréductible. Par ailleurs 1’égalité
a® + b% = a® + B2 se rééerit

(a+ib)(a—ib) = (a+i0)(a—1if).

En particulier ’élément irréductible a + i b divise le produit (o + 4 3) (o« — i 3). On en déduit que
a + 1 b divise soit a + i 3, soit a — ¢ 3.
5 Soit (a, 3) € Z? vérifiant o? + 32 = p. D’aprés la question précédente, a + i b divise soit
a+1 [, soit a — i 3. Supposons que a + i b divise a + ¢ 5. Comme N(a+1ib) = N(a+1i3) = p,
d’apres la question 3, il existe u € Z[i]* tel que a+i 0 = u (a+14b) Comme Z[i]* = {1,-1,4,—i},
on en déduit facilement qu’on a soit (|af,|B8]) = (|a|,|b]), soit (|af,|B]) = (|b],|a|). La méme
conclusion vaut si a + i b divise o — 7 3.

Réciproquement, si («a, ) vérifie soit (|a|,|5]) = (|al, |b]), soit (|a|,|8]) = (|b], |a]), il est clair
quon a a? + 2 =a?+ 0 =p.

Finalement ’ensemble des solutions de I’équation o + 3% = p est

{(avb)7 (*aa b)> (CL, 7b)7 (7a7 7b)a (b> CL), (767 a)a (b> 7(1), (7ba 70‘)}

Il y a donc 8 solutions (rappelons que p est supposé impair, donc nécessairement |a| # |b]).

Exercice 4

1 Si[nly € (Z/NZ)*, il existe m € Z tel que [n|y[m]y = [1]n soit [n.m]y = [1]n soit
[n.m — 1]y = [0]§ soit N divise n.m — 1. Il existe donc g € Z tel que n.m + N.g = 1, donc n et
N sont premiers entre eux.

Si n et N sont premiers entre eux, il existe (m,q) € Z? tel que n.m + N.gq = 1, d’ott
[n.m 4+ N.g]ny = [1]n, dou [n|n[m]y = [1]n. Ainsi [n]y € (Z/NZ)*.

2 D’apres la question précédente, on a (Z/4Z)* = {[1]4, [3]4}. C’est un groupe d’ordre 2, en
particulier c’est un groupe cyclique.

3 D’apres la question 1, on a (Z/9Z)* = {[1]o, [2]9, [4]o, [5]9, [T]9, [8]9}. C’est un groupe d’ordre
6. On constate que [2]g, [4]o = [2]3 et [8] = [2]3 sont tous distincts de [1]g. Ainsi I'ordre de [2]o,
qui doit diviser 6, est 6 et (Z/9Z)* est cyclique. On pouvait alternativement invoquer le résultat
du cours qui dit que tout groupe d’ordre 6 commutatif est cyclique.

4  pne divise pas 1+ p (sinon p diviserait 1) et a fortiori p? ne divise pas 1 + p. Comme 1, p
et p? sont les diviseurs positifs de p?, on a pged(1 + p,p?) = 1 donc = € (Z/p*Z)* d’apres la
question 1.

D’apres la formule du binéme de Newton, on a (1+p)? =14+pp+> h_, (i)pk d’ott on déduit
aussitot (1 + p)? =1 [p?] ce qui se réécrit 2P = [1],2. Ainsi Pordre de z divise p. Mais comme p
est premier et qu'on a visiblement x # [1],2 (p? ne divise pas p), Uordre de x est p.

5  Par hypothése p et n sont premiers entre eux. En particulier ni p ni a fortiori p? ne divisent
n. On en déduit aussitot que p® et n sont premiers entre eux, donc [n],2 € (Z/p*Z)*.

Soit k > 1 tel que [n}lgz = [1]p2. Ainsi p? divise n* — 1, donc p divise n* — 1, donc [n]k = [1],.
De cette derniere égalité on déduit que r divise k. En particulier r divise I'ordre de [n]p2.

6  On sait que le groupe (Z/pZ)* est d’ordre p — 1 et cyclique. Il existe donc n € Z tel que
[n]p est d’ordre p — 1 dans (Z/pZ)*. D’apres la question précédente, y = [n],2 convient.



7  Le sous-groupe G de (Z/p?Z)* engendré par y est un groupe cyclique de cardinal 1'ordre
de y. Cet ordre est divisible par p — 1. D’apres le résultat rappelé en préambule, G possede un
élément d’ordre p — 1, donc (Z/p*Z)* également.

Alternativement on pouvait donner I'argument suivant (qui revient en fait & redémontrer
le résultat rappelé en préambule) : écrivons 'ordre de y sous la forme & (p — 1), avec k entier
positif. Alors il est clair que (y*)P~! = y*®P~1) = [1],2 et que pour tout 1 < £ < k on a
()Pt = y*®P=D £ [1],2 car £(p — 1) < k(p — 1). Ainsi z = y* est un élément d’ordre p — 1.

8
1. Ceci découle aussitot de la relation (g")% = (g%)" = e.

2. On a
(g h)dl da — gd1 d2hd1 do — (gdl)dZ (th)dl _ €d2 edl —e

ce qui montre le résultat.

3. On a g" = h™". Soit r l'ordre de cet élément. D’apres la question 8.1, r en tant qu’ordre de
g™ divise dy et en tant qu’ordre de h~"™ divise dy. Comme d; et dy sont premiers entre eux,
onar=1.

4. Soit n > 1 tel que (gh)® = g™ h™ = 1. D’apres la question précédente, g" et h™ sont d’ordre
1, donc g™ = e et h™ = e. Ainsi d; divise n et do divise n. En particulier d; et do divisent
lordre de g h. Comme d; et dy sont premiers entre eux, d; ds divisent I'ordre de g h. D’apres
la question 8.2, g h est d’ordre d; ds

9 D’apres la question 4, (Z/p?Z)* posséde un élément = d’ordre p. D’aprés la question 7,
(Z/p*Z)* posséde un élément y d’ordre p — 1. Or p — 1 et p sont premiers entre eux. Comme
(Z/p?Z)* est commutatif, d’aprés la question 8, xy est d’ordre p (p — 1).
10 D’apres la question précédente, il suffit de montrer que le cardinal de (Z/p?Z)* est p.(p — 1).
Or on a

#(Z/p*Z)* = {n€{0,1,...,p> =1}, pged(n,p?) =1}.

Les diviseurs positifs de p? étant 1, p et p?, on voit que pour n € {0,1,...,p* — 1} la condition
pged(n, p?) = 1 équivaut & « p ne divise pas n ». Or

{nG{O,l,...,p2fl}, pln} ={kp, ke{0,...,p—1}}

et
#(Z/p°2) =p* —#{kp, ke{0,....p—1}}=p"—p=p.(p—1)

d’ou le résultat.



