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Attention ! La définition d’une fonction de classe C' par morceaux figurant
sur le document distribué en cours est trop restrictive, comme me I'a fort
justement fait remarquer une étudiante. La présente version du document
corrige cette définition, ainsi que quelques coquilles. Des erreurs sont natu-
rellement susceptibles de persister.

Nous allons aborder '¢tude de la convergence de la suite de fonctions (S, (f)),
pour les divers sens que peut prendre le mot convergence dans ce contexte
(convergence en norme L', en norme L” si f est dans L”, ponctuelle, uni-
forme). Signalons que 'étude sera (trés) loin d’étre compléte. Avant tout,
nous allons étudier un cas particulier trés agréable de convergence en norme,
celui de la convergence en norme L? de la série de Fourier d’un élément de
L*(T). La clef de cet étude est le fait que L*(T) posséde une structure plus
riche que celle d’un espace de Banach général : c’est un espace de Hilbert. La
théorie des espaces de Hilbert, plus développée que celle des espaces de Ba-
nach généraux, rend alors de grands services dans I'étude de la convergence.
Elle permet au passage d’interpréter géométriquement les sommes partielles
de la série de Fourier de f comme projections orthogonales de f sur des
sous-espaces convenables.

1 Théorie L? des séries de Fourier

1.1 Quelques rappels sur les espaces de Hilbert
Rappelons d’abord la définition d’un espace de Hilbert.

Définition 1.1
Un espace de Hilbert (complexe) est un espace vectoriel complexe E muni
d’un produit scalaire hermitien (noté (., .)) tel que la norme

déf

z = ]| = V(w, 7)

munit E d’une structure d’espace vectoriel normé complet.



Un espace de Hilbert est donc un cas particulier d’espace de Banach : ce
sont les espaces de Banach pour lesquels la norme est «issue d’un produit
scalaire».

Exemple 1.2 : Un exemple fondamental dans le cadre du cours sur 'inté-
gration est celui de £ = LL(X, T, u) ot (X, T, 1) est un espace mesuré. Le
produit scalaire hermitien est donné par

V(f.g) €LAT), (f,g) = /X fad.

Dans le cadre du cours sur les séries de Fourier, on s’intéressera aux cas
de L*(T) (E = (T, B(T), A1) et £*(Z) (E = (Z,P (Z), i) olt y1 est la mesure
de comptage). O

On rappelle maintenant quelques définitions et résultats (sans démons-
tration) concernant les espaces de Hilbert.

Dans tout ce qui suit, H désigne un espace de Hilbert et M C H un
sous-espace vectoriel.

Définition 1.3
L’orthogonal de M est le sous-ensemble de H défini par

M*+={xecH YyeM, (x,y)=0}. (1)

Proposition 1.4
M est un sous-espace vectoriel fermé de H.

Proposition 1.5
On suppose que M est un sous-espace vectoriel fermé. Alors on a

H=Mo M. (2)

Définition 1.6
On suppose que M est un sous-espace vectoriel fermé de H. La projection
orthogonale sur M est la projection H — M déduite de la décomposition (2)
On la note my.

Proposition 1.7
On suppose que M est un sous-espace vectoriel fermé de H.

1. On a
Ve e H, |[|lmu(2)|| < ||| (3)

avec égalité si et seulement si x € M. En particulier m); est continue,
et de norme 1 si M # {0}.



2. Pour x € H, mp(x) est 'unique élément de M minimisant la distance

de x a M, i.e. c’est 'unique élément y de M vérifiant
déf

ly — || = dist(z, M) = inf ||z — ]| (4)

Définition 1.8
Soit I un ensemble quelconque. Un systéme orthonormé (indexé par 1) de H
est une famille (e;)c; d’éléments de H indexée par I vérifiant

Vi, jeI? e, e) =0, (5)

Proposition 1.9
Soit (e;)ie; un systéme orthonormé de H avec I fini. Alors M = Vect(e;)ier
est fermé, et on a

Vo e H, my(x) = Z (x, e) e (6)

Soulignons que dans la formule (6), la somme est une somme finie.

Soit & présent (e;);c; un systéme orthonormé de H avec I dénombrable.
et M Padhérence de Vect(e;);er. C'est un sous-espace vectoriel fermé de H.
On voudrait généraliser la formule (6) sous la forme

Vo e H, my(z)= Z (x,e) e (7)

mais il faut avant tout préciser le sens que 'on donne & > (z, ¢;) e;.
el

Définition 1.10
On dit qu’une famille (x;);c; d’éléments 2 a 2 orthogonaux de H est sommable

si
2
D Nzl < oo (8)
iel

Proposition 1.11
Soit I un ensemble dénombrable et (x;);c; une famille sommable de H. Soit
(In)nen une suite croissante de sous-ensembles finis de I vérifiant

UL-=r 9)

neN

<Z %) (10)
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Alors la suite



converge dans H. Sa limite ne dépend pas du choix de la suite (I,,). On la
note
>z (11)
iel
Nous sommes a présent en mesure d’énoncer le résultat sur les espaces de
Hilbert que nous allons appliquer a la théorie des séries de Fourier.

Théoréme 1.12
Soit (e;)ier un systéme othonormé dénombrable de H, et M = Vect(e;)ies-

1. Soit (o)ier un élément de (*(I). Alors la famille (o €;),.; est sommable.

2. Soit (c;)ier et (3;)ier des éléments de €*(I). On a la formule de Parseval

<Zo¢ie,~, Zﬁi6¢> ZZ%‘@ (12)

iel icl iel

hone
i

3. Pour tout x € H, ((z, e;)) est un élément de (*(I) et on a

() = (z,e) e (14)

el

En particulier, on a

= Jaif*. (13)

icl

4. L’application
x> ((z, e))ier (15)
induit une isométrie entre les espaces de Hilbert M (pour la structure

induite par le produit scalaire sur H) et (*(I).

Définition 1.13
Un systéme orthonormé dénombrable (e;);c; est dit complet s’il vérifie I'une
des deux conditions équivalentes suivantes :

1. Vect(e;)ier = H.
22VreH, Viel, (r,e)=0=2z=0.

Si H posséde un systéme orthonormé dénombrable complet (e;);cr, le
théoréme 1.12 s’applique en particulier avec H = M.



1.2 Application aux séries de Fourier

Nous allons a présent appliquer la théorie au cas de ’espace de Hilbert
H = L*(T). La clef de voiite est donné par le théoréme 1.15, lui-méme consé-
quence du théoréme d’unicité, et qui utilise en outre le lemme complétement
élementaire suivant.

Lemme 1.14
Pour tout élément f de L*(T), on a

-~

VneZ, (f,e)=Ff(n) (16)

Démonstration : On a en effet

-~

ez, (f.en)= /T F(t) enlD)dt = /T f) en(t)dt = Fn).  (17)

Théoréme 1.15
(€n)nez est un systéme dénombrable orthonormé complet de H.

Démonstration :  Ce systéme est évidemment dénombrable. Les relations
d’orthogonalités (déja vues)

vnam € Z7 <€n7 €m> = 5n,m (18)

montrent qu’il s’agit d’un systéme orthonormé.
Soit f un élément de L*(T) vérifiant

VneZ, (f,e, =0. (19)

On a donc d’aprés le lemmme 1.14

~

VnezZ, fln)=0. (20)

Par le théoréme d’unicité, ceci entraine que f est nulle. Ainsi (e,,) est complet.
U

Le lemme 1.14 joint au simple fait que (e, ) soit orthonormé a déja la consé-
quence suivante : pour n > 0 donné, et f € L*(T), (S,(f)) est le polynome
trigonométrique de degré inférieur & n qui approche le mieux f au sens de
la norme L?. Plus précisément, notons 7T}, 'espace vectoriel engendré par les
fonctions (ex)_n<k<n- Alors pour tout élément f de L*(T), on a

Sn(f) = 7TTn(f) (21)



d’ou
1f = Su(f)l] = inf |[f = P|[. (22)

PeT,

On déroule & présent les conséquences des théorémes 1.12 et 1.15.
Pour tout élément f de L*(T), on a (f(n)) € *(Z) et

f=> fmn)en (23)

Attention ! Cette égalité est a prendre au sens de la proposition 1.11. Elle
signifie donc que pour toute suite croissante I, de sous-ensembles finis de Z,
la suite ), ., fke, converge en norme L? vers f. En particulier en prenant
I, ={—n,...,n} on obtient :

Théoréme 1.16
Si f est un élément de L*(T), (S,(f)) converge en norme L* vers f.

Par contre, I'écriture (23) ne signifie pas que pour presque tout t de T, on a
Ft) =tim 37 F(k) ex(t). (24)

Rappelons que cette derniére propriété est vraie, mais que sa démonstration
dépasse trés largement les objectifs de ce cours.
La formule de Parseval s’écrit

W9 e (D). [ i =3 Fon Tl (25)
T neZ
On a donc en particulier
vE LT (A= [ I =3 )] (26)
T neZ
L’application )
L(T) — ((2)
f— i) o

est un isomorphisme d’espaces de Hilbert.

Remarque 1.17 :  On sait ainsi caractériser les éléments de ¢o(Z) qui sont des
coefficients de Fourier d’éléments de L*(T) : ce sont exactement les éléments
de (*(Z). O
Remarque 1.18 :  Ce qui précéde s’applique notamment aux fonctions conti-
nues ou continues par morceaux sur T. Ceci montre par exemple que si f est

continue sur T, alors (f(n)) € (*(Z). O
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Une application classique de la formule de Parseval est le calcul exact de
la valeur de certaines séries numériques, comme le montre I’exercice suivant.
Exercice 1

Soit f la fonction 271 périodique sur R définie par

Ve e [-m7], flz)==a (28)

et fla fonction sur T associée. J? est-elle continue ? Pourquoi fdéﬁnit—elle
un élément de L*(T)? Calculer les coefficients de Fourier de f et en déduire
a l'aide de la formule de Parseval que

+o0 2
1 T

E— 29
2455~ (29)

2 Etude de la convergence de S,(f,1)

2.1 Etude de la convergence ponctuelle de (S,(f))
2.1.1 Préliminaires

Avant toute chose, introduisons quelques notations et terminologies. On
revient tout d’abord sur une notion déja rencontrée.

Définition 2.1
Soit f un élément de L'(T) et to € T. On dit que f vérifie la condition de
Fejer en t, s'il existe un représentant de la classe de f dans L*(T) tel que la

limite
lim flto+1)+ f(to—1t)
t—to 2

(30)

existe (et est finie). On vérifie alors que cette limite ne dépend pas du choix
du représentant de f pour lequel elle existe : on la note 3 [f(to)™ + f(to)~].

Remarque 2.2 : Soit f € L'(T) et t, € T. Si (un représentant de) f admet
en ty une limite & gauche et une limite & droite, alors f vérifie la confition de
Fejer en t. 0
On a déja démontré en cours le résultat suivant.

Théoréme 2.3
Soit f un élément de L'(T) et ty € T. tel que f vérifie Ia condition de Fejer
to. Alors (0,(f,t0)) converge vers £ [f(to)" + f(to)~].



Définition 2.4

Une fonction f : R — C est dite de classe C' par morceaux si elle vérifie
la propriétés suivante : pour tous réels a < b, il existe un entier n > 1, une
suite finie (x;)?_, d’éléments de [a,b] vérifiant

To=a<T <Xy <---<x,=0b

et pouri = 0,...,n—1, un intervalle ouvert I; contenant strictement |z;, z; 1]
et une fonction g; de classe C' sur I; vérifiant fiiz, vi..1 = (0i)[jos i

Remarque 2.5 :  Une fonction de classe C! sur R est de classe C!' par mor-

ceaux sur R. O
Remarque 2.6 : Une fonction de classe C' sur par morceaux sur R est
mesurable et localement intégrable sur R. O

Remarque 2.7 : Soit f une fonction de classe C! par morceaux sur R et x
un point de R. Alors il existe un € > 0 et une fonction g de classe C* sur
|zo—e,xo+¢[ tel que f et g coincident sur |z, 29 +¢[. En particulier f admet
une limite a droite f(xg)" en xg, et est dérivable & droite en zy au sens ou

la limite N
lim f(x) — f(zo) (31)
>zg L0

existe (et est finie). La méme remarque vaut en remplacant tous les «a droitex»
par «a gauche». O

Définition 2.8
Une fonction f : T — C est dite de classe C' par morceaux sur T si f# est
de classe C' par morceaux sur R.

Lemme 2.9
Soit f € L*(T) et ty € T. Soit g la fonction t — f(t 4 t) et h la fontion
t — f(t —to). Alors pour tout n € Z on a

Vte T, Su(g,t) = Sul(f,t+to) (32)

et
vVt e T, Sn(hv t) = Sn(f: —t+ tO) (33)

Démonstration :  Pour g, ¢’est immédiat, il suffit d’écrire

Sn(g,t) = [rg(t —u) Dy(u) du = /Ff(t +to — u) Dy(u)du = S, (f,t+to).
(34)



Pour h ¢’est un tout petit peu plus subtil : on utilise le fait que D,, est paire
et que la mesure de Lebesgue sur T est invariante par ¢t — —t. On a

Sn(g,t):/Tg(t—u)Dn(u)du:/Tf(—t—b—u+t0)Dn(u)du

:/Ff(—t—u‘ﬁo) Dy (—u) du:/Tf(—t—Fto—u) D, (u) du = S, (f, —t+to).
(35)

OJ

On va décrire a présent deux approches de I'étude de la convergence
ponctuelle (voire uniforme dans certains cas) de (S, (f)). La premiére utilise le
lemme de Riemann-Lebesgue. La seconde utilise les résultats précédemment
démontrés sur la convergence de la moyenne de Cesaro de la série de Fourier.

2.1.2 Approche via le lemme de Riemann-Lebesgue et principe
de localisation

Comme l'indique le titre de cette partie, 'outil crucial est ici le lemme de
Riemann-Lebesgue, qui, en plus de fournir un critére de convergence efficace
(le test de Dini, d’ott découle le théoréme de Dirichlet), permet de montrer que
le probléme de la convergence ponctuelle est un probléme local, dans le sens
ou pour une fonction f donnée et un point ¢y de T donné, le comportement
de (Sn(f)(to)) en ty ne dépend que du comportement de f au voisinage de
tg. Ce dernier résultat est appelé principe de localisation.

Lemme 2.10
Soit f € L'(T). On suppose qu’il existe un € > 0 tel que
€ # T
/ ‘f|—(’)}dx < 00 (36)
- |z

Alors (S,(f,0)) est convergente de limite nulle.

Remarque 2.11 : Comme x +— ﬁ est bornée sur R\ [—¢, €] pour tout £ > 0,

la condition (36) est vérifiée pour un £ > 0 si et seulement si elle est vérifiée

pour tout € > 0 : le probléme est au voisinage de l'origine. O
Démonstration :  Montrons que la fonction g définie par

f(t) cos(3)

sin(%)

VteT, g(t) = (37)



est un élément de L*(T). Comme f est dans L'(T), f# est dans L'([—, 7).

Pour tout ¢ > 0, z :::((é)) est bornés sur [, 7]\] — ¢,¢[. Ainsi g% €
2

L'([-7,7]\] — ¢, ¢[). Par ailleurs on a

2
L2
o Jo

cos(3)

(38)

sin(§)

et I'hypothése (36) montre alors que ¢g# est dans L'([—¢,¢]). Finalement
g* € L'([—n, 7)) soit g € L'(T).
On peut alors écrire

s = [ 0™ o .
_ /rf(t) sin (n t) Ccos (:n—l—(_c;)s (nt) sin (%) . (10)

:/Tf(t) cos(nt)d)\TJr/rg(t) sin(n t)dAr (41)
— % /I‘f<t) (eint + e—int) d 1 + QLZ /rg(t) (eint _ e—int) d\p

(42)

Par le lemme de Riemann-Lebesgue, les intégrales de la derniére expression
convergent vers zéro, d’oil le résultat. O

Corollaire 2.12 (Test de Dini)
Soit tg € T et xg € R d’image ty dans T. On suppose qu’il existe ¢ > 0 et

{ € C tels que
/xOJrE M dr < 0o (43)

0—€ ‘iIZ’ - $0|

Alors (S,(f,to)) est convergente de limite £.

Démonstration :  On pose g(t) = f(to +t) — £ et on applique le lemme
2.10 a la fonction g. D’aprés le lemme 2.9, on a S, (g,0) = S,.(f,t0) + ¢, d’ou
le résultat. Il
On déduit du test de Dini le principe de localisation.

Théoréme 2.13 (Principe de localisation)

Soit f et g des éléments de L'(T). On suppose qu’il existe un ouvert U de
T telle que f = g presque partout sur U. Alors pour tout élément t, de U,
(Sn(f,to)) converge si et seulement si (S, (g,t0)) converge, et dans ce cas la
limite est la méme.
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Démonstration :  FEn considérant f — g, on est ramené & montrer le résul-
tat suivant : soit f un élément de Ll(T); on suppose qu’il existe un ouvert
U de T telle que f est nulle presque partout sur U ; alors pour tout élément
to de U, (S,(f,t0)) converge vers zéro.

Soit tg € U et xyp € R d’image ty dans T. Par hypothése, il existe € > 0
tel que f# est nulle presque partout sur |zg — &, 1o + €. Ainsi on a

/ B A SOl (44)

0—€ |Jj - 1‘0’

D’aprés le corollaire 2.12, (S,,(f,ty)) converge vers zéro. O]
On déduit également du test de Dini le critére de convergence de Dirichlet.

Corollaire 2.14

Soit f un élément de L'(T) et t, un élément de T. Soit xo un élément de R
qui reléve ty. On suppose qu’un représentant de la classe de f est dérivable
en ty (i.e. f# est dérivable en xy). On note f(ty) = f#(xq) la valeur de ce
représentant en ty. Alors (S, (f, o)) converge vers f(to).

Démonstration : Comme

i PP = )

T—Io r — 2o

(45)

existe, la fonction
# _ f#

r — Tg

est bornée sur [xg — €,z + £] pour un certain . Ceci montre que Uintégrale

/Wre f#(x) — f# (o)

r — Xy
est finie. D’aprés le corollaire 2.12, (S, (f, %)) converge vers f#(zo) = f(to).
U

dx (47)

Théoréme 2.15 (Théoréme de Dirichlet)

Soit f un élément de L'(T) et ty un élément de T. Soit xy un élément de
R qui reléve ty. On suppose qu’un représentant de la classe de f admet une
limite a gauche et une limite a droite en ty, notée respectivement f(to)~ et
f(to)™. On suppose en outre que les limites

lim f#(x) = f(to)*

r—x0 _
T>T0 z Lo

(48)

11



et

lim f#(x) = fto)”

T—x0 _
r<xo € .To

(49)

existent (et sont finies). Alors (S,(f,ty)) converge vers 1 [f(to)™ + f(to)”].

Démonstration :  Soit g la fonction définie par

VEE T\ {to}, glt) = 5 [f(to+ )+ St — 1) (50)
et 1
9(0) = 3 [f(to)t + f(to)~] - (51)

Les hypothéses entraine que g est dérivable en 0. On applique alors le corol-
laire 2.14 & la fonction g, et on utilise le fait (découlant du lemme 2.9) que

Sn(.g?O) = Sn(fvtO) O]

Corollaire 2.16
Soit f une fonction de classe C' par morceaux sur T. Pour tout élément t
de T, (S,(f,t)) converge vers 3 [f(t)* + f(t)~].

2.1.3 Approche taubérienne

La philosophie de cette approche est la suivante : on a vu que si une
suite complexe convergeait, sa moyenne de Cesaro convergeait vers la méme
limite, mais que la moyenne de Cesaro pouvait converger sans que la suite
elle-méme ne converge. Il se trouve cependant que si la suite vérifie des hypo-
théses supplémentaires convenables, la convergence de la moyenne de Cesaro
peut entrainer la convergence de la suite. Un résultat de ce genre est appelé
un théoréme taubérien. Un exemple de tel résultat est fourni par I’exercice
suivant.

Exercice 2

Soit (a,) une suite réelle monotone. On suppose que (Ces(a),) conver-

gente. Montrer que (a,) est convergente.

On a précédemment établi la convergence de la suite (o, (f, o)) sous cer-
taines hypothéses portant sur f et/ou sur . L’'idée est alors d’utiliser un
théoréme taubérien permettant, moyennant des hypothéses supplémentaires
sur f et/ou ty, de déduire de la convergence (o,(f,to)) la convergence de
(Sn(f,t0)). Dans ce cours, I'hypothése supplémentaire que nous allons consi-
dérer est la suivante.

12



Définition 2.17
Soit f € L*(T). On dit que f vérifie la condition de Hardy si on a

flm) = - (ﬁ) ' (52)

En d’autres termes, il existe une constante C' > 0 telle qu’on ait

~

Vn € Z, )n (n)‘ <C. (53)

Le résultat clef pour I’étude de la convergence ponctuelle de (S, (f)) (voire
uniforme dans certains cas) est alors le suivant.

Théoréme 2.18
Soit f € L'(T) vérifiant Ia condition de Hardy.

1. Soittg € T et l € C. Alors :

(a) (Sn(f,to)) converge vers { si et seulement si (o,(f,ty)) converge
vers { ;

(b) (S.(f,to)) diverge si et seulement si (o,,(f,to)) diverge.

2. Soit A une partie quelconque de T et ¢ : A — C une fonction bornée.
Alors (0,(f)) converge uniformément vers ¢ sur A si et seulement si
(Sn(f)) converge uniformément vers ¢ sur A.

La preuve du théoréme 2.18 sera donnée un peu plus tard. Elle présente
un niveau technique important et n’est guére éclairante en elle-méme. Nous
préférons d’abord expliquer les nombreuses conséquences de ce théoréme.

Proposition 2.19

Soit f une fonction continue sur T. On suppose que f vérifie la condition de
Hardy. Alors (S,(f)) converge uniformément vers f sur T. En particulier,
pour tout t € T, (S,(f,t)) converge vers f(t).

Démonstration : Comme f est continue, (o, (f)) converge uniformément
vers f sur T. Comme f vérifie de plus la condition de Hardy, le point 2. du
théoréme 2.18 donne le résultat. 0
Remarque 2.20 :  On a montré en TD que si une fonction continue f vérifie

Z ‘f(n)) < 00, (54)

alors (5,(f)) converge uniformément vers f sur T.
Il faut bien réaliser que pour une fonction continue, entre la condition
(54) et la condition de Hardy, aucune n’est plus faible que ’autre. En d’autres
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termes, il existe des fonctions continues qui vérifient la condition de Hardy
et pas la condition (54), et inversement (et il existe des fonction continues
dont la série de Fourier diverge en un point, et qui ne vérifient donc aucune
des deux conditions). Voici un exemple de fonction continues f vérifiant la
condition (54) mais pas la condition de Hardy. Soit (c,)necz définie par ¢, =

\/1ﬂ si |n| est la puissance quatriéme d’un élément de N et ¢, = 0 sinon.
n

Alors )

nez [Cn| est finie, donc d’aprés un exercice de TD,

fite cnen(t) (55)

nez

est une fonction continue sur T dont les coefficients de Fourier sont les (c,).
Or (nc,) n’est pas bornée. O

Corollaire 2.21
Si f est de classe C* sur T, (S,(f)) converge uniformément vers f sur T.

Démonstration :  On sait qu’on a

VieZ, f(n)=inf(n) (56)

D’aprés le lemme de Riemann-Lebesgue,

| llim F(n) =0 (57)
Ceci montre que f vérifie la condition de Hardy. O

Théoréme 2.22
Soit f € LY(T) et ty € T. On suppose que les conditions suivantes sont
remplies :

1. f vérifie la condition de Hardy ;
2. f wvérifie la condition de Fejer en t.

Alors (S,(f,to)) converge vers 1 [f(to)* + f(to)7)].

Démonstration :  On a vu que la condition 2. entraine la convergence de
(0u(f,t0)) vers (f(to)" + f(to)”). On applique alors le théoréme 2.18. O
La partie suivante décrit une large classe de fonctions (comprenant notam-
ment les fonctions de classe C'! par morceaux) pour lesquelles la condition de
Hardy et la condition de Fejer en tout point sont vérifiées, et donc justiciables
de 'application du théoréme 2.22.
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2.1.4 Fonctions a variation bornée

Définition 2.23
Soit a < b des réels et f une fonction définie sur [a,b] & valeurs dans C. On
dit que f est & variation bornée sur [a,b] si la quantité

neN*
(x07~~~7xn)e[a7b]n+1

a<ro<r] < <Tp<b

Sup S () — Fa) (58)

est finie. On note alors V?(f) cette quantité, et on 'appelle la variation totale
de f entre a et b.

Intuitivement, une fonction a variation bornée sur [a, b] est une fonction qui
n’oscille pas trop sur [a,b]. A cet égard, I'exemple 10 du théoréme 2.24 est
significatif. Le théoréme 2.24 liste quelques exemples et propriétés des fonc-
tions a variation bornée, dont les preuves (qui ne sont pas trés difficiles)
seront (peut-étre) vues en TD.

Théoréme 2.24
1. L’ensemble des fonctions a variation bornée sur |a, b] est un sous-espace
vectoriel de I'espace vectoriel des fonctions de [a,b] vers C.

2. Une fonction f : [a,b] — C est a variation bornée sur [a,b] si est
seulement si ses parties réelle et imaginaire sont a variation bornée.

3. Une fonction & variation bornée sur [a,b] est bornée sur [a, b].
4. Soit ¢ tel que a < ¢ < b. Alors f est a variation bornée sur [a, c] et sur
[c, b] et que
Vi (f) = Vi g () + Viey (f)
5. Une fonction monotone sur |a,b| est a variation bornée. Plus généra-

lement, une fonction monotone par morceaux sur |a,b] est a variation
bornée.

6. f : [a,b] — R est a variation bornée si et seulement si f est la différence
de deux fonctions croissantes sur [a, b] ; en particulier toute fonction a
variation bornée sur [a,b] est mesurable sur |a, b].

7. Soit f une fonction localement intégrable sur [a,b], zo un élément de
[a,b] et F' la fonction sur [a,b] définie par
voelatl Fla)= [ fl)dy (59
o

Alors F est a variation bornée sur [a,b] et V2(F) < fab |f(y)| dy.
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8. Cas particulier du numéro précédent : si f est de classe C* sur [a, ]
alors f est a variation bornée sur [a,b] et V2(f) < f; lf'(v)| dy.

9. Si f est de classe C' par morceaux sur [a,b] alors f est a variation
bornée sur [a, b].

10. Pour ¢ > 0, la fonction x +— x sin (%) se prolonge en une fonction
continue sur [—¢, €] qui n’est pas a variation bornée.
Définition 2.25
Une fonction f sur T est dite a variation bornée sur T si f# est a variation
bornée sur [0,27]. On note alors Vr(f) = V@™ (f#) et on appelle cette
quantité la variation totale de f sur T

Remarque 2.26 : On vérifie que dans la définition ci-dessus on peut rempla-
cer [0,2 7] par n’importe quel segment de longueur 2 7. O
D’aprés les points 6, 2 et 3 du théoréme 2.24, une fonction a variation bornée
sur T est mesurable et bornée sur T. Elle définit donc un élément de L*('T),
et on peut donc parler de ses coefficients de Fourier. Comme une fonction
monotone admet en tout point une limite & gauche et une limite a droite, on
obtient d’aprés les points 6 et 2 du théoréme 2.24 le résultat suivant.

Lemme 2.27
Une fonction f a variation bornée sur T vérifie la condition de Fejer en tout
point t de T.

Théoréme 2.28
Soit f une fonction a variation bornée sur T. Alors on a

Vn € Z\ {0}, ‘f(n)‘ < V()

S 27 |n|

(60)

En particulier f vérifie la condition de Hardy.
Avant de prouver ce théoréme, nous en donnons les conséquences.

Corollaire 2.29
Soit f une fonction a variation bornée sur T. Alors en tout point ty de T

(Sn(f,to) converge vers L [f(to)™ + f(to)7].

Corollaire 2.30
Soit f une fonction continue et a variation bornée sur T. Alors (S,(f))
converge uniformément vers f sur T.
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Corollaire 2.31

Soit f une fonction de classe C' par morceaux sur T. Alors en tout point t
de T (S,(f,to) converge vers 5 [f(to)" + f(to)~]. Si en outre f est continue
sur T, (S,(f)) converge uniformément vers f sur T.

On déduit du corollaire 2.29 et du principe de localistion le test de Jordan.

Corollaire 2.32 (Test de Jordan)

Soit f € L'(T). Soit ty € T tel que f soit & variation bornée au voisinage de
to (i.e. il existe un ouvert U de T contenant t, et une fonction g & variation
bornée sur T tels que [ et g sont égales pour presque tout t de U). Alors

(Sn(f,to)) converge vers  [f(to)™ + f(to) ™).

Démonstration : (du théoréme 2.28) Supposons tout d’abord f continue
(et a variation bornée!). Soit n un entier relatif non nul. Pour alléger I’écriture
on note ¢ la fonction = — %6_””:.

Soit € > 0 un réel. Comme f# est continue sur [0, 2 7], donc uniformément

continue sur [0, 2 7], on peut trouver un entier strictement positif N vérifiant

Yay) e 0,207 |r—yl < oF =) - )| < (6)

2(k+1)

N-1
27T / f# —znmdl, _ QL Z/ f#<l’) e—z’nmdx (62)

Pour k vérifiant 0 < k < N — 1, on a d’aprés (61)

2(k+1) = 2(k+1)w k 1
N . N
f#(x)eznxdw_/ f ( + ) e inT q,y
2km 2km
N N
2(k+1)w
N 2(k+1)m 2
< # _f# (2 2T e
<[ lro-r ()| e @

Par ailleurs

2(k+1)m
N
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En combinant (62), (63) et (64), on obtient

(5|

N

s

5
:if# (2(k]+v1)7r> g(Q(l{:Nl)w) _’:éf# (2(kj+v1)7r) Q(MTW)
(

27 & (2kn
= | f#(0) = f# | 2= 0 #
o ()] 00+ 0 (557) |7
On obtient alors, compte tenu du fait que |g| = |—ib|,

2

)| <o+ hlw 'f(O) —f ( N)

S,
_|_
27 |n| kz_;

1

<
T oa

‘/027r (f#) ]
Ceci étant vérifié pour tout € > 0, on a bien

Lver(r7).

27 |n|

)| <
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2(k:+1)7r)
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Soit & présent f une fonction a variation bornée sur T, non nécessairement
continue. Soit » > 0 un réel. Pour x € R, on pose

1
fw)=r ["r#a+ iy (74)

0
On vérifie que f, est une fonction continue et 2 w-périodique sur R. Soit n
un entier et xg, ..., x, des réels vérifiant 0 < g < --- < x, < 2m. Alors on a

—_
—_

n— n—

o) — folaw)| < / P @rn +y) — [F (o) +y|dy. (75)

0 0

3=

i

0

iy

Or pour y € [0,% on a

n—1
SO (@rer +y) = FF(@n) +yldy S VI (FF) = Va(f).  (76)
k=0
Finalement on a
n—1
S ki) = Folan)| < 7 Valf) = Va (). (77)
k=0

Ceci montre que f,. est a variation bornée et I'inégalité

Vo™ (fr) < Va(f). (78)
Ainsi d’aprés ce qui précéde on a

VE)QTr(fr) < VT(f)

27 |n| 27 |n|

Vr >0, Vn#0, (79)

Fom)| <

Pour r > 0, calculons a présent les coefficients de Fourier de f,.. Pour

n#0ona
N 2 :
fr(n) = % /0 r [/0 f#(x +y)dy

Une application du théoréme de Fubini (dont la justification est laissée au
lecteur) montre qu’on a (moyennant un petit changement de variable affine
également laissé a la lectrice)

F=5-r [ % Ji Zﬁf#<x+y>emdx] y (31)

e "l (80)

:7"/0 e*myf(n)dy (82)

- _.ir [e—i”% — } f(n) (83)
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d’oll on tire R R R
lim f(n) = exp/(0) F(n) = F(n).

r——+00

En combinant (79) et(84), on obtient le résultat cherché.
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