Université de Rennes 1 Préparation a l'agrégation interne Juin 2023

Quelques exercices d’algébre

Seront traités préférentiellement les exercices dont [’énoncé est encadré.

1 Algebre générale

1.1 Extension successives de la notion de nombre

1.1.1 Arithmétique de Z

Exercice 1.1 1. Donner la définition du pged et du ppem dans Z.
2. Déterminer le pged de 221 et de 136.

Exercice 1.2 1. Donner la définition de nombre premier dans Z.
2. Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers.

3. Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme 4k + 3, k € N.

Exercice 1.3 1. Donner la définition d’un groupe.

2. Déterminer tous les sous-groupes de 7.

Exercice 1.4 Déterminer, suivant les valeurs de [’entier naturel n, le reste de la division par 7 de
lentier
A, = 851°" + 851°" + 851" + 2

Exercice 1.5 Soit p un nombre premier.
Montrer que (p— 1) = —1 mod p.

Exercice 1.6 1. Enoncer le théoréme de Bézout dans 7.

2. Calculer linverse de 47 modulo 13.

Exercice 1.7 1. Résoudre, dans 72, ’équation 31z + 45y = 3.
2. Résoudre, dans Z2, ’équation 2z* + 5y* = 1000.

1.1.2 Corps Q, R, C



Exercice 1.8 SoientU={2€C||z| =1} etU,={2€C| 2" =1} oun €N.
1. Montrer que U et U,, sont des sous-groupes de C*.

2. Déterminer tous les sous groupes finis de C*.

Exercice 1.9 Polygones réguliers constructibles a la régle et au compas
1. Construire un triangle équilatéral. Un carré. Un polygéne régulier a 12 cotés.

2. Un pentagone.

1.2 Anneaux et corps

1.3 Polynémes et fractions rationnelles & une indéterminée sur un corps
commutatif K

Exercice 1.10 1. Enoncer le théoreme de d’Alembert-Gauss.

2. Factoriser dans C[X] (resp. R[X]) les polynomes suivants :
(a) X*—1,
(b)) X*+ X% +1,

Exercice 1.11 Déterminer le pged de X® — 1 et X® — 1 ot a et b sont deux entiers naturels non nuls.

Exercice 1.12 Soit l’application

d: K[X
P

—

_>
|_>
1. L’application ® est-elle surjective ¢

2. L’application ® est-elle injective ¢

Exercice 1.13 Décrire tous les polynomes irréductibles
1. de C[X],
2. de R[X],
3. de degré < 4 dans Z/27[X].

Exercice 1.14 Soit K C C. Déterminer tous les polyomes P € K[X]| tels que P" divise P.



2 Algébre linéaire sur un sous-corps de C

2.1 Espaces vectoriels et algébres, espaces vectoriels de dimension finie

Exercice 2.1 1. Donner des exemples de R-espaces vectoriels.

2. Montrer que l’ensemble des fonctions deuz fois dérivables y : R — R vérifiant, pour tout réel

t,y"(t) + e’ y(t) = 0 est un R-espace vectoriel ?

Exercice 2.2 1. La famille (x — €"*),  est-elle libre dans C°(R,R) ¢

2. Idem pour la famille (x + cos(nz),z — sin(nz)))pens ?

Exercice 2.3 Soit f un endomorphisme d’un K -espace vectoriel E tel que pop = p.
Montrer que Kerf et Imf sont supplémentaires dans E.

Exercice 2.4 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
A quelle condition existe t-il un endomorphisme f de E tel que Kerf = Imf ¢

2.2  Matrices
Exercice 2.5 Soit A = (a; ;) une matrice de M, (C) telle que
Vi, |am-| > Z |6Li7]’|.
JFi

Montrer que A est inversible.

2.3 Systémes d’équations linéaires et opérations élémentaires
2.4 Déterminants

2.5 Dualité

Exercice 2.6 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n.
1. Donner la définition d’une forme linéaire sur E.

2. Donner la dimension de E*, l’espace dual de E.
Exercice 2.7 Soit E = R,,[X]| l’espace vectoriel des polynomes de degré < n et ay, ..
réels distincts. On considére les formes linéaires ¢; : P — P(a;).

1. Montrer que ® = (¢y, ..., dn) est une base de E*.

2. Déterminer la base duale de ® dans E.

Exercice 2.8 Formule des trois niveauz.
Soit E' = R3[| X] l’espace vectoriel des polynomes de degré < 3 et E* son dual.

., a, des nombres

Montrer que les formes linéaires P f; P(t)dt, P+ P(a), P~ P(b) et P+ P (%) sont lices

dans E*.
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2.6 Réduction des endomorphismes, cas particulier lorsque le corps est R
ou C

Exercice 2.9 Soit
1 11
A=11 00
1 00
Pour tout entier naturel n, montrer qu’il existe deux nombres réels o, et 5, (qu’on pourra expliciter)

tels que
A" = a, A+ B, A%

2.7 Formes quadratiques
3 Algébre linéaire euclidienne et hermitienne

3.1 Espaces euclidiens

Exercice 3.1 1. Donner la définition d’un espace euclidien.

2. Donner des exemples d’espaces euclidiens.

Exercice 3.2 Soit E un espace euclidien.

1. Démontrer l'inégalité de Cauchy-Schwarz :
Vu,v € B, [{u, v)| < Jull[[v]]

2. Cas d’égalité ?

3. Démontrer linégalité triangulaire dans E.

Exercice 3.3 Soit (E,(,)) un espace euclidien. On pose

O(E) = {f € L(E) | Vu,v € E (f(u), f(v)) = (u,v)}

et SO(E) ={f € O(F) | det(f) = 1}.
1. Montrer que O(E) et SO(FE) sont des groupes.

2. x Sont-ils compacts ¢ Connexes ?



3.2 Angles
3.3 Calcul matriciel et normes euclidiennes
3.4 Calculs vectoriels en dimension 3

3.5 Espaces hermitiens
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