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INTRODUCTION






1. Introduction générale

Lidée directrice de ce texte est de relier les propriétés de positivité algébriques, analytiques
et cohomologiques des fibrés vectoriels holomorphes sur les variétés analytiques complexes
compactes lisses.

Soit E — X un fibré vectoriel holomorphe sur une variété X analytique complexe compacte
lisse. Algébriquement, I’amplitude de E est reliée a I'abondance de sections de ses puissances
symétriques SYE : le fibré E est dit trés ample si ses sections globales réalisent tous les jets
d’ordre 1a valeurs dans E et tous les couples de valeursdans E® E — X X X — Ax. Lanotation
Ax désigne la diagonale de X x X. Le fibré E est dit ample si une de ses puissances symétriques
est trés ample.

Les notions de positivité analytiques se lisent en termes d’existence de métriques hermi-
tiennes sur E a courbure positive : le fibré E est dit strictement positif au sens de Griffiths s’il
peut étre muni d’'une métrique hermitienne de classe %°° dont la forme de courbure, qui est
une (1, 1)—forme différentielle a valeurs dans le fibré des endomorphismes hermitiens de E,
est définie positive sur les tenseurs élémentairesde TX ® E.

Lannulation des groupes de cohomologie de Dolbeault a valeurs dans E en certains bide-
grés (p, q) avec p + g > dim X fournit des notions de positivité cohomologiques. Rappelons a
titre d’exemple le théoréme d’annulation d’Akizuki-Kodaira-Nakano :

TuEOREME. — Soit L — X un fibré en droites ample sur une variété X analytique complexe
compacte lisse. Alors pour tout (p, q) € N2 avecp + g > dim X,

HI(X, 0k ®L) =0

Ces notions cohomologiques ont d'importantes conséquences géométriques en particulier
pour I'extension de sections holomorphes.

Nous donnerons des définitions précises de positivité dans les préliminaires et dans cha-
que chapitre. Dans ce chapitre introductif, le mot positif est a prendre en un sens trés flexible.
Ce texte est composé de trois parties largement indépendantes.

Images directes de fibrés en droites adjoints

D’aprées une conjecture de P. A. Griffiths [Gr 69], un fibré vectoriel E — X ample sur une var-
iété X projective lisse serait strictement positif au sens de Griffiths. Ce résultat est élémentaire
pour les fibrés en droites et les fibrés vectoriels treés amples. Il a été démontré par H. Umemura
[Um 73] sur les courbes en se ramenant au cas d'un fibré ample et stable. Ce dernier résultat
a été précisé par E Campana et H. Flenner [C-F 90] : il existe un revétement fini ramifié de
la courbe X tel que I'image réciproque de E soit quotient d’'une somme de fibrés en droites
amples.

Nous obtenons dans cette direction le

THEOREME. — Soit E — X un fibré vectoriel ample sur un espace projectif, une variété abéli-
enne, ou une variété torique projective. Alors, pour tout k € N, le fibré vectoriel S'E ® det E est
strictement positif au sens de Griffiths.
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Lhypotheése sur la variété de base X assure I'existence d'une auto-application 8 : X — X
qui augmente la polarisation choisie.

Ce théoreme est corollaire d'une étude des propriétés de positivité du faisceau image di-
recte (p*(K;f/y ® L) par un morphisme lisse ¢ : X — Y entre variétés kdhlériennes com-
pactes lisses d'un fibré en droites L holomorphe semi-positif adjoint par le fibré canonique
relatif K;f/y de .

Lhypotheése naturelle sur le fibré en droites est ici 'effectivité numérique : un fibré en droi-
tes L — X sur une variété X projective lisse est dit numériquement effectif (nef) si son degré
sur toute courbe est positif ou nul. Plus généralement, un fibré en droites L — X sur une
variété (X, w) kdhlérienne compacte lisse est dit numériquement effectif s'il peut étre muni
d’'une métrique hermitienne de classe °° dont la courbure a une partie négative, mesurée
par rapport a w, arbitrairement petite. Un fibré vectoriel E — X est dit nef si le fibré en droites
OUr(1) — P(E) canoniquement associé a E est nef sur P(E), la variété des hyperplans de E.

Le type de résultat que nous présentons est

THEOREME. — Soient X et Y deux variétés kdhlériennes compactes lisses, @ : X — Y une
submersion et L — X un fibré en droites holomorphe numériquement effectif et p—ample. Alors
le faisceau (K;f 1y ® L) est localement libre et numériquement effectif.

Nous développons en particulier un procédé L? de construction de métriques hermitien-
nes sur (p*(K)‘g’/y ® L), introduit par J. P. Demailly [De 92]. Comme les métriques de Bergman,
ces métriques prennent en compte les espaces de sections holomorphes de K;f /y @ Lsurles
fibres de . Nous introduisons aussi une technique de régularisation par transport paralléle
des métriques hermitiennes continues sur les fibrés vectoriels holomorphes avec controle de
la courbure.

Les questions de positivité du faisceau image directe du faisceau canonique relatif ont été
abordées dans le cadre projectif entre autres par T. Fujita [Fu 78], Y. Kawamata [Ka 81], J. Kollar
[Ko 86] et E. Viehweg [Vi 95]. En particulier, elles sont importantes pour I'étude de 1'additivité
des dimensions de Kodaira-Iitaka et pour la description de polarisations sur les espaces de
modules.

Versions kidhlériennes du théoreme d’annulation de Bogomolov

Notons que '’hypothése d’amplitude sur le fibré Ldans le théoréme d’annulation d’Akizuki-
Kodaira-Nakano force la variété X a étre projective. Lobjet de la deuxiéme partie est d’obtenir
sur les variétés kdhlériennes compactes lisses, sous des hypotheses de semi-positivité pour
le fibré en droites L, des théorémes d’annulation qui étendent, au moins partiellement, le
théoreme d’annulation d’Akizuki-Kodaira-Nakano. Cette démarche est essentiellement mo-
tivée par la perspective d’élaborer une théorie de Mori des variétés kdhlériennes compactes.

Considérons L — X un fibré en droites nef sur la variété X kdhlérienne compacte. Sa
dimension numérique notée v(L) est le plus grand entier naturel [ tel que la classe de coho-
mologie de De Rham ¢; (L)’ ne soit pas nulle.

Une idée-force est I'utilisation du théoréeme de Calabi-Yau pour la construction d'une suite
de métriques hermitiennes h, de classe € sur le fibré en droites L nef afin de répartir de
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mieux en mieux la positivité de L sur la variété kihlérienne compacte (X, w), de méme que
sur une variété projective polarisée (X, ic;(L)), la courbure icy(L) de (L, h) est parfaitement
répartie.

Nous parvenons dans le cadre kéhlérien, a une généralisation du théoréeme d’annulation
de E Bogomolov [Bo 78] :

TuEOREME. — Soit L — X un fibré en droites numériquement effectif de dimension
numérique v(L) sur une variété X kdhlérienne compacte lisse de dimension n. Alors pour
toutp € Navecp > n— v(L),

H'(X,0f ® L) = 0.

Au cours de la démonstration, nous obtenons que les métriques h; permettent de réaliser
la dimension numérique v(L) comme le nombre de valeurs propres de courbure strictement
positives sur un ensemble de mesure de plus en plus grande a mesure que ¢ tend vers zéro.

Parvenir par cette méthode au théoreme d’annulation de type Kawamata-Viehweg (i.e.
sous les hypothéses du théoreme précédent, 'annulation des groupes HY(X, Qy ® L)y =0
endegrés g > n— v(L)) nécessiterait un controle fin des différents représentants harmoniques
pour les différentes métriques hermitiennes i, d'une classe dans la cohomologie de Dolbeault
H™4(X, L). Ce point reste encore incomplet dans I'article d'I. Enoki [En 93].

Les résultats obtenus s’étendent aux variétés de Fujiki (i.e. les variétés qui sont des modifi-
cations de variétés kdhlériennes compactes.)

Annulation générique des groupes de cohomologie d'un fibré semi-négatif

D’une part, sous des hypothéses de stricte positivité algébrique ou analytique pour le fi-
bré en droites L, le théoreme d’annulation d’Akizuki-Kodaira-Nakano conduit a la positivité
cohomologique de L. D’autre part, les travaux de M. Green et R. Lazarsfeld [G-L 87] [G-L 91]
décrivent la cohomologie générique des fibrés topologiquement triviaux (i.e. de premiére
classe de Chern nulle et qui peuvent donc étre munis d'une métrique hermitienne a courbure
nulle).

Pour une variété (X, w) kihlérienne compacte, la notation Pic’(X) désigne le tore com-
plexe qui parametre les classes d’isomorphie de fibrés en droites topologiquement triviaux sur
X. Pour tout fibré L sur X, nous étudions les lieux exceptionnels de cohomologie des déforma-
tions de L par produit tensoriel par les fibrés en droites topologiquement triviaux :

S9(L) == {y € Pic®(X)/HI(L® A,) # 0}

oA, désignera un représentantde y € Pic%(X).

Nous obtenons pour un fibré en droites L semi-négatif (ou bien par dualité de Serre pour
Kx ® L ou L est un fibré en droites semi-positif) des théoremes d’annulation générique et de
structure des lieux exceptionnels dont le prototype est

TuforEME. — Soient (X, w) une variété kihlérienne compacte lisse de dimension d’Alba-
nese dim «(X) et L — X un fibré en droites dont le dual est globalement engendré. Alors, pour
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tout entier q strictement inférieur a dim «(X), le lieu exceptionnel S7(L) est un ensemble analy-
tique réunion de translatés de sous-tores de Pic’(X) de codimension supérieure a dim x(X) — q.
De plus, S9(L) C S9(1?) c S9(L%) C - --

Ici o : X — Alb(X) estle morphisme d’Albanese de X.

Hormis la derniére assertion, ce théoreme s’étend sur les variétés projectives, aux fibrés
en droites de dual numériquement effectif et abondant (i.e. de dimension numérique égale
a la dimension de Kodaira-Iitaka). En effet, les lieux exceptionnels se transforment de facon
naturelle au cours de modifications et de revétements galoisiens de la variété de base.

Nous donnons aussi des versions pour les fibrés vectoriels obtenues principalement par
des constructions d’'images directes de fibrés en droites.

Nous retrouvons, a I'aide de la structure des lieux exceptionnels, des propriétés de pério-
dicité dues a S.D. Cutkosky et V. Srinivas [C-S 93] de la fonction

k— hi(L® u")

ol u est un fibré en droites numériquement plat (i.e. dont la premiere classe de Chern est de
torsion).

A partir d’'idées présentes dans les travaux d’ H. Skoda [Sk 78] sur la surjectivité des mor-
phismes entre fibrés vectoriels, nous déterminons des cas ot les fibrés en droites topologique-
ment triviaux ne modifient pas la cohomologie de L.

Il a fallu en particulier élaborer une théorie de Hodge des fibrés semi-négatifs. Il n'y a pas
en général de conjugaison naturelle sur la cohomologie a valeurs dans L, si L est semi-négatif.
Cependant, les formes harmoniques a valeurs dans Lse comportent simplement par les princi-
pales opérations, notamment le produit extérieur. Nous obtenons dans ce cadre un théoreme
d’injectivité de I'application induite en cohomologie par le produit tensoriel par une section
d’'un fibré en droites semi-négatif, qui étend un résultat de J. Kolldr. Nous étudions aussi les
morphismes de Lefschetz de multiplication par la forme de Kdhler agissant sur la cohomologie
des fibrés semi-négatifs :

THEOREME. — Sip + q < n et si F est semi-positif, alors le morphisme de Lefschetz
w"P7IN : HPY(X,F) — H""%"7P(X, F)
est surjectif.

Nous donnons une application de nos résultats au calcul de la caractéristique d’Euler de
variétés définies par une section d'un fibré vectoriel semi-positif.

Certains résultats de M. Green et R. Lazarsfeld ont été conjecturés et exploités par A. Beau-
ville [Be 88] et E Catanese [Ca 91] pour I'étude des systemes paracanoniques des variétés ir-
régulieres. L. Ein et R. Lazarsfeld [E-L 96] ont résolu des conjectures de J. Kollar [Ko 95] sur les
variétés de type d’Albanese général par les méthodes développées dans [G-L 91].



2. Préliminaires

2.1. Géométrie différentielle complexe

2.1.1. Condition de Kihler.

Soit X une variété analytique complexe lisse munie d'une métrique hermitienne g de classe
%*°. La métrique g permet de mesurer les vecteurs du fibré tangent TX := (TzX, J) muni
de la structure complexe J. Elle permet par suite de mesurer les vecteurs du complexifié de
l'espace tangent Tc X := (TrX ®g C, Id ® ix). On notera TV°X et T*! X les espaces propres
de I'endomorphisme J ® Id : Tc — T¢ pour les valeurs propres i et —i respectivement. Ainsi,
TeX = TYX @ 101X,

Apres oubli de la structure complexe J sur Tr X, la partie réelle de la métrique hermitienne
g fournit sur X une métrique riemannienne gg. La connexion de Levi-Civita associée sera notée
V. La partie imaginaire de g est une 2—forme différentielle sur X notée par commodité —cw/2.
La forme w est réelle, de type (1, 1). Réciproquement, si Q est une forme différentielle, réelle,
de type (1, 1), & — Q(&, JE)/2 définit par polarisation, en tout point de X, une forme G sesqui-
linéaire a symétrie hermitienne. On dira que Q est définie positive si G 'est. Par ce procédé,
la donnée d'une métrique hermitienne est équivalente a la donnée d'une forme réelle, de type
(1, 1), définie positive.

DEFINITION 2.1. —  Une forme réelle de type (1, 1) définie positive est dite de Kdhler si elle
est d—fermée. Une métrique g est dite kiihlérienne si la forme w associée est une forme de Kéihler.

Cette condition est souvent utilisée par les caractérisations suivantes.

ProposITION 2.2. —  ([Wu 83] first lecture) 1l y a équivalence entre

(i) La métrique g est kihlérienne i. e. dw = 0.

(ii) Les fibrés TV°X et T*' X sont conservés par la connexion de Levi-Civita V¢ sur Tc X asso-
ciée a la métrique riemanniennegg ® | |2 i. e. VJ = 0.

(iii) Pour tout x € X, il existe un systéme de coordonnées holomorphes (zy, - - - , z,) centré en x
dans lequel l'écriture locale de w est de la forme

w ~ iz dzj N dzj — iz Cikipzizpdzj N\ dzy + O(|Z|3).
j jklp

(Un tel systeme est dit w—géodésique en x.)

(ii) montre que la condition de Kdhler impose une relation forte entre la structure complexe et
la structure métrique sur X.

(iii) montre que les relations entre opérateurs différentiels du premier ordre (relations de Hod-
ge) sur une variété kdhlérienne lisse seront analogues a celles obtenues sur 'espace hermitien
plat (C", | |?).
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2.1.2. Connexion de Chern d’un fibré vectoriel holomorphe hermitien.

Soient X une variété analytique complexe lisse et (E, h) — X un fibré vectoriel holomorphe
hermitien (i.e. muni d’'une métrique hermitienne de classe ¥°°) de rang r sur X. Le fibré
vectoriel holomorphe TX = (TrX, J) est isomorphe a (T'°X, x i) tandis que son conjugué
TX := (TgX, —J) estisomorphe a (T%!X, xi). Ainsi,

NTEX = NYT*X+TX) = @ d/\p"i T*X
p+a=

ou APIT*X := NP T*X N N9 T*X.

On notera ° (X, \P7 T*X ® E) = AP9(X, E) I'espace des (p, g)—formes de classe ¢ a
valeurs dans le fibré vectoriel holomorphe E. La donnée de la métrique hermitienne 4 permet
de définir en tout point x € X un accouplement sesquilinéaire

d_ d d+d
{, o\ BX®Ex \ TEXQE — [\ TEX

par B
{lueu @} :=hlee)uni.

Une connexion D : €°°(X, E) — €°°(X, T{X ® E) est dite compatible avec la structure
complexe de E si sa partie de type (0,1), D% : €°(X, E) — ¢°(X, T*X ® E), coincide avec
l'opérateur de structure 0.

Une connexion D sur le fibré hermitien (E, k) est dite hermitienne si pour toutes sections
locales e et ¢’ de E,
dh(e, ') = {De, e} + {e De'}.

PROPOSITION 2.3. —  Sur un fibré holomorphe hermitien (E, h), il existe une unique con-
nexion hermitienne compatible avec la structure complexe. Elle est appelée connexion de Chern
de (E, h). Sa courbure, appelée courbure de Chern de (E, h) ou courbure de h et notée icy,(E), est
une (1, 1)—forme a valeurs dans le fibré des endomorphismes hermitiens de (E, h).

On définira par la suite d’autres opérateurs différentiels agissant sur des espaces de formes.
Pour deux tels opérateurs A et B de degré respectif a et b, on pose

[A, B] := AB — (—1)*’BA.

2.2. Notions de positivité

2.2.1. Conventions.

Sur une variété analytique complexe lisse, on parlera indifféremment d'un diviseur D, du
faisceau localement libre &'( D) des fonctions méromorphes m telles que divm + D soit effectif
et du fibré en droites dont les sections holomorphes locales décrivent le faisceau &'( D).

Le dual d’un fibré vectoriel E sera noté E*. Cependant, on utilisera aussi la notation E~! si
E est un fibré en droites.
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2.2.2, Définitions algébriques.

Soit E — X un fibré vectoriel holomorphe sur une variété X analytique complexe lisse. On
désignera par Ay la diagonale de X x X et par J'E le fibré vectoriel holomorphe des jets d’ordre
1 de E. On rappelle quelques définitions classiques.

Le fibré E est dit globalement engendré si pour tout x € X, I'application d’évaluation des
sections globales H(X, E) — E, est surjective.

Le fibré E est dit semi-amplesi une de ses puissances symétriques SE (avec k € N — {0}
est globalement engendrée.

Le fibré E est dit trés ample si pour tout x € X, I'application d’évaluation H (X, E) — J'E,
est surjective et pour tout (x, y) € X x X — Ay, I'application d’évaluation H(X, E) — E; @ E,
est surjective.

Le fibré E est dit ample si une de ses puissances symétriques S*E (avec k € N — {0}) est
trés ample.

On rappelle maintenant le critere d’amplitude de Seshadri :

PROPOSITION 2.4. —  [Ha 70] Un fibré en droites L — X holomorphe sur une variété X pro-
jective est ample si et seulement si il existe un réel € > 0 tel que

VC courbe de X, deg- L > ¢ meaé( mult, C
X

outdeg L est le degré du fibré L sur la courbe C etmulty C la multiplicité de la courbe C au point
X.

Ce critere motive la notion d’effectivité numérique. La définition qui suit repose sur le
caractere projectif de la variété de base.

DEFINITION 2.5. —  Un fibré E — X vectoriel holomorphe sur une variété X projective lisse
est dit numériquement effectif (nef) si pour tout morphisme f d’'une courbe dans X, tout quo-
tient localement libre de rang 1 de f*E est de degré positif ou nul.

Par le critere d’amplitude de Seshadri, sur une variété projective lisse, un fibré en droites
est nef si et seulement si sa premiére classe de Chern ¢; (L) € H?(X, R) est dans I'adhérence du
cone convexe des classes de diviseurs amples.

2.2.3. Définitions analytiques.

Une (1, 1) —forme alternée O sur un espace vectoriel complexe (7, J) a valeurs dans I'espace
des endomorphismes hermitiens d'un espace vectoriel hermitien (V, ( , }) est dite semi-
positive au sens de Griffiths (resp. strictement positive au sens de Griffiths) si

VEQre T®V —{0}, ((§J&)|0Oyv) >0 (resp.>0).

On notera © >gyifr 0 (resp. © >gyigr 0).

La forme © est dite semi-positive au sens de Nakano si considérée comme forme sesqui-
linéaire a symétrie hermitienne sur T @ V, elle est semi-positive.
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DEFINITION 2.6. —  [Gr 69] Un fibré vectoriel holomorphe E sur une variété X analytique
complexe lisse est dit semi-positif au sens de Griffiths resp. semi-positif au sens de Nakano
s'il peut étre muni d'une métrique h hermitienne de classe €°° dont la courbure de Chern,
(1, 1)—forme différentielle a valeurs dans le fibré des endomorphismes hermitiens de (E, h), est
semi-positive au sens de Griffiths (resp. semi-positive au sens de Nakano) en tout point de X.

Suivant le théoréeme 1.12 de [D-P-S 94], on pose la

DEFINITION 2.7. —  Un fibré vectoriel holomorphe E — X sur une variété X analytique
complexe lisse est ditnumériquement effectif s'il existe une suite (h,,) de métriques hermitiennes
de classe €°° sur S E telle que, pour une métrique w fixée surX,

Ve >0, Img/Vm > my, Vx € X, icy,, (S"E) + mew @ Idg 2 Grig O.

Le théoréme 4.1 de [De 92’] permet construire des métriques hermitiennes sur E a partir de
métriques hermitiennes sur le fibré en droites 0'z(1) — P(E) canoniquement associé a E sur
P(E), la variété des hyperplans de E. C’est la clef de la

PropoOSITION 2.8. —  Un fibré vectoriel E — X sur une variété X analytique complexe lisse
est nef (resp ample) si et seulement si le fibré en droites O'(1) est nef (resp. ample) sur P(E).

L'analogue pour la stricte positivité au sens de Griffiths est I'objet de la conjecture de Griffiths.
Cete proposition sert en particulier 8 montrer que si X est projective, la définition analytique
de l'effectivité numérique est équivalente a la définition algébrique : on est ramené aux cas des
fibrés en droites pour lequel il suffit d’appliquer le critere de Seshadri.

2.2.4. Des propriétés algébriques aux propriétés analytiques.

La construction de métriques hermitiennes a courbure semi-positive sur un fibré vectoriel
holomorphe E — X de rang r globalement engendré est obtenue par I'application

bp: X — Grass(r, H*(X, E))
x — {se€ HX E)/s(x) =0}

de X dans la variété grassmannienne des sous espaces de codimension r de H(X, E). En effet,
le fibré vectoriel E est alors obtenu comme image réciproque par ¢ du fibré quotient uni-
versel sur Grass(r, H’(X, E)) (IG-H 78] page 207). Reste a noter que la métrique quotient d'une
métrique plate sur le fibré vectoriel trivial Grass(r, H’(X, E)) x H°(X, E) est a courbure semi-
positive au sens de Griffiths ([Gr 69] 2.d).

Pour un fibré en droites L effectif (i. e. qui admet une section holomorphe non nullle), on
dispose d'une application rationnelle

®; : X — — — Grass(1, H*(X, L)) =: P(H°(X, L)).

Le rang générique de la courbure de la métrique (singuliére) image réciproque sur L est la di-
mension de 'image de ;.

DEFINITION 2.9. —  La dimension de Kodaira-Iitaka de L, notée (L), est le maximum des
rangs des applications rationnelles ®ym : X — — — P(H°(X, L™)), (m > 1), avec par conven-
tion k(L) = —oo si aucune puissance tensorielle de L n'a de section holomorphe non nulle.
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2.2.5. Des propriétés analytiques aux propriétés algébriques.

On montre 4 I'aide de la théorie des estimations L? qu'un fibré vectoriel E strictement posi-
tif au sens de Griffiths sur une variété analytique complexe lisse compacte est ample. On cons-
truit pour cela explicitement des sections holomorphes de &'g(1) avec des jets prescrits en deux
points quelconques de P(E).

Loutil principal est le

THEOREME 2.1. —  [De 82] Soit q un entier strictement positif. Soit (X, w) une variété kdiih-
lérienne complete lisse de dimension n. Soit L — X un fibré en droites holomorphe muni d'une
métrique hermitienne singuliere h ~ | |*e=% a poids @ localement intégrable telle que, au sens
des courants

ich(L) > w i.e. localement i00 @ > w.

Alors pour toute formeu € L*(\"? T*X ® L, w, h), 8 —fermée, il existe une forme
vE LZ(/\"’q_l T*X ® L, w, h) telle queu = 01 v. De plus, on a 'estimation L?

1
/|v|2e_‘pde < —/ |u|?e™® dug.
b q.J/x

Ici, la notation L>(\™9 T*X ® L, w, h) désigne 'espace des (n, g)—formes a valeurs dans le
fibré hermitien (L, k) de carré intégrable pour les métriques w et k.

Le choix de poids a poles logarithmiques et I'estimation L? suffisent pour obtenir les jets
souhaités.
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3. Introduction

Lobjet de cette partie est 'étude des propriétés d’amplitude et de positivité sur Y de
I'image directe @, L d'un fibré en droites holomorphe L par un morphisme lisse p : X — Y
entre variétés analytiques complexes compactes connexes lisses. Nous montrerons qu’'en
général I'amplitude de L n'implique pas celle de I'image directe @, L, mais seulement celle de
I'image directe @4 (Kx,y ® L) du fibré adjoint par le fibré canonique relatif.

Des résultats dans cette direction ont été démontrés par Fujita [Fu 78] dans le cas olt Y
est une courbe, par Kawamata [Ka 81] et Kollar [Ko 86] pour I'image directe du fibré canonique
relatif sur les variétés projectives. Citons le résultat principal de Kawamata, dont la démonstra-
tion a été simplifiée par Kollar :

THEOREME. — Soit@ : X — Y un morphisme surjectif entre variétés projectives lisses. Sup-
posons que le diviseur de ramification soit a croisements normaux et qu'en dehors d'un ensemble
de codimension 2, les fibres de @ soient réduites.

Alors . (Kx/y) est localement libre et numériquement effectif.

En découle par utilisation de revétements cycliques, le

CoroLLAIRE. —  ([Vi 95] corollaire 2.44). Soient @ : X — Y un morphisme surjectif lisse
entre deux variétés projectives lisses et L — X un fibré en droites semi-ample.
Alors . (Kx/y ® L) est localement libre et numériquement effectif.

Les méthodes utilisées dans le cadre analytique conduisent a des propriétés de positivité en
termes de tenseurs de courbure, a priori plus fortes que les propriétés de positivité algébriques.

Nous obtenons des applications en direction de la conjecture de Griffiths reliant amplitude
et positivité des fibrés vectoriels ([Gr 69], probleme 0.9), et pour la classification des variétés
kdhlériennes compactes dont le fibré tangent est numériquement effectif [D-P-S 94].

3.1. Définitions

Pour tout morphisme f : X — Y entre variétés algébriques ou analytiques complexes
lisses, nous noterons K)J; /y OuKx,y lefibré en droites canonique relatif Kx ® f *Ky 1. Si festun
morphisme fini, Kx/y est le fibré en droites associé au diviseur de ramification du morphisme
f. Si f estune submersion, Kx,y est égal au déterminant du faisceau des différentielles rela-
tives Qx,/y défini par A*(.#/.#2) ou A : X — X xy X estle morphisme diagonal relatif a f et
# le faisceau d’idéaux de A(X) dans X xy X.

On utilisera les notions d’amplitude, d’effectivité numérique (définition 2.7) et de positivité
au sens de Griffiths (définition 2.6).

Un fibré en droites sur une variété X est dit gros si sa dimension de Kodaira-Iitaka est égale a
la dimension de X. Un fibré vectoriel E est dit gros si le fibré en droites canoniquement associé
O'r(1) est gros sur P(E) la variété des hyperplans de E.

Soit f une submersion entre variétés complexes compactes. Un fibré vectoriel sur la source
de f estdit f—ample (resp. f —nef, resp. f—gros) si ses restrictions a toutes les fibres du mor-
phisme f sont des fibrés amples (resp. nef, resp. gros).
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3.2. Etude d’'un exemple

Limage réciproque d’un fibré vectoriel nef (par un morphisme quelconque) est un fibré
vectoriel nef. La situation est différente pour les images directes.

Soit 1 : X —+ Y le revétement cyclique ramifié le long d'un diviseur lisse et réduit B donné
par une section générique d’un fibré en droites globalement engendré LX. Alors m,0x =
&b ;:01 L~/ n’est pas nef; par contre puisque le fibré canonique relatif donné par la ramification
est Kx,y = m*LF~1, le faisceau localement libre 1, Ky, y = my(0x) ® LK1 = @;:01 L est
nef.

3.3. Enoncé des résultats

Au paragraphe 5 nous exposons une démonstration algébrique des résultats de positivité
pour I'image directe par un morphisme lisse d'un fibré en droites nef et relativement gros ad-
joint par le fibré canonique relatif.

TuforeME 3.1. —  (Version algébrique) Soient @ : X — Y un morphisme surjectif lisse en-
tre deux variétés projectives lisses, et L — X un fibré en droites ample (resp. numériquement
effectif et p—gros).

Alors @« (Kx/y ® L) est localement libre et ample (resp. localement libre et numériquement ef-

fectif).

En suivant un schéma de démonstration analogue, nous obtenons au paragraphe 6 une
version kédhlérienne de ce résultat.

THEOREME 3.2. —  (Version analytique) Soient @ : X — Y une submersion entre deux var-
iétés kdhlériennes compactes lisses et L — X un fibré en droites numériquement effectif et
p—ample.

Alors @4 (Kx/y ® L) est localement libre et numériquement effectif.

Il suffit ici aussi de supposer que L est seulement @ —gros. Mais la technique est alors
plus difficile. La démonstration repose sur la construction de métriques hermitiennes a I’aide
d’estimations L?. Le théoréme 3.2 montre en particulier le résultat suivant :

COROLLAIRE 3.1. —  [D-P-S 94] Soit X une variété kihlérienne compacte lisse dont le fibré
tangent est numériquement effectif. Alors, il existe un revétement étale fini X — X tel que, en
notant « i le morphisme d’Albanese de X, pour tout entier naturel k, « }?*(KX} k) est un fibré

vectoriel numériquement effectif.

En ajoutant une hypothése (H) sur la variété de base, on obtient au paragraphe 7 une con-
clusion plus forte que celle du théoréeme 3.1:

Hypothese (H). — 1l existe sur Y une auto-application 6 : Y — Y et une métrique kéh-
lérienne w telles que, pour unréelx > 1, {0*w} > a{w}.

Ici {a} désigne la classe de ia5-c0homologie de la (1,1)-forme différentielle a. La notation
{a} > {b} signifie que pour tout € > 0, il existe une fonction F de classe *° sur Y telle que

a>b+ i0d0F — sw.
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THEOREME 3.3. —  Soient X et Y deux variétés projectives lisses, @ : X — Y une submer-
sion, et L — X un fibré en droites ample. Supposons que U'hypothese (H) soit satisfaite surY .

Alors le fibré . (Kx/y ® L) est strictement positif au sens de Griffiths (donc ample).

Un outil important de la démonstration est un procédé de régularisation des métriques
continues sur un fibré vectoriel.

Le théoréme 3.3 a pour corollaire le résultat suivant, qui serait une conséquence de la con-
jecture de Griffiths.

COROLLAIRE 3.2. —  S0it Y une variété projective lisse dont un revétement ramifié est une
variété projective lisse vérifiant 'hypotheése (H). Soit E — Y un fibré vectoriel ample sur Y. Alors
pour tout entier naturel k, S*E ® det E est strictement positif au sens de Griffiths.

Ce corollaire s’applique en particulier sur les variétés projectives lisses a courbure section-
nelle holomorphe constante positive ou nulle (i.e. 'espace projectif P” et les variétés revétues
sans ramification par des variétés abéliennes [Ig 54]).

3.4. Compléments sur 'hypothése (H)
Lhypothese (H) est satisfaite par

- les tores compacts : par image réciproque par la multiplication par 2, une
métrique kdhlérienne est multipliée par 4.

-I'espace projectif: pour I'élévation au carré des coordonnées homogenes, l'image
réciproque de & (1) est 0'(2).

- plus généralement les variétés toriques [Da 78] : 'élévation au carré des com-
posantes dans les cartes affines C” se recolle car les changements de cartes sont
des monomes de Laurent. Leffet de cette auto-application 6 sur les fibrés en
droites est déterminé par l'effet sur leurs restrictions au tore dense et donc par
I'effet sur les caracteéres de ce tore. Si L est un fibré en droites associé au caractere
A, le fibré 0* L est isomorphe a L? puisque le caractére 6*A est égal a A2,

Cette hypotheése a été initialement considérée pour retrouver sur C une application ana-
logue aux morphismes de Frobenius. Elle fournit d’autre part, dans certains contextes, un sub-
stitut au produit tensoriel de fibrés en droites.

4. Préliminaires

Les lemmes suivants seront utiles dans la manipulation des faisceaux.

LEMME 4.1. —  ([Ha 77] exercice I11.8.3) Formule de projection

Soient f : X — Y un morphisme de variétés, F un faisceau cohérent sur X, et & un faisceau
localement libre de rang fini sur Y.

Alors pour tout i € N, les images directes supérieures ' f,(F ® f*&) et R fi(F) ® & sont
naturellement isomorphes.
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LEMME 4.2. —  ([Ha 77] proposition I11.9.3) Formule de changement de base

Soient f : X — Y un morphisme de variétés et F un faisceau cohérent sur X. SoientY' une
variétéet 0 : Y' — Y un morphisme plat. SoitenfinX' := X xy Y'. On a donc le diagramme

suivant: o
X —— X avecF — X.

[lf

Y ——— Y
Alors pour touti € N, 0*Z' f(F) et #'g,.(0*.F) sont naturellement isomorphes.

Avec les notations précédentes, les faisceaux de différentielles relatives Qv+ et ©@* (Qx/y)
sont isomorphes ([Ha 77] proposition 11.8.10). Si de plus f, et par suite g sont des submersions,
K)f, sy = det(Qyr/yr) et @*K){ /y sont isomorphes. On obtient ainsi une formule de change-
ment de base pour les fibrés adjoints : pour touti € N,

0* %' f. (K] y ® F) = Big(KE

Lyt ® O*.7).

Cette formule peut aussi étre obtenue a partir de la premiere formule de changement de base
par application de la dualité de Serre sur les fibres de f : puisque f est supposée submersive,
ses fibres sont réduites et lisses et leur faisceau dualisant coincide avec la restriction du faisceau
canonique relatif.

Dans le cadre analytique, nous utiliserons les lemmes suivants :
LEMME 4.3. —  Soient X une variété complexe compacteet p : (E, h) — X un fibré vectoriel

hermitien. Soit D = D' + D" sa connexion de Chern. Soit s une section holomorphe locale de E
au voisinage d’'un point xy de X. Alors pour tout x au voisinagede xy et& € T X,

((& Jx&)]icn(E)xsx, sx)p,

Isx[1?

(& JxE) ] iddx log |s]|* >
avec égalité si D's = 0 au point x.

LEMME 4.4. —  ([De 92’], lemme 4.4) Soient X une variété complexe compacte, y une (1, 1) -
forme réelle sur X, et p : (E*, h) — X un fibré vectoriel hermitien.

Alors
ich*(E) >Griﬁ Yy ® Idg <= ich(E*) <Griﬁ —y® IdE* — iaglogh P p*)’,

oitlog h est considérée comme fonction sur l'espace total E*. Ici > Gryf désigne la positivité au
sens de Griffiths.

LEMME 4.5. —  Soient uy, ..., up des fonctions plurisousharmoniques sur une variété com-
plexe X. Alors, log(e"' + - - - + €"P) est plurisousharmonique sur X.

Ces deux derniers lemmes montrent en particulier que la "somme" de métriques a cour-
bure négative est encore a courbure négative.
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5. Démonstration du théoréme algébrique

Ici, X et Y sont deux variétés projectives lisses de dimension respective n et m. Le mor-
phisme @ : X — Y est une submersion, le fibré en droites L — Y est p—gros.

5.1. Réduction du cas ample au cas nef

I suffit d’étudier le cas ou L est numériquement effectif et relativement gros. En effet, dans
le cas ol1 L est ample, il existe un entier p tel que L” ® @* Oy (—1) reste nef. Il existe une variété
projective lisse Y', un revétement fini p : Y’ — Y et un fibré en droites Gy ample sur Y’ tels
que p*Oy(1) = Gg,. On complete la situation par le diagramme suivant :

I —— L

X — 5 X

P ®

vy — % vy

Alors les fibrés (L' ® (p'*G;,l)P = o*(L? @ p*Oy(—1)) etdonc L' ® (p'*G;,1 sont nef et
@' —gros. Si le cas nef est démontré,

@, (Kyyy @ L' @ @G = @l(Kyyy @ L) © G/

sera numériquement effectif et @, (Kys,y» ® L') sera ample. Par la formule de projection,
P (Kyryyr @ L) = p*@u(Kx/y ® L)

Puisque p est un morphisme fini, un théoréme d’ Hartshorne ([Ha 66] proposition 4.3) assure
que @4« (Kx,y ® L) sera ample ; ce qui conclut la démonstration de la réduction au cas nef. On
suppose donc L — X numériquement effectif et o —gros.

5.2. Premiére étape: @, (Ky/y ® L) estlocalementlibre

Puisque @ est un morphisme lisse, le théoreme d’annulation de Kawamata-Viehweg [Ka 82]
[Vi 82], s’applique sur les fibres de @ (qui sont toutes réduites et lisses) et donne, en désignant
par X lafibre de @ en y,

Vi>0, HI(X, Ky, ®L)=0.

Par platitude de @,
y— dimH°(X,, Kx, ® L)

est localement constante sur Y. Par un théoréme de Grauert ([Ha 77] corollaire II1.12.9) le fais-
ceau @, (Kx/y ® L) estlocalement libre.
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5.3. Deuxieme étape : lemme de Castelnuovo-Mumford

Soit G — Y un fibré en droites trés ample sur Y. On montre que pour toute donnée
(X, @, L) vérifiant les hypothéses du théoreme 3.1, si E désigne le fibré vectoriel associé au fais-
ceau localement libre @, (Kx,y ® L), alors E ® Ky ® G est globalement engendré.

A cette fin, on dispose du critére de Castelnuovo-Mumford [Mu 66].
LEMME 51. —  Soit Y une variété projective lisse munie d’'un fibré en droites tres ample G.

Soit E — Y un fibré vectoriel. Si les groupes de cohomologie H (Y, E ® G~") sont nuls pour tout
i > 0, alors E est globalement engendré.

Ce lemme se démontre en vérifiant que les morphismes de restriction aux intersections
transverses décroissantes de diviseurs de | G| sont surjectifs.

11 suffit donc de vérifier 'annulation, pour 0 < i < m, de
H (Y,E® Ky ® G™7)
= H (Y, p(Kx ® L) ® G"7)
= H (X, Kx®L® "G,

La deuxieme égalité a lieu car les images directes supérieures ,%’j(p*(KX ®L) = Ky ®
X’ @« (Kx/y @ L) sont nulles par le théoreme d’annulation de Kawamata-Viehweg.

Maintenant, puisque L et G sont nef, L ® @* G™ 1= Pest aussi. Puisque L est p—gros,
la classe @4 (cl (L)"_’”) est représentée, en tout point y de Y, par 'entier strictement positif
f F €l (L| Fy)”_m ou Fy est la fibre de @ en y. Puisque de plus G est treés ample,

/X(cl(L®(p*Gm+l_i))n:éc,]f(m+l— i)k/Y(p* (cl(L)"_k> A 1 (G)F

est une somme de termes positifs dont le dernier est strictement positif. La dimension
numérique et par suite la dimension de Kodaira-litaka de L ® @*G™ !~/ sont donc maxi-
males : L ® @*G™ 1=/ est gros. On applique alors le théoréeme de Kawamata-Viehweg pour
conclure.

5.4. Troisieme étape : produits fibrés

On déduit de I'étape précédente que pour tout s € N, E®* ® Ky ® G™ 1! est globalement
engendré.

Pour cela, on considere une construction inspirée de E. Viehweg ([Vi 83] Lemma 3.5). Soit
x) .= x Xp X Xg -+ Xg X le produit fibré de s copies de X. On note (pgs) - X - X;la
projection sur le jeme facteur, p;: X; = X — Y I'application @ et L; — X; le fibré en droites L.
Puisque X, Y et @ sont lisses le produit fibré X () est une variété lisse. Lapplication naturelle

N
o) x(8) 5 v estlisse. L) := X (pgs)*Li est nef et (p(s)—gros.
i=1

Afin d’exploiter le résultat de I’étape précédente, il suffit de remarquer que, par application
des formules de projection et de changement de base pour les fibrés adjoints,

(pS) (Kx(S)/Y ® L(s)) = ((P*(Kx/y ® L))®S'
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5.5. Quatrieme étape: o, (Ky,/y ® L) estnef

Soit 7t : P(E) — Y la variété des hyperplans de E. Sur P(E), on dispose d’'une application
surjective entre fibrés
T E®S — S E — Og(s)

obtenue par la symétrisation suivie de I'application d’évaluation fibre a fibre sur &’z(s). On en
déduit une application surjective

™ (E® ® Ky ® G"™) — 0p(s) @ m*(Ky @ G™1)
qui permet de munir Oz(s) ® ™ (Ky ® G™T!) d'une métrique a courbure positive et donc
Og(1) d'une métrique h(8) dont la courbure vérifie

1
ic,s) (Op(1)) = ——m¥icy(Ky ® G™)
s

oll H est une métrique hermitienne de classe €' fixée sur Ky ® G™ 1!, Les fibrés Og(1) et
E = @4(Kx/y ® L) sont donc nef.

6. Démonstration du théoréme analytique

Le morphisme ¢ : X — Y est une submersion entre variétés kihlériennes compactes
lisses. Le fibré en droites L — X est nef et p—ample.

6.1. Métriques sur les fibrés en droites nef et relativement amples

On cherche a traduire en termes de métriques I'hypothese sur le fibré en droites.

LEMME 6.1. — Soient @ : X — Y une application surjective entre variétés kéiihlériennes
compactes lisses et L — X un fibré en droites sur X nef et p—ample. Soit w une métrique kéh-
lérienne surY.

Alors, pour tout € > 0, il existe une métrique hermitienne H de classe €°° sur L telle que
icg (L) + @™ w soit une métrique kéhlérienne sur X.

Démonstration. — Puisque L est p—ample et que Y est compacte, les estimations L? pour
I'opérateur 0 (théoréme 2.1) fournissent une puissance p-ieme L” de L (p > 0) telle que les
fibres de @ se plongent dans des espaces projectifs grace a L” : en chaque point y € Y, il suf-
fit que la courbure de Lﬁp ~1(y) compense certains poids logarithmiques, que I'on peut choisir

dépendant continument de y. On obtient alors le diagramme suivant:
L —— 0Og,(1)

|

X «——— P(EY)

PN\
Y

avec Ej, := @y(LP) localement libre.
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On fixe une métrique sur E,. Pour la métrique h induite sur L, il existe un réel A > 0 tel que
ic(Ep) 2 —pAw ® Id,. Par suite, icy(L) + (A + 1)p*w est une métrique kidhlérienne sur X.
Comme L est nef, pour tout € > 0, il existe une métrique &, sur L telle que

icp, (L) > —e(ich(L) + (A+ 1)(p*cu>.

La métrique f := (h:h®)"/' est alors telle que ic;(L) + (A + 1)@* w soit une métrique kih-
lérienne sur X. |

6.2. Démonstration du théoréme analytique

6.2.1. Premiére étape : construction de métriques sur les images directes.

La proposition suivante fournit dans le cadre kdhlérien, I'argument analogue au fait que,
dans un cadre projectif, pour toute donnée (X, g, L) satisfaisant les hypotheses du théoreme
3.1, le fibré Ky ® G™"! ne dépendant que de Y suffit a rendre @4 (Kx,y ® L) ® Ky ® G™*1
globalement engendré (Deuxiéme étape).

PROPOSITION 6.2. —  Soient @ : X — Y une submersion entre variétés kdhlériennes com-
pactes et L — X un fibré en droites sur X nef et o—ample. Soit w une métrique kéhlérienne sur
Y. Alors il existe une constante A ne dépendant que de w et de Y, telle que pour toute donnée
(X, @, L) vérifiant les hypothéses du théoreme 3.2, on peut munir ,(Kx/y ® L) d'une métrique
hermitienne de classe € vérifiant

ic(Px(Kx/y ® L)) Z6rif —Aw ® Id(P*(KX/Y®L)'

Démonstration. — On utilise les méthodes de construction de métriques par estimations
12 développées dans [De 92'].

Puisque L est nef et @—ample, le lemme 6.1 fournit une métrique sur L telle que w :=
ic(L) + @*w soit une métrique kdhlérienne sur X. Soit (U;) un recouvrement de Y par des
boules relativement compactes dans des cartes. Soit v; une fonction sur U; quadratique en les
coordonnées, bornée, et vérifiant

ico(Ky') — 00 vj > w.
On définit

;= {s e H (' (U)), Kx)y ® L)// o) |s[%y y 1€"7°PdViy < +00},
@~ H(Uj

ol la métrique sur Ky,y = Kx ® *K; ! est déduite des métriques w et w. Les poids sont tels
que
ic(Ky') + ic(Kxyy ® L) — @* i0d vj > ic(L) + @*w = w.

Ce calcul met en évidence la nécessité d’adjoindre Kx,/y a L pour obtenir des estimations qui
ne dépendent que de la base Y.

Pour y € Ujet& € Ej, soit la forme linéaire
E:H — C
s — s(y)&
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ol on considere s € H°(Uj, E) avec E, et E; en dualité naturelle. On note |&]; la norme de la
forme linéaire =. En choisissant une base hilbertienne de .7, on constate que log | ||§ est une
fonction plurisousharmonique sur I'espace total £ ;.. Soient ( U]{ )et( U]{’ ) deux recouvrements
de Y par des boules telles que U; CC U CC Uj et 6; une fonction de classe "> a support
dans U}, partout inférieure a 1 et identiquement égale a 1 sur U;. Poury € Y et € Ej, on
pose

517 =) 63w IEl5-

La fin de la démonstration consiste 2 montrer que la métrique ainsi définie (sur E* et
par dualité sur E) satisfait les conditions requises dans la proposition 6.2. Pour ceci, il suffit
d’appliquer le lemme suivant qui permet de controler la perte de positivité due aux recolle-
ments des métriques | | ;.

LEMME 6.3. —  ([De 92'] lemme 3.5) Soit X une variété complexe munie d'une (1, 1)—forme
positive Q. Soient Vj’ C Vj” C Vj des recouvrements localement finis de X par des ouverts
relativement compacts. Soit 6 ; une fonction de classe ¢’ a support dans V]-” , partout inférieure
al et identiquement égale a 1 sur V]( . Soient Bj des constantes telles que

. N 5 1 /
1(9]-669]- — 59]' A 59]') > —BjQ sur Vj \ Vj.

Soit w; une fonction presque plurisousharmonique sur V; telle que, i00 wj > y pourune(1,1)—-
formeréelley sur X, de classe ¢ >°. Soient enfin C; des constantes telles que

Vxe VI'\ Vi wj(x) < G+ sup - wi(x).
k;é]VIQBx

Alors la fonction w := log( 9?6“’/’ ) est presque plurisousharmonique, et son hessien vérifie
iow>=>y—2 1 B;e%)Q.
ZY (Z vI\VIDj )

On montre d’abord I'existence d'une constante C ne dépendant que de Y telle que
log|[g]7 < €+ log|E]% surp™' (U] \ Uj) N Ug) C EY,
ou p : E* — Y estla projection naturelle.

Soientdoncy € (U} \ Uj) N Uj et& € Ej. Soit h; € J; telle que | hj| »; = Let|h;(y).E| =
|| ;. 1l existe une constante ¢y ne dépendant que des recouvrements de Y, indépendante de
y € Y et une fonction x de classe ¢"°° a support compact dans U; N Uy, égale a 1 sur un
voisinage Vy, de y et telle que |9x| < co.

Soit  := (2dim Y) log |p—y| sur ¢~} (Uy). La fonction  est majorée sur ¢~ ! (Uy) et minorée
en dehors de Vy, par des constantes ne dépendant que des recouvrements de Y. Puisque @ est
une submersion, on a

/ |fIPe™¥dVy, < +00 = f =0 surp ().
@~ 1(Uk)

@~ (Uy) est faiblement pseudo - convexe,
Jo=1(uy) 8 (xhy)[Pe>P=V Vv, < +o0,

ic(Ky ') + ic(Kx/y ® L) — @* idd vy + i00 ¢ > w.
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Lapplication des estimations L?> de Hérmander (théoréme 2.1) fournit donc une section f; €
(@~ (Uy), Kx/y ® L) telle que

o 3(fi — xhj) =0
° f(p*l(Uk) |fk|2evk0¢7_dew | f(Pfl(Uk) |5(xhj)|2evkoq;—wde
e fr=0surp ().

On obtient alors, en utilisant les bornes de y et le fait que |v; — vi| est majorée par une cons-
tante ne dépendant que de Y

|/ = xhjlog < c2lhjloe = co.

Par suite )
|(fie — xhj)(y)-E|? S |hj(y).E? > ”EHj'

E1% > 2
|fie = Xhjl5, C2 C2

D’ou l'existence de la constante C.
En outre, il existe une constante B ne dépendant que de Y telle que
iejaaé)j — iaé)j /\59]' > —Bw

et donc
i(6j 0 p)23(; 0 p) —id(0; 0 p) Ad(6; 0 p) > —Bp*w.

Le lemme de recollement 6.3 fournit donc

i0d log |E|* > p*(—ZBeC(Z ILU;I\U;)w) > —Ap*w
j

pour une constante A ne dépendant que de Y.

Le lemme 4.4 permet alors de conclure

ic(@x(Kx/y ® L)) Zaritt —Aw ® g, (ky v 0L)-

6.2.2. Deuxieéme étape : produits fibrés.

La construction de E. Viehweg des produits fibrés et la proposition 6.2 permettent de munir
E®* d’une métrique hermitienne de classe ¢’ dont la courbure vérifie :

ic(E®®) >qrir —Aw @ Id.
6.2.3. Troisiéme étape : . (Ky/y ® L) est nef.

On utilise I'application surjective m* E®* — @'g(s) pour munir &’z (1) d’'une métrique her-
mitienne de classe °° dont la courbure vérifie :
. A *
ic(Op(1)) > ——m"w.
s
Le fibré E est donc nef.
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7. Démonstration du théoreme de positivité au sens de Griffiths

7.1. Transport de la positivité par morphisme fini

On montre d’abord que, comme I'amplitude ([Ha 66] proposition 4.3), la positivité au sens
de Griffiths est conservée par morphisme fini. Comme le montrent les lemmes 4.4 et 4.5, il est
plus naturel d’étudier le transport de la négativité au sens de Griffiths.

PROPOSITION 7.1. —  So0it F : X' — X un morphisme fini surjectif entre variétés kiihlérien-
nes compactes. Soient w une métrique kéihlérienne sur X etp : E — X un fibré vectoriel sur X.
Soitv un réel.

Alors
ic(F*E) <grif —vF*w @ Id <= ic(E) <grf —vw @ 1d.

Démonstration. — Limplication <= est démontrée dans [Fr 79] : il suffit de corriger la
métrique image réciproque aux points ot la différentielle de F s’annule.

Pour I'autre implication, on considére une métrique hermitienne & de classe ¢°° sur F*E
telle que pour un « > 0 assez petit

icp(F*E) <grift —(V + &) F*w @ Idp+p.

On munit E de la métrique trace hy définie par

1
~ degF

Vx € X, Vv € Ey, ho(x)(v) h(x') (V)

ou T est défini par

x £, x

La métrique hermitienne kg sur E est continue sur X, de classe ¥°° en dehors du lieu de rami-
fication de F.

On montre maintenant l'inégalité

i0g0g log hy > (v+ «)p*w ausens des courants.

Puisque la métrique hy est continue, il suffit d’étudier sa courbure en dehors du lieu de
ramification de F. Soit xy € X en dehors du lieu de ramification de F. Soient (F]-_1)1< j<degF

(resp. (Tj_l)1< j<degF ) des inverses de F (resp. T) définis sur un voisinage ouvert de xp. Alors
au voisinage de xg,

deg

log ho(x) (v) = log(

F
h(F7H () (171 0)).

1
deg F
egF



34 7 DEMONSTRATION DU THEOREME DE POSITIVITE AU SENS DE GRIFFITHS

On choisit des reperes h—normaux aux voisinages des points F; !(xp). Ainsi un calcul analogue
a celui de la démonstration du lemme 4.5 permet d’obtenir I'inégalité de courbure souhaitée.

On remarque que cette inégalité permet ici de définir la connexion de Chern du fibré her-
mitien continu (E, hy). En effet, aux points o1 la fonction kg est de classe ¥°°, on a

i0phy A\ dp hy = hoidgdphy — h3idpog log hy.

Puisque iddghy et i0pdg log hy sont des courants positifs fermés, ils sont a coefficients locale-
ment intégrables. La fonction kg est localement bornée. Par conséquent, g hg et donc dx hy
sont de carré localement intégrables. La connexion de Chern de (E, hy) est localement définie
par la 1—forme h; 154 hg de carré localement intégrable. Sa courbure est localement donnée
par 5X(h0—1ax hy) au sens des courants.

On explicite maintenant le procédé de régularisation de la métrique hermitienne hy.
Puisqu'’il s’agit de fonctions a valeurs matricielles, le procédé de Richberg de régularisation
des fonctions plurisousharmoniques continues a 'aide de fonctions maximum ne s’applique
pas. La méthode proposée ici résout la difficulté par utilisation du transport parallele.

LEMME 7.2. —  Soient (X, w) une variété kihlérienne compacte et p : E — X un fibré vec-
toriel sur X. Soit hy une métrique hermitienne continue sur E telle que, pour un réel v, et un réel
x>0

i0pophy > (v+ a)hop*w au sens des courants.

Alors il existe sur E une métrique hermitienne h de classe €° telle que

icp(E) <Griff —vw ® Idg.

Remarque. — Le procédé de régularisation et le résultat sont valables pour un majorant
non nécessairement décomposable. Il faut alors modifier la démonstration en utilisant le lem-
me 4.3 au lieu du lemme 4.4.

Démonstration. — On étend au cas de fonctions continues a valeurs matricielles la méth-
ode de régularisation développée dans [De 82].

Soient H une métrique hermitienne de classe ¢"*° sur E, D* 1a connexion de Chern asso-
ciée et T := 7!’ le transport paralléle relatif 2 D!, Soit x : R — R 'application de classe ">

définie par
x(t) = —exp (ﬁ) sit<1
x(1) = 0 sit>1

On désigne par C := / x'(|€|*)dA(E) ot n est la dimension de X.
gecr

Ces données permettent de définir par convolution une suite de métriques hermitiennes
sur E de classe °° : pour toute > 0,z € X, V € E;, on pose

he(2)(V) == C;n / X/<HEE!§)

LeT X

) hoexp, E) (T2z(V)) dAw (E),

ou T,z désigne le transport paralléle relatif a la connexion D" le long de la géodésique y :
[0,1] — X, — exp, tE.
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On commence par montrer que /. est de classe 4°.

Soient zy un pointde X et («) = (uy,..., u,) un systeme de coordonnées holomorphes sur
X au voisinage de z tel que

wjk(u) = djk — Z Cikiputpy + O(|ul®),
Ip
ol1 (cjkip) estle tenseur de courbure de (TX, w) et § i le symbole de Kronecker. Un tel systéme

de coordonnées est dit w—géodésique en z;. Son existence en tout point de la variété X est
équivalente au caractere kidhlérien de la forme w. On pose :

up = ur(exp, &), zr = ug(z),
Uk i= Ug — 2k, &k i= dzug.&.
Dans tous les calculs qui suivront, (uy) et (zx) seront considérés comme deux n-uplets in-

dépendants de variables indépendantes. Lespace total de TX qui parametre les petites
géodésiques est de dimension 2x. La notation vy est une écriture condensée de uy — zy.

Puisque (u) est un systeme de coordonnées w—géodésique, il existe un systeme (n) =
(n1,...,Nn) orthonormé ’°° de coordonnées sur les fibres de TX, au voisinage de z, tel que

1% =D Inif® = In?

avec
1 = 3
Nk =&k — > Z cikipzizpEj + 0(|2]”).E
Jlp
Pour transformer les variables n en variables z et u, on utilise le développement limité de
I'exponentielle ([De 82] lemme 8.2) :

1 _ &
we =z +Ek+ 5 Y Gy (z,, + é’) E& + O(|2* + |8} g~

ilp
Ainsi
1 _ v
e = vp — > Z Cikip (zp + f) vivy + O(Jul + |2))%,
jlp
et
1 _ 1_ 4
Nk = Vg — P Z Ciklp (vajul + gUpUle> + O(|u| + |2])™.
jlp
On choisit (V) = (V,..., V) un systeme de coordonnées holomorphes sur E au voisinage
de zj tel que

IVIGE =D IVal> =Y diauw@VaVy + O(|ul*|V[?),
A jkAu

olt (djiay) est le tenseur de courbure de (E, H). Un tel systéme est dit H-synchrone en z, des
coordonnées géodésiques (u). On appelle (a3, ) la matrice de la métrique hy dans ces coor-
données. -
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Au voisinage de 7y, la métrique h; s’ écrit donc

(@) = o [ o (LEL >Zm eV Tan (VA ()

CEZn
ueCn

Sous cette forme, h; apparait comme une métrique de classe G °.

Reste a montrer que pour € > 0 assez petit, icp, (E) <gritf —vw ® Idg ; c’est-a-dire par le
lemme 4.4 que pour & > 0 assez petit, i00 h(.)(.) > Vhep*w, ot p : E — X est la projection
naturelle.

Pour le calcul du hessien de h(.)(.), on dérivera sous le signe intégral aprés avoir étudié la
dépendance en zet V du transport parallele T et des coordonnées (n). On transformera ensuite
les dérivées en (z) en des dérivées en (u). Il apparaitra le hessien de hgy, minoré par hypothese.
La continuité de hg suffira pour montrer que les autres termes tendent vers 0 avec «.

On commence par établir un développement du transport parallele le long de la géodé-
siquey : t — exp, t& ~ (ur) = (2 + tvp + O(|2| + |u])?).

Puisque les coordonnées sur E sont H—synchrones en z, des coordonnées (u), la matrice
de la connexion DY est de la forme
H —
E|AY (u) = =) djauEjtice ® ex + O(|u])*[E].
JjkAu
Le transport paralléle est donné par
dy .y
— |D7(TV) =0
b (xv)
soit 4
E(TV)?\ - Z djiauvj(Zk + 10) (TV) = O(|2] + [ul)®.
Jku

Par intégration, on démontre que

(TV)a=Wa+ Zd]k)\uvj(zk + )Vu + 02| + |u])®.
Jku

D’ ol

Jku

+ Y Vil + )vm +0(|z] + [u))®| V]2
jkp

Pour transformer les dérivations en (z) en des dérivations en (u) dans le calcul du hessien
de h,, on introduit les opérateurs

0
+ . .
vl ' azl aul
- 0 0

V= oz Vinty =0 Vi Tp = 26

en particulier /v, =0 v/ 7,=0
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La contribution du transport parallele est

Vi ((VIWEVR) = D Dy Va Vi + O(12l + [ul| VI
i

A partir de 'expression précédente de ny, on calcule

1 1
|f7k|2 = |Uk|2 5 Z Cikip (zpul + gl_/pUl) ViVk
jlp

1 1
— 5w (s + oy ) vty + Ol + ),
jlp
Puisque Cyjp1 = cjkip, On obtient

+ / |n|2 _X” _ _ _ X” 4
Vi (X)) = 2 2 (@ + B)uoe = 5 50(lul + J2)"
jkp

D’apres [De 82]

.\ 7
l —
d)\(rl) = (E) drll/\dﬁl/\"'/\dnn/\dnn

ou n est différentié par rapport a u a z fixé. En utilisant ¢jxjp = ¢jrip €t vx = ug — z¢, on obtient

_ 1 _
dA(n) = dA(u) |1 — Z Cickip(Urthy — gvlvp) + O(Ju| + |z|)3 .
klp

Donc

Vi (dA(n)) = —dA(w) | > ckriplip + O(lul + |2])* | -
kp

Les trois calculs précédents donnent

i (Xan(m (V)
X! X" \ L
= | =5 2 Gk (Zp + Tp)vjTi 7 Ol + [2])* | aAm)(TV)r(TV)
jkp
— X'ax(w) | > crriply + O(lul + |2)* | (TV)a(TV)a
L kp
+ XA | TtV + O]+ [l PIVE|
| 1
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En utilisant

VUmlp = —206mp
Vi (((VaVR) = O(lul + [2h) VI
Vi (AA)) = O(|u| + [2])dA(w)
Vall? = —2vm+ 0(lul + 2],

on obtient

Vin i (X dAm) (V) ),)

X/// X/// 5
= |7 > Cikip(Zp + ) viTivm + o O(ul + 2))
jkp
X” X” 5
+ 5D Gmip B+ Tp)uy + S5 0(1ul + 121)* | dA(m) (T (TV)a
ir
2X// _ XII
=z > ChkiplipVm + Z0ul +2)’
kp

+ Xlzckklm+xlo(|u| + |2]) | dA(u)(TV)a(TV)a
%

" "
X v — - . X
= 2|5 D Dt VAV + 5 Oul + |2l |V

Ju

+ X'deIAHVAVH-F X'O(|u| +|2)|V[*| dA(n).
u

Au point zj, cette expression devient

Vi Vi (XaA(m) (V)2 (7V)a )

2
f— . 77 .77 x . 77 .
= | D CjkpTiptjTitim + 2 D CimipTipt;
jkp p

2X// B . _
+ =) kz CkklpUpUm + X Ek Cikim + O(€) | dA(u) VAV,
p

"
X _-— — -
+ |25 D Ay Vi — 2X' Y dmipy Vi + O()| V]| dA(w) Vi
jK u

Afin d’intégrer par parties I'expression du hessien de A, et d’utiliser la majoration de la
courbure de E muni de hy, il faut reconnaitre des dérivées secondes par rapport aux coordon-
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nées (u). Le terme nouveau par rapport au cas de la régularisation des fonctions plurisoushar-
moniques est

"
X - _
—25—2 E dleEujum _ledmlAE
j

L
= -2 E d; + O(¢),

comme on peut le vérifier en utilisant
0
=Tu; + O(¢).
3o =+ 0(e)

Les autres termes se réécrivent

" 1
X . 77 .77 X . 77 .
= D CikpTiptjTitim + 2 D CimipTipl
jkp ip

lel _ ,
+ = Ek CkklpUpUm + X §k Ckklm
2

; au,,au Z CiklpUjUi + X Z Ckkip)

aZ
— Z ™ aﬁ.(ezxcjklm) + O(¢).
ji OO

Puisque x’ Z agé(u)(TZ,uV)A(TZ,uV)AdA(n) est une (n, n)—forme réelle sur X,
AA

> da(@) (52— s ) (YT WV har(0)) i

i 0210z,  0uduy,

= Re Z “M ) Vim Vz ( (Tz,uV)A(Tz,uV)Ad)‘(U)> S1Sm
ImAX

02 _
_ 0 / — 2 _
— Re Z dM(u)m(x Z CikipUjlix + £°X Z Ckkip)SISmVaVa
ImAAp Jjk k

0? _ _
- Z ag&(u)m(fzxcjklm)slsmv)\VA
ImAAjk k@Y

2
— 2 ) ay(u )5 o ———— (X djpy) VAV usiSm + O(e) s |V [* | dA(w).
ImAAjp
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On peut alors intégrer par parties I’expression du hessien de ki, obtenue par dérivation sous
le signe intégral.

he()(V) _
Z 0210Zm SSm

Im

a ho(.)
= dA
Ce2n / Z aulaum S SmdA(u)

02 ho(.)
dA
+ szn / Z aupaum ZC]klpM]uk-f—E chkklp SIS mdA (1)

2 62“22\
- CsZ"Re/() g = € xdjl;\uV;\Vuslsm+O( &)|s|?|V[* | dA(u)
u

0% ho( _
EZn/ Z auoka_ & XCjklmslsmd)\(u)-

La minoration du hessien de hy montre que le premier terme est supérieur a la quantité
2 2
(v+ &+ 0(e)) [ sle [ V]7,
On montre maintenant que les autres termes tendent vers 0 avec . Puisque le calcul est

local, on peut supposer, quitte a multiplier par un poids de classe €°°, que
aZ 0

V(up), (sj), Z/ au]a— V;\V;\s]smdA() 0.

jmAA

En utilisant une transformée de Fourier discréte, comme dans [D-S 80], on en déduit qu’il ex-

iste une constante C telle que
u uu 0
d\(u)=C [ A dA
/ Z durdTiy (u) /(u) (; “uu) u

2 0
aaM

VA A, m, /

Reste a appliquer le lemme suivant pour obtenir I’estimation de courbure. |

u]aum

LEMME 7.3. —  Soit u une fonction continue plurisousharmonique au voisinage de 0 dans
) 1
C". Soitvy : t — o2 / AudA(z).
|z—zp|<t
Alors v, (t) est une fonction croissante qui tend vers 0 quand t tend vers0, uniformément en

0.

Ce lemme exprime le fait que le nombre de Lelong d'une fonction plurisousharmonique en un
point de continuité est nul [Le 68]. De plus, pour tout ¢, la fonction zg +— v, () est continue. m

7.2. Démonstration du théoréme de positivité au sens de Griffiths

7.2.1. Premiére étape : construction de métriques sur o, (Kx /Y ® L).

On suppose que Y satisfait 'hypothese (H). On suppose pour commencer que L est nef.
Lauto-application va permettre de rendre arbitrairement petite la perte de positivité. A partir
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de l'itérée p-ieme de 9, notée 6(P), on construitle diagramme

L, —— L

Pp @

On note toujours E := @4 (Kx,y ® L). A partir de la fonction F satisfaisant
0*w > aw + idF (a:=a —¢e>1),
on construit par récurrence sur p une fonction F, satisfaisant

0P *w > aPw + 33 F),

Puisque @ est une submersion (G)(p)*KX /v = Kx,/v,) etque 0(P) est fini donc plat, la for-
mule de changement de base pour les fibrés adjoints donne 6(P*E = (@p)«(Kx,/y @ Lp).
L, = OP)*L est nef et @p—ample. On peut donc appliquer la proposition 6.2 aux données
(Xp @p, Lp) : il existe une métrique hermitienne de classe ¢’ sur 0(P*E telle que

ic(0P)*E) >t —Aw © Id >t —Aa"P (6P *w — i00 F,) @ 1d.

En multipliant cette métrique par e "7, on obtient une métrique hermitienne de classe 2>
sur 0(P*E telle que
ic(0'P*E) >guer —Aa— 0P 0w @ 1d

et par la proposition 7.1, puisque 0(P) est fini,
iC(E) 2 Griff —Aa " Pw ®Id.

On retrouve en particulier que E = @, (Kx/y ® L) est numériquement effectif.

7.2.2. Seconde étape : @, (Kx /Yy ® L) est strictement positif au sens de Griffiths.

On suppose maintenant que L est ample. On montre que E := @, (Kx,y ® L) est alors un
fibré vectoriel strictement positif au sens de Griffiths sur Y.

LEMME 7.4. —  Soit G un fibré en droites ample sur Y. Il existe un entier naturel p tel que
0P*L® @G~ soit nefsur X,

Démonstration. — On munit L et G de métriques hermitiennes de classe " a courbure
strictement positive. On peut supposer, quitte a multiplier w, que w > ic(G). Soit € > 0 tel que
ic(L) > ep*w + €ic(L). Soit p tel que ea? > 1.
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ic(0(P)*L) 0PV w + eic(OP)*L)
eppalw + £id0 Fy o @) + gic(@P)*L)
Eap(p’;,ic(G) + £i00 Fyo @, + sic(G)(p)*L).

elic(@P*L)}.

VvV WV WV

{ic(@P*L® ¢3G71)}

Puisque ©(P) est un morphisme fini, ®?)*L est ample et, par suite ©P*L ® (p;G_l peut étre
muni d'une métrique hermitienne de classe °° a courbure positive : il est donc nef.

La premiere étape prouve alors que (pp*(KXp /v, ® oL (p’;J G_l) peut étre muni, pour
tout & > 0, d’'une métrique hermitienne de classe 4 *° dont la courbure vérifie

iC(CPp*(KX,,/Y,, oL @;G_l)) >Gritt —€ @ ® Id.

Par la formule de projection, on obtient que @« (Kx, /v, ® @)(P)*L) est strictement positif au
sens de Griffiths. La formule de changement de base montre que ce dernier fibré vectoriel est
isomorphe a o(P)*E, Puisque (1) est un morphisme fini, on conclut grace a la proposition 7.1
que E = @, (Kx/y ® L) est strictement positif au sens de Griffiths. [

8. Applications

8.1. Variétés kiihlériennes compactes dont le fibré tangent est numériquement effectif

Soit X une variété kdhlérienne compacte dont le fibré tangent est numériquement effectif.
D’apres [D-P-S 94, il existe un revétement étale fini X — Xtel que X vérifie les mémes hy-
pothéses que X et tel que «, le morphisme d’Albanese de X, soit une submersion (sur un tore)
dont les fibres sont des variétés de Fano. Le fibré anti-canonique (relatif) est nef et x—ample.
Par application du théoréme 3.2, on déduit que pour tout k € N, x4 (KXTk ) est numériquement
effectif.

8.2. Positivité de S*E ® detE

On démontre le corollaire 3.2. Soit E — Y un fibré vectoriel ample sur une variété pro-
jective lisse Y satisfaisant ’hypothese (H). Soient X := P(E) la variété des hyperplans de E et
p : X — Y la projection naturelle. Par hypotheése, le fibré en droites &’z(1) canoniquement
associé a E est ample sur X. Il suffit de remarquer que Kx,y = Og(—r) ® p* det E, et donc que
p«(Kx/y ® O(r + k)) = S*E ® det E. On applique alors le théoreme 3.3.

On suppose maintenant que Y admet un morphisme surjectif finip : Y’ — Y ot Y/ est
une variété projective lisse satisfaisant '’hypothese (H). D’apres la proposition 4.3 de [Ha 66],
p*E est ample sur Y'. Le premier cas montre que Sp* (E) ® det p*(E) = p*(SFE ® det E) est
strictement positif au sens de Griffiths. Reste a appliquer la proposition 7.1 pour conclure.

En utilisant d’autres variétés de drapeaux de E comme dans [De 88], ou des produits fibrés
de copies de P(E) comme dans [Ma 96] ou encore des sommes de copies de E, on obtient sur
les variétés vérifiant 'hypothese (H), la stricte positivité au sens de Griffiths de fibrés construits
sur E par d’autres représentations du groupe linéaire tensorisées par une puissance strictement
positive du déterminant de E. Puisque la somme de fibrés strictement positifs au sens de Grif-
fiths est strictement positive au sens de Griffiths, on en déduit en particulier la stricte positivité
au sens de Griffths de E®* @ (det E) "an8E—1,
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8.3. Remarque : méthode algébrique

Les variétés de Fano d’indice supérieur ou égal a la dimension sont, d’apres un théoréeme de
Kobayashi-Ochiai [K-O 73], I'espace projectif P” de dimension n et la quadrique non dégénérée
Q" de dimension n plongée dans P"T!. Par simple application du critére de Castelnuovo-
Mumford, on peut retrouver le corollaire précédent sur ces variétés.

Rappelons d’abord le théoreme d’annulation de Griffiths [Gr 69], selon lequel
VkeNVi>0, H(Y,S"E®@detE® L®Ky) =0

pour tout fibré vectoriel ample E — Y et tout fibré en droites L — Y semi-positif ou nef.

Dans le cas de I'espace projectif, il existe un fibré en droites G := (1) trés ample sur Y tel
que G"*! = K, !. Ceci donne bien

Vi>0, H(V,S"E@det E® GT'® G™') =0

Le fibré S*E ® det E @ G~! est donc globalement engendré. Par conséquent S*E @ det E est
strictement positif au sens de Griffiths, et son dual est méme strictement négatif au sens de
Nakano.

Dans le cas de la quadrique Y = Q" n > 2, I'indice n'est que #; il faut donc justifier
autrement I'annulation du 7®™¢ groupe de cohomologie. On a dans ce cas Ky = G~ " avec
G = Opnt1(1)|qn, et S*E est ample tandis que det E ® G~! est semi-positif : si n > 3, ceci
résulte du fait que le groupe de Picard de la quadrique est engendré par G; pour n = 2, le
groupe de Picard de Q% ~ P! x P! est Z? avec G = €/(1, 1) ; tout fibré en droites ample est donc
minoré par G. Par dualité de Serre, on trouve alors

H'(Y,S"E®@det E® G @ G™") = H°(Y,(S'E®detE® G~1)*)"
- 0

car SE ® det E ® G~! estample.

Puisque le fibré quotient universel sur les grassmanniennes peut jouer le role du fibré en
droites trés ample G dans le critére de Castelnuovo - Mumford, les résultats précédents restent
vrais sur ces variétés [Ma 96].
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9. Introduction et énoncé des résultats

Soit L un fibré en droites holomorphe sur une variété X analytique complexe com-
pacte lisse. Si X est projective, le théoreme de Bogomolov donne 'annulation des espaces
HO(X, Qf( ® L™1) de p-formes holomorphes a valeurs dans L1, en degrés p strictement in-
férieurs a la dimension de Kodaira-litaka de L, notée k(L). Nous étendons au paragraphe
11 ce résultat a toutes les variétés kdhlériennes compactes en remplacant k(L) par un entier
e(L) supérieur ou égal a k(L) et ne dépendant que de ¢ (L) la premiere classe de Chern de
L. Lorsque L est numériquement effectif, nous montrons au paragraphe 12 que I'annulation a
méme lieu en degrés p strictement inférieurs a la dimension numérique de L, notée v(L). Nous
montrons au paragraphe 13 que tous ces résultats restent vrais sur les variétés de Fujiki. Les
techniques utilisées sont I'inégalité de Bochner-Kodaira-Nakano et le théoreme de Calabi-Yau
[Ya 77].

Dans toute cette partie, L désigne un fibré en droites holomorphe sur une variété X analy-
tique complexe compacte lisse. On définit d’abord trois entiers mesurant le rang des directions
positives de courbure de L.

9.1. Dimension de Kodaira-Iitaka

Si V,, désigne I'espace de sections holomorphes H° (X, L™) et Z,, I'ensemble base du sys-
teme linéaire | L™|, la dimension de Kodaira-Iitaka de L, notée k(L), est le maximum des rangs
des morphismes canoniques ®,, : X — Z,, — P(V,,), (m > 1), avec par convention k(L) =
—o0 si tous les V,,, sont réduits a 0.

Si Vi # {0}, le morphisme ¢, permet de munir L™ = &7, 0py,,)(1) et par suite L d'une
métrique singuliére a courbure positive, de rang sur X — Z,,, égal au rang de ®,,,.

9.2. Dimension d’effectivité

On définit les groupes de cohomologie de Bott-Chern de X par

Cpa(X,C) Nkerd

i00 652, 41 (X, C)

HEL(,0) =

Linjection de I'espace des formes de classe 6’ °° dans 'espace des distributions induit un iso-
morphisme entre la cohomologie de Bott-Chern ainsi définie et la cohomologie définie de
maniére analogue a I'aide des courants.

Si X est kdhlérienne, la classe de cohomologie de Bott-Chern d'un courant de bidegré pur
(p, q) avec p > 1et g > 1 coincide avec sa classe de cohomologie de De Rham.

On dira que le fibré L (ou le R—diviseur L) est pseudo-effectif si la classe de cohomologie
de Bott-Chern ¢; (L) g¢ a, parmi ses représentants, un courant de type (1, 1) positif fermé. Par
exemple si X est projective, cela revient a supposer que la classe de cohomologie de De Rham
c1(L) appartient au cone convexe fermé engendré par les classes des diviseurs effectifs dans
H?(X, R) [De 92]. La dimension d’effectivité de L, notée e(L), est alors définie par

e(L) = max {k/3T € a(L)pc, T > 0,rang Ty,c = k

sur un ensemble de mesure strictement positive}
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ol T, désigne la partie absolument continue de T par rapport a une métrique de classe .

Puisque tout courant positif fermé dans c; (L) ¢ est la forme de courbure d’'une métrique
singuliere sur L, la dimension d’effectivité de L prend en compte toutes les métriques sin-
gulieres sur L et pas seulement celles qui proviennent d'un plongement canonique. Cette di-
mension ne dépend que de ¢; (L) pc.

9.3. Dimension numérique

On suppose ici que le fibré L (ou le R—diviseur L) est numériquement effectif (nef), c’est-
a-dire que pour tout € > 0, ¢ (L) gc peut étre représentée par une forme de type (1, 1) de classe
%°° minorée par —sw. Si X est projective, cela revient a supposer que ¢ (L) appartient au
cone convexe fermé engendré par les classes des diviseurs amples, ou encore que le degré de L
sur toute courbe est positif ou nul. La dimension numérique de L notée v(L), est alors le plus
grand des entiers s tels que la classe de cohomologie de Bott-Chern (¢; (L) gc)® soit non nulle.

9.4. Comparaison de ces dimensions

On suppose désormais, sauf au paragraphe 13 sur les variétés de Fujiki, que (X, w) est kih-
lérienne.

PROPOSITION 9.1. — (i) SiL estun fibré en droites pseudo-effectif, alors k(L) < e(L).
(i) Si L estun fibré en droites numériquement effectif, alors e(L) < v(L).

(iii) Les inégalités précédentes peuvent étre strictes.

Démonstration. —
(i) résulte de la remarque de la fin du paragraphe 9.1.

(ii) II suffit de montrer que pour tout courant positif fermé T dans ¢; (L) on a

0< / (Ta)* A " < /Cl(L)k/\w"_k.
X X

Un tel courant s'écrit o« + 00 @ oll « est un représentant de classe > de c;(L) et @ une
fonction quasi-plurisousharmonique sur X (i.e. une fonction dont le hessien 90 @ est locale-
ment minoré par une forme de type (1, 1) de classe ¥°°). On cherche a approcher T, par des
courants de classe %°° pour pouvoir estimer (Tj) k

On commence par régulariser ¢ a I'aide du théoréme 9-1 de [De 82]. 1l existe donc une
famille croissante (@) ¢ 1) de fonctions de classe " sur X et une famille coissante (A¢) 10,11
de fonctions continues sur X telles que

e @, tend partout vers @
o X+ 0P > —Asw

e A tend partout vers T_(.) v(g,.),
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ol T_ est une fonction continue positive sur X et v(@, x) désigne le nombre de Lelong de @ en
x. Il résulte de la démonstration que « + 00 @, tend presque partout vers T,.. La minoration
du hessien de @, est mauvaise précisément la ou1 @, tend vers —oo. On tronque donc @, en
posant

7= max(pe, /)
ot (f7) nejoa] est une famille croissante de fonctions de classe 4" tendant partout vers —oo
et vérifiant les minorations

o +i00 f > —nw Vn €]0,1];

cette famille existe car L est nef.
On montre maintenant que pour tout n > 0 fixé, il existe £(n) > 0 tel que
(%) Ve < e(n) a+iody! > —n m}?x('r_, 1)w.
Soit E := Ep/(®) = {x € X/ v(®, x) > n/2}. Par un théoreme de Siu, E est un sous ensemble
analytique strict de X.
Puisque @ vaut —oo sur E compact,
de1(n), Vx € E, Pe(n) (x) < f(x).
3V, voisinage ouvert de E, Ve < &1(n), Vy € Vi, @e(y) < @gy(p)(¥) < (1)
Ve <&(n), o +idd @y = a+iddf" > —nw sur Vi
Par compacité de X — V,

Je(n) < ei(n), Ve < e(n), Ae < Agy) < 1 m)?x(r_) surX — V.
On a donc
Ve <e(n), a+ivoy! > —n m)?x('r_, w surX.
Reste 2 montrer que & + i00 (’Ug(n) tend presque partout vers T,.. Soit un point x € X ol
@(x) > —o0 et & + 00 @, tend vers T.
Puisque f(x) tend vers —oo, il existe ng = no(x) tel que
n<no Ve€)0,1],  @(x) = p(x) > f(x)
Vn < no, Ve €]0,1], 3V, voisinage de x,Vy € Ve, @e(y) > f"(»)
n < no, Ve €0,1], i00 Y = i00 P° en x.
D’ol1 la convergence presque partout de « + 00 l[/g(n) vers Tye.

Le lemme de Fatou fournit maintenant

k n—k P AN N k n—k
/ (Tac)" N w < hnm_)%lf (o + 00 Yoy 1 m)?x(-r_, Hw) " Aw
X X

< /CI(L)k/\a)"_k.

X
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(iii) Soient L; un fibré en droites ample sur X; et L, un fibré en droites plat mais pas de
torsion sur X, . Pour L := pj(L;) ® p5(Lz) sur X := X; X X ol p; et p, sont les projections
canoniques de X sur X et X, on a

—o0 = k(L) < e(L) = v(L) = dimX;.

Suivant!’exemple 1-7 de [D-P-S 94], on considere le fibré en droites Lassocié au seul fibré vecto-
riel de rang 2 extension non triviale de deux fibrés en droites triviaux sur une courbe elliptique.
Le calcul explicite des métriques singuliéres sur L (qui permet de conclure que L nef n'a pas de
métrique hermitienne de classe €°° a courbure semi-positive) conduit a

0= k(L) = e(L) <v(L) = L

En combinant ces deux exemples, on peut rendre les deux inégalités simultanément strictes.

9.5. Enoncé des résultats

Soit L un fibré en droites holomorphe sur une variété X analytique complexe compacte
lisse. Le théoréme d’annulation de Bogomolov [Bo 78] dit que si X est projective alors

H(X,Qf ® L™') = 0 pour p < k(L).

On étend ce résultat dans deux directions, en supposant X seulement k&hlérienne .
THEOREME 9.1. —  Si L est pseudo-effectif alors

H (X, 0 ® L7') =0 pourp < e(L).
THEOREME 9.2. —  Si L est numériquement effectif alors

H(X,Qf @ L™') =0 pourp < v(L).

THEOREME 9.3. —  Plus généralement, si L est numériquement équivalent a un R—diviseur
de la forme D + E avec D nef et E pseudo-effectif alors

H(X,0F ® L™') =0 pourp < v(D).

Suivant [Fu 83], on dira qu'une variété Y analytique complexe compacte lisse est de Fujiki
si elle est le but d'une application f : X — Y holomorphe surjective, dont la source X est kdh-
lérienne compacte lisse. Par un résultat de J. Varouchas ([Va 85] théoréme 3), une telle variété
est modification d’'une variété kdhlérienne compacte lisse.

THEOREME 9.4. —  Les résultats précédents restent vrais sur les variétés de Fujiki.

Remarque. — Le théoréme 9.1 peut étre reformulé de la facon suivante : le faisceau Qf( des
p-formes holomorphes sur X n'a pas de sous-faisceaux de rang un associé a un fibré en droites
pseudo-effectif de dimension d’effectivité strictement supérieure a p. Les autres théorémes
se reformulent de facon analogue. En particulier, les faisceaux Qﬁ( p < dim X) d'une variété



51

de Fujiki compacte lisse n'ont pas de sous fibré en droites nef et gros (i.e. de dimension de
Kodaira-Iitaka maximale).

Remarque. — Dans le cas ol X est projective, le théoréme 9.2 peut se démontrer en util-
isant des sections hyperplanes convenables de X et en raisonnant par récurrence sur la dimen-
sion de X. On se rameéne ainsi au cas ot1 v(L) = dim X. Le théoréeme de Bogomolov permet
de conclure puisqu’alors v(L) = k(L). Cette méthode tombe complétement en défaut dans
le cas kdhlérien général puisque X peut n’avoir aucun sous-ensemble analytique propre autre
que les parties finies. On utilisera donc ici des méthodes d’analyse.

La démonstration de Viehweg [Vi 82] du théoréme d’annulation de la cohomologie d'un
fibré nef et gros sur une variété projective lisse repose apres revétement cyclique et conjugai-
son pour les groupes de cohomologie d'un faisceau de structure, sur le théoreme d’annulation
de Bogomolov. Mais sur une variété kéhlérienne générale, il n’est pas possible de réduire le
théoreme d’annulation de Kawamata-Viehweg, a un théoreme d’annulation de type Bogomo-
lov.

10. Les outils

10.1. Rappels de géométrie kihlérienne

Le symbole A désigne I'’adjoint de la multiplication par w. Soit y une (1, 1)—forme réelle sur

. 2 . —k
T, X. Il existe une base (t;)lgjgn de Ty X, w(x)— orthonormée, telle que y = lz;lzl ity NT;
oit les (y;) sont les valeurs propres de y par rapport a w(x). Pour toute (p, 0)—forme sur T, X,

3 — * * . 4k *
soit u =3, sty (17 =15 A+ A tjp), ona

vAu=> O yi=d yvwig==> O r)wi.

Ul=p €1 =1 l=p i€

10.2. Inégalité de Bochner - Kodaira - Nakano

Soient h une métrique hermitienne de classe €' sur L, ©,(L) := 5-cp(L) la forme de
courbure de la connexion de Chern du fibré en droites hermitien (L, h) et A} < --- < Ay ses
valeurs propres par rapport a w. Alors pour toute p-forme holomorphe u 2 valeurs dans L~!
ona

0> [ (OuL™), Al ) gV > [ (b4 ucp )l Ve
X X

10.3. Théoreme de Calabi - Yau

La courbure de Ricci d'une métrique kdhlérienne sur X est dans la premiére classe de Chern
de X. Le théoréme de Calabi - Yau affirme (dans ce cas particulier) que tout représentant de
classe °° de ¢; (X) peut étre réalisé comme courbure de Ricci d’'une métrique kihlérienne sur
X.
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Plus précisement, soient y € H!(X) une classe de Kihler et p € ¢;(X) une (1,1)— forme
réelle fermée de classe ©"°. Il existe dans y une unique forme de Kahler v dont la forme de
Ricci Ricci(v) est p. Autrement dit, si f est un potentiel de Ricci(w) — p tel que [ ef w™ = y",

b'¢

on obtient

v = el "

Cette derniére équation admet une unique solution v dans y pour toute donnée f satisfaisant
[efw™=y"
= )/ .
X
Conjecturé par E. Calabi, ce résultat a été démontré par S.T. Yau par des techniques au
développement desquelles Th. Aubin a beaucoup contribué.

1. Groupes de cohomologie d’un fibré pseudo-effectif

On se propose dans ce paragraphe de démontrer le théoréme 9.1 sur la cohomologie des
fibrés en droites pseudo-effectifs.

Soit T un courant positif fermé dans ¢ (L) tel que le rang de sa partie absolument continue
soit e(L) sur une partie A de mesure strictement positive. Soit h une métrique hermitienne
de classe > quelconque sur L. Le courant T s'écrit ©(L) + id0 ¢ ot @ est une fonction
quasi-plurisousharmonique sur X. Par le théoréeme de régularisation 9-1de [De 82], il existe une
famille croissante (@) ) 1) de fonctions de classe 4> sur X, une famille croissante (A¢), o]
de fonctions de continues sur X et une famille (y;) eclo,1] de (1, 1)— formes réelles continues
sur X telles que :

e Pour tout x € X, @¢(x) tend vers @(x)
b iag(ps 2 Ye — AW

® Yy > _Gh(L)

Ye tend presque partout vers (i00 @) ,,

e A tend presque partout vers 0.

Lidentité de Bochner - Kodaira - Nakano donne pour toute p—forme holomorphe u a
valeurs dans L~ muni de la métrique duale de he2""Ps

/ ([—On(L) — B e Al iy 1,y ™ dVe < 0

X
/([—G)h(L) —ye +Acw, Ay, u)u_l,h)ezm’dew < 0
X

Les théorémes usuels d’intégration s’appliquent car @, est uniformément majorée, y, mi-
norée, A; et @, croissantes, et conduisent a

/([— Tac, Ay, u) (L_llh)ezmpde <0.
X
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D’ou
/ ([—Tac, Al u>(L71,h)ezmpde <.

X—supp(T—Tac)

Sur X — supp(T — Tyc), les valeurs propres de T, sont des fonctions L! positives dont e(L)
sont strictement positives sur A— supp(7T — Ty¢). La forme u est donc nulle sur A, holomorphe
sur X et par conséquent identiquement nulle. |

12. Groupes de cohomologie d’un fibré nef

On démontre maintenant le théoréme 9.2 concernant les fibrés en droites numériquement
effectifs.

Soit I = v(L) la dimension numérique de L. Puisque L est nef, ¢, (L)’ peut étre représentée
par un courant positif fermé non nul 7. D’olt

/cl(L)l/\w"_l:/T/\w"_l>0.

X X

Puisque ¢; (L) + e{w} est pour tout € > 0 une classe de Kéhler, le théoreme de Calabi - Yau
fournit une métrique hermitienne £, sur L telle que O, (L) + cw soit une métrique kdhlérienne
sur X et

(O, (L) + ew)" = A"

avec

Soit 1 une métrique hermitienne quelconque sur L. La métrique h, s'ecrit he 2™, On
peut imposer la condition de normalisation f x PedVy = 0. Alors

n—1
Ap®: = 100 @e A % = Trace,®p, (L) — Trace,0p(L)
n—1)!

Qe = Gy(Trace,®p, (L) — Trace,,0,(L))

ol G, est'opérateur de Green du Laplacien de associé a w[G-H 78]. On observe que la famille

de fonctions ( Tracey,®p, (L)) eclo,1] €St bornée en masse, que Gy : L' — L' est compact, on

peut donc supposer, quitte a extraire une sous-suite, que @, converge presque partout vers
1

pel.

On remarque de plus que, par construction, pour tout € > 0,0, (L) + ew > 0 et donc
i00 s > —0O n(L) — w. La condition de normalisation f x PdVy = 0 assure donc que la suite
(®¢) eclo] ©st uniformément majorée sur X compacte.

Soient (—& <)yj < --- < ¥4, les valeurs propres de ©,, par rapport a w. Soit 6 > 0 tel que
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n—1 -1

+ soit strictement inférieura 1. On a
n—1+1 n—I1+1

po=

/(y;+e>de < /[(y§+e>+---+(y;+e>]de
X

Alors Ve := {x € X/y5, + € > Ae“s} est de volume inférieur 2 £° fX w™. De plus A, est
partout égal au produit des valeurs propres de 0y, (L) + ew, soity] + & < --- < y§ + & En
dehors de V¢, on adonc

1/n—I1+1
Yo te = (5+e)... (0 +0)" "

A 1/n—I1+1
> (Gr9m)
T\t

n—I

en—I+
> B—— > Bé¥
5_5n—l+1

On prend maintenant une p—forme holomorphe u a valeurs dans L~! muni de h; (p < D).
Il vient par 'identité de Bochner - Kodaira - Nakano

0 2 /(I:@hg(L_l): A]u; u>(L—1’h)e2Tr(pEde.
X

Par suite

0> /(Y‘i +to Y ot Yfz—p)||u||%L—1,h)ezn%de
X
N /( Bet — (n— p)e)luf?y 1" Ve + / (n = ) (=O)ul?,1 4y Ve

X—Ve Ve

2 27TTQ, n—p 2 27T
[ (R e N A e
X Ve
< Vol (Ve) < Goe°.
car (@;) est uniformément majorée. Par le théoreme de convergence dominée, on obtient

[t gyemav <o
X

et u est donc nulle.
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Idée de démonstration du théoreme 9.3. — On adapte la démonstration précédente aprés avoir
remarqué que pour tout € > 0, on peut trouver une forme de classe ¥°° cohomologue a E et
minorée par —sw en dehors d'une partie W, de X de mesure inférieure a «.

13. Sur les variétés de Fujiki

On se propose ici de déduire le théoréme 9.4 des théorémes analogues sur les variétés kih-
lériennes par les techniques développées dans [Fu 83].

On montre d’abord que sur les variétés de Fujiki comme sur les variétés kdhlériennes, les
définitions relatives a la pseudo-effectivité et a I'effectivité numérique s’expriment en coho-
mologie de De Rham.

LEMME 13.1. —  Sur une variété de Fujiki X, tout courant T de type (p, q) avecp > 1,q > 1
qui est d-exact, est i00-exact.

Démonstration. — Ce résultat est classique sur les variétés kdhlériennes, par la théorie
de Hodge. Soit u : X — X une modification de X, avec X kihlérienne. Puisque I'injection
des formes différentielles dans les courants induit un isomorphisme en cohomologie de Bott-
Chern, il existe une forme différentielle u de classe €°°, et un courant T’ tels que T = u +
i00 T'. La forme u*u est, comme T, d-fermée. 1l résulte des formules pu*u = u, oll u, est
calculé au sens des courants, et i, i00 = i00 u, que T est id0-exact. n

ProposiTION 13.2. —  Soient f : X = Y une application holomorphe entre variétés analy-
tiques complexes compactes lisses et L — Y un fibré en droites sur'Y.

(i) Méme si L est pseudo-effectif, f* L ne Uest pas en général.

(i) SiL estnef, f*L l'estaussietv(f*L) < v(L).

Démonstration. — (ii) résulte des définitions. Pour (i), il suffit de considérer I'injection du
diviseur exceptionnel E ~ P"~! dans I'éclaté d’une variété de dimension n en un point et le
fibré en droites effectif ¢'(E) dont la restriction a E estisomorphe a Opn—1(—1). [

Dans le contexte des variétés de Fujiki, on obtient pour une application surjective la

ProposITION 13.3. —  Soient f : X — Y une application holomorphe surjective entre var-
iétés de Fujiki compactes lisses et L — Y un fibré en droites sur Y.

(i) SiL est pseudo-effectif, f*L l'est aussiete(f*L) > e(L).

(i) SiL estnef,v(f*L) = v(L).

Démonstration. — Pour (i), soit T un courant de type (1, 1), positif, d-fermé, dans la dans
la classe de cohomologie de Bott-Chern ¢; (L) g¢, tel que le rang de sa partie absolument con-
tinue soit e(L) sur un ensemble de mesure non nulle. Le courant T s'écrit T = u + 00 @, ol
u est de classe €°° et @ localement intégrable. Puisque f est surjective et propre, @ o f est
une fonction localement intégrable. Le courant f*T := f*u + i00 @ o f permet de conclure
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puisque la différentielle de f est surjective en dehors d'un sous-ensemble analytique strict de
X.

Pour (ii), il suffit d’apres la proposition précédente de traiter le cas ol1 X est kdhlérienne . On
munit donc X d’'une métrique kihlérienne w. On note m = dim Y, n = dim X et [ = v(L). Soit
uunreprésentant de classe ¢ etde type (1, 1) dela classe ¢; (L). Parla formule de projection,

fe (f*ul A w"—’") — Ul A fu(w™™).

Le courant f, ("~ ™) est positif fermé de degré zéro : il correspond a la fonction constante
strictement positive égale au volume d’une fibre générique de f. Puisque u' n’est pas nulle en
cohomologie de De Rham, il en est donc de méme pour f*u’. Ainsi v(f*L) = v(L). [

Reste a rappeler le théoréme d’injectivité (voir [Fu 83] théoréme (4.10)) pour conclure la
démonstration du théoreme 9.4.

THEOREME 13.1. — Soient f : X — Y une application holomorphe surjective entre var-
iétés de Fujiki compactes lisses et E — Y un fibré vectoriel sur Y. Alors l'application naturelle
HPA(Y,E) — HPY(X, f*E) est injective pour tout couple d'entiers (p, q).

Remarque. — Les méthodes utilisées ici permettent de montrer le théoréme suivant de
type Kawamata-Viehweg ([Fu 83] théoreme (4.9))

THEOREME 13.2. —  Soient X une variété de Fujiki compacte lisse et L — X un fibré en
droites dont la premiere classe de Chern c1 (L) possede un représentant de classe € > semi-positif
dont le rang sur un ensemble de mesure non nulle est k. Alors

HYX, L™ =0 pourq<k.

En particulier, si L a une puissance globalement engendrée (on dit que L est semi-ample) alors
I'annulation a lieu en degrés g strictement inférieurs a la dimension numérique de L.

Démontrer par ces méthodes le théoreme de Kawamata-Viehweg général sur les variétés
kdhlériennes compactes nécessiterait d’estimer différents représentants harmoniques, pour
différentes métriques, d'une classe de cohomologie de Dolbeault a valeurs dans L.
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14. Introduction

Dans toute la suite, (X, w) désignera une variété kdhlérienne compacte connexe lisse de
dimension n, F — X un fibré vectoriel holomorphe sur X de rang r. La lettre ¢ désignera une
(0, 1)-forme harmonique sur X.

Nous noterons Pic(X) le tore complexe qui parameétre les classes d’'isomorphie de fibrés
en droites topologiquement triviaux sur X (i.e. de premiere classe de Chern nulle). Pour y €
Pic’(X), la notation A, désignera un représentant de y. Pour (p, g, m) € N?x N*, nous étudions
les lieux exceptionnels de cohomologie :

S (X, F) := {y € Pic®(X)/hP9(X, F ® Ay) > m}.

il n'y a pas de risque de confusion, nous omettrons X dans la notation Sh,7(X, F). Si p est
nul, nous 'omettrons. De méme, si m vaut 1, nous I'omettrons. Plus généralement, pour tout
morphisme a : X — A de X dans un tore complexe, nous étudions

Sh(X, E a) == {y € Pic°(4)/h"(X, F ® a*A,) > m}.

Par utilisation des techniques de déformation de groupes de cohomologie, Green et Lazars-
feld ont obtenu des théorémes d’annulation générique et de structure des lieux exceptionnels
de cohomologie pour les fibrés topologiquement triviaux [G-L 87] [G-L 87’] [G-L 91]. Cette re-
striction est due a l'utilisation de la théorie de Hodge comme argument ultime. Au paragraphe
15, nous étudions des notions de semi-négativité pour obtenir des outils analytiques analogues
a ceux fournis par la théorie de Hodge. Nous étudions en particulier les morphismes de Lef-
schetz et les morphismes de produit tensoriel par une section agissant sur la cohomologie des
fibrés semi-négatifs. Nous étendons au paragraphe 16 les théoremes d’annulation générique
aux fibrés semi-négatifs.

Nous définissons au paragraphe 17 une condition de dégénérescence relative a (X, F $)
et nous montrons que cette condition réduit a I'obstruction du premier ordre les obstruc-
tions supérieures qui apparaissent dans la déformation des classes de cohomologie de F dans
la direction ¢. Nous proposons ensuite des hypotheses de semi-négativité analytiques et al-
gébriques sur F qui assurent la condition de dégénérescence et, par suite, la structure linéaire
du lieu exceptionnel de la cohomologie des déformations de F par produit tensoriel par les
fibrés en droites topologiquement triviaux. En découlent des propriétés de périodicité de la
fonction k ~ h9(X, F ® ) ol F est un fibré vectoriel semi-positif et 4 un fibré en droites
numériquement plat.

Nous définissons ensuite une condition forte du premier ordre qui réduit les obstructions
supérieures a 'obstruction du premier ordre et implique aussi I'annulation de cette derniére
obstruction. Sous cette condition, les déformations de F ont toutes la méme cohomologie.
Nous donnons des hypotheses analytiques et algébriques qui assurent la condition forte du
premier ordre.

Au paragraphe 18, nous étendons les résultats précédents au cas de la cohomologie des
déformations d’un fibré en droites numériquement effectif et abondant sur une variété projec-
tive. Nous montrons au paragraphe 20 comment obtenir des résultats pour les fibrés vectoriels.

Nous noterons &« = &y : X — Alb(X) le morphisme d’Albanese de X. Le prototype des
théorémes que nous obtenons est



60 15 NOTIONS DE SEMI-NEGATIVITE

TuforiME. —  Considérons (X, w) une variété kihlérienne compacte lisse de dimension
d’Albanese dim «(X) et F — X un fibré en droites dont le dual est globalement engendré. Alors,
pour tout q < dim «(X), le lieu exceptionnel S7(F) de la cohomologie des déformations de F par
produit tensoriel par les fibrés en droites topologiquement triviaux est un ensemble analytique
réunion de translatés de sous-tores de Pic’(X) de codimension supérieure a dim «(X) — q. De
plus, S9(F) C S9(F?) C S1(F3) C ---.

Au paragraphe 21, nous retrouvons le théoréme de Lichnerowicz sur la surjectivité et la
lissité du morphisme d’Albanese d'une variété kdhlérienne compacte a courbure de Ricci semi-
positive.

Les théorémes d’annulation générique et de structure des lieux exceptionnels sur les va-
riétés kdhlériennes complétes a géométrie bornée s’obtiendront sans doute par une démarche
similaire.

H. Dunio a obtenu sur les variétés projectives, des théoremes d’annulation générique pour
les fibrés en droites de dual semi-ample ou abondant en les déduisant par construction de
revétements cycliques, de théorémes sur les fibrés en droites topologiquement triviaux (voir
[E-V 92]).

15. Notions de semi-négativité

15.1. Définitions et propriétés

Soient la variété (X, w) et le fibré vectoriel F — X comme dans I'introduction. On munit
F d’'une métrique hermitienne  de classe °°. Les métriques w et k permettent de définir sur
I'espace des formes a valeurs dans F un produit scalaire global noté {(, )). Onnote D := D' +
D" 1a connexion de Chern sur le fibré holomorphe hermitien (F, h) et § := &' + §” 'adjoint de
D pour le produit scalaire (( , )). La notation A désigne I'adjoint de la multiplication extérieure
par w notée L agissant sur les formes différentielles a valeurs dans F. On note A (resp. A/, A”)
le Laplacien associé a 'opérateur D (resp. D/, D).

Dans ce contexte, on dispose des identités de Hodge :

6", L] =iD' [§,1L] =—iD" e [5L]=i(D'—D")
I:D”, A] — l6/ [D,, A] — _i6//’

de larelation entre Laplaciens (conséquence de [D/, 8] = 0 etde [D", 8] = 0)
A=A +4"
delarelation de commutation (conséquence par l'identité de Jacobi de l'identité [D, [§, L]] = 0)
ALl =0
et de I'identité de Bochner-Kodaira-Nakano:

A" = N + Jicy (F), Al

Lopérateur [ic,(F), A] agit ponctuellement de la maniére suivante : en notant
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(dz;) une base w-orthonormée de T; X,
(ex) une base h-orthonormée de E,

Wy = izldzl N dzp,

icp(F)y = izjk)\“ Cikapdzj N\ dziey @ ey,

u= Y udzANdz;® e € NMITIX @ Fy,
[1|=p|i|=qA

et en convenant que les tenseurs u} ; sont alternés en les indices I et J

. _ oA T
<[icp(F), Ny, u> = Z Z Ckau Uyt yWips ;
[I'|=p=1|J|=q jkAu

_ A TH
DD G Uiyt Uy iyt

\Tl=p.J'|=q—1 jkAu

AT
- E: E:C]]Auul,]ul,]'

[Tl=p.|J|=q jAu

DEFINITION 15.1. —  On dira que le fibré vectoriel F est (p, q) -semi-positif s'il peut étre muni
d’'une métrique hermitienne h de classe € ° telle que l'opérateur [ic,(F), A] soit semi-positif sur
APIT*X ® F. On dira alors que (E h) est (p, q)-semi-positif.

Puisqu'il s’agit d'une propriété de courbure, cette notion est conservée par produit ten-
soriel par un fibré en droites plat. On utilisera essentiellement la (0, g)-semi-positivité et on'y
fera référence comme a une notion de semi-négativité.

Par exemple, un fibré vectoriel hermitien de dual semi-positif au sens de Nakano est (0, g)-
semi-positif pour tous g. Un fibré vectoriel hermitien semi-négatif au sens de Nakano est (p, 0)-
semi-positif pour tous p. Par conséquent, un fibré vectoriel de dual globalement engendré est
(p, 0)-semi-positif pour tous p.

Un fibré en droites hermitien a courbure semi-négative (par exemple un fibré en droites de
dual semi-ample) est (0, q)- et (p, 0)-semi-positif pour tous p et q.

Lintérét de cette notion repose dans le lemme suivant, conséquence simple de la semi-
positivité des Laplaciens, de la relation entre Laplaciens et de I'identité de Bochner-Kodaira-
Nakano :

LEMME15.2. —  Une (p, q)-forme a valeurs dans un fibré vectoriel (p, q)-semi-positif est
A" -harmonique si et seulement si elle est A-harmonique.

Pour une (p, q)-forme &, A”-harmonique a valeurs dans un fibré vectoriel hermitien (p, q)-

semi-positif on a
DIE = ' = D'E = 8"E = 0 et [icy(F), AJE = 0.

15.2. Dualité de Serre

On dispose du
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LEMME 15.3. —  Sur une variété de dimension n, un fibré est (p, q)-semi-positif si et seule-
ment si son dual est (n — p, n — q)-semi-positif.

Démonstration. — Si# : APIT*XQF — A" P"9T*X®F* désigne |'opérateur de Hodge
tel que
uNtv = (u v)dVy,

pour u et v dans A»9T*X ® F, et si F* est muni de la métrique duale 1* d’'une métrique h sur
F,ona
([icns (F), Al#u, #u) = ([ica(F), Alu, u).

15.3. Morphisme de Lefschetz

Pour tout couple d’entiers (p, q) tel que p+ g < n, on considére le morphisme de Lefschetz
n—p—q
HPI(X, F) 22— "9~ P (X, F).

Si F est le fibré en droites trivial sur X, la théorie de Hodge montre que ces morphismes sont
des isomorphismes. Dans le cas ol Fest semi-positif, reste le

THEOREME 15.1. — (i) Si a est une (p, q)-forme A" -harmonique a valeurs dans un fibré vec-
toriel hermitien (p, q) -semi-positif, alors, pour toutr € N, L" a est A" -harmonique.

(i) Sip + q < netsiF est(p, q)-semi-positif, alors le morphisme de Lefschetz L" P~ 19 est
injectif.

(iii) Les composantes de la décomposition primitive d'une (p, q)-forme A" - harmonique a
valeurs dans un fibré vectoriel hermitien (p, q) -semi-positif sont A" -harmoniques.

(iv)Sip+ q < netsiF est(n— g n— p)-semi-positif, alors le morphisme de Lefschetz
L"=P~4 est surjectif.

Démonstration. —

(i) Puisque w est kihlérienne, D’ (L"a) = 0.

Par les identités de Hodge,

r—1
6”(Lra) — Lré”a + ZLk[(SH, L]Lr_k_ld
k=0

r—1

= iy "D’ a
k=0

= irl" 'Da=0

par le lemme 15.2.

(ii) Soit a une (p, q)-forme A”-harmonique a valeurs dans F telle que L"~P~%a soit A" --
exacte. D’apres (i), L" P~ 9a est A” -harmonique et donc nulle. La décomposition primitive de
a est de la forme ) | r>o L' ar. Par suite, Zr>0 L't"=P~4q, est une décomposition primitive de
la forme nulle de bidegré (n — g, n — p). Par unicité, on conclut a la nullité de a.
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(iii) Soit b une (p, g)-forme A”-harmonique a valeurs dans F. Soit 3=, ax(0,p+g—n) L br
sa décomposition primitive. Par le lemme 15.2, b est A-harmonique. Puisque L et A commu-
tent avec A, les formes b, sont A-harmoniques par unicité de la décomposition primitive. La
relation entre Laplaciens et leur semi-positivité montrent alors que les formes b, sont A”-har-
moniques.

(iv) Soient bune (n—g, n—p)-forme A”-harmonique a valeursdans Fety_ -, , . L"b,sa

décomposition primitive. D’apres (iii), les formes b, sont D" -fermées. Lr—ntptdp,

rzn—p—q
est donc un antécédent de b par L P4, ]

Ce dernier résultat figure en bidegré (p, 0) dans [En 93].

15.4. Produit tensoriel par une section

Pour décrire des relations d’inclusion entre lieux exceptionnels de cohomologie, on géné-
ralise le théoréme d’injectivité de Kollar ([Ko 86] Théoreme 2.2).

THEOREME 15.2. —  Soit F — X un fibré en droites (n, q)-semi-positif sur une variété kih-
lérienne compacte lisse de dimension n. Soit s une section globale non nulle d'une puissance
Fk (k € N*) de F. Alors les morphismes induits en cohomologie par le produit tensoriel par s

-®@s:HI(Kx @ FF @A) = HI(Kx @ FFF @)

sont injectifs pour tout | € N*, et A fibré en droites plat sur X.

Il en découlerale

COROLLAIRE15.4. — Soient F — X et s comme dans le théoreme précédent. Alors pour tout
1 € N*, les lieux exceptionnels de cohomologie vérifient

S (F') C s (F'F).

Démonstration. — Elle peut se faire en suivant [En 93]. On utilise ici une démarche
légerement différente. Soient i une métrique hermitienne de classe ¢’°° sur F a courbure
(n, g)-semi-positive et k) une métrique a courbure nulle sur A. Soit € une (n, g)-forme A" -
harmonique a valeurs dans le fibré en droites F ® A muni de la métrique 1! ® h;.

On montre d’abord que £ ® s est une (7, g)-forme A”’-harmonique a valeurs dans F/** @ A
muni de la métrique 1% @ hy. Tl est clair que D" (£ ® s) = 0. Par les identités de Hodge, on
trouve

§"(E®s) = i[D,A(E®s)=iD (A(E®5s)) = iD' ((AE) ®s)
= i([D,AJE) @ s+ (—1)9BEAE A D's
= §"E@s+ (—1)985AE A D's = (—1)98EAE A Ds.

Maintenant, D' (AE) = [D", AJE = i§'E = O parlelemme 15.2et D'’ D's = D?*s = ¢(FF)As.
Par conséquent,
N(Ews) = d'8"(E®s)=iAEAD"D's
= INEAC(FR) As=ic(FF),ANE® s
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car & est de bidegré (n, g). Par I'identité de Bochner-Kodaira-Nakano, € est en tout point de X
dans le noyau de [ic(F' ® A), A] et donc dans celui de [ic(F¥), A]. Ainsi £ ® s est A”"-harmoni-
que.

Si de plus & ® s est D"’ -exacte, elle est nulle et par conséquent € est nulle. |

16. Annulation pour les fibrés semi-négatifs

16.1. Théoréme d’annulation

Dans ce paragraphe, on se propose de démontrer le

THEOREME 16.1. —  Soient la variété X et le fibré vectoriel F comme dans l'introduction. Soit
0 < g < dima(X). On suppose que F — X est (0, q)-semi-positif. Alors, S1(F) est un sous-
ensemble analytique de Pic®(X) de codimension supérieure a dim «(X) — q.

Il en résulterale

COROLLAIRE16.1. —  Si de plus X est de type d’Albanese général, i.e. si dim x(X) = dim X,
alors
(—1)"x(F) = X(Kx ® F*) > 0

ot X désigne la caractéristique d’Euler.

Exemple. — On considére un tore complexe T de dimension g > 2 et le fibré en droites L
défini par L := pf0(—3) — P! x T =: X ot1 p; est la premiere projection. Le fibré L est (0, 1)-
semi-positif. La dimension d’Albanese de X est g. Le groupe H'(X,L) = H!(P!, 0(-3))
est isomorphe a C2. Mais d’apres le théoreme précédent, pour y générique dans Pic’(X) ~
Pic’(T), le groupe H'(X, L ® A;) est nul. C’est aussi une conséquence de la formule de Kiin-
neth.

Loutil essentiel est apporté par la

PROPOSITION 16.2. —  Soit (E h) un fibré vectoriel hermitien (0, q) -semi-positif. Si® est une
(0, 1) -forme harmonique et a une (0, q) - forme A" -harmonique a valeurs dans (F, h), alors® A a
est A -harmonique.

Démonstration. — On a déja

D'(@na)= @) Aa—dAD"a=0.

Maintenant,
i"(®ANa) = [AD](®Aa)
= AD'(®Aa) cardAa est de type (0,g+ 1)
= A(®PADa) car ¢ est harmonique
= 0 d’apres le lemme 15.2.
]
Remarque. — Par le méme calcul, on prouve que le produit extérieur d'une (0, g)-forme

A" -harmonique a valeurs dans un fibré (0, g)-semi-positif par une (0, ¢’)-forme A”-harmoni-
que a valeurs dans un fibré (0, ¢’)-semi-positif est A” -harmonique pour la métrique produit.
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Démonstration du théoreme 16.1. — Lanalyticité de Sy, (F) provient de I'existence locale
sur Pic’(X) d’'un complexe de faisceaux localement libres qui calcule la cohomologie des dé-
formations de F ([G-L 87] paragraphe 1). La proposition 16.2 rend possible l'utilisation de
la démarche qui conduit au théoréme 2.10 de [G-L87] : soit y un point lisse de Sy,(F) oi1
h(X,F ® Ay,) = m # 0. On prend a une (0, g)-forme A”-harmonique a valeurs dans F ® Ay,.
On définit

# = {®(0,1) — forme harmonique /[® A a] = 0 dans H'"' (X, F® A,,)}.

Comme F, le fibré F ® Ay, est (0, g)-semi-positif. En fait, puisqu'une forme A”-harmonique et
D''-exacte est nulle, la proposition 16.2 montre que

Voe W, dANa=0.
Par un lemme simple d’algebre linéaire, pour tout x € X ot a(x) # 0,
dim{®(x) € T} X, ¢ € #'} < dim{v € T} X/v A a(x) = 0} < dega = q.

On note e I'application d’évaluation des (0, 1)-formes harmoniques sur X. La transposée de
la différentielle du morphisme d’Albanese « est 'application d’évaluation des 1-formes holo-
morphes sur X. Par conjugaison, on obtient donc

rangx(x) = h*'(X) — dimker e(x)
dim{®(x) € T})X, o€ #'} > dim# — dimkere(x).

Par conséquent, puisque dim «(X) = rang «(x) en un point x générique de X,

codim(#, H' (X, 0)) = h®'(X) — dim # > dim a(X) — q.

Le théoréme du complexe dérivé ([G-L 87] Théoreme 1.6) affirme que, dans1’espace tangent
4 Pic’(X) en yp, le cone tangent en y; au lieu exceptionnel Sy, (F) (iciI’espace tangent au point
lisse yp de Sy,(F)) est inclus dans le lieu exceptionnel Sy,(D®(E yp)) du complexe dérivé de F
en )p. Ce complexe est le complexe de faisceaux localement libres et triviaux

D*(Eyp) : TyPic’(X) x H*(X, F ® Ay,) — Ty, Pic’(X) x H*TH(X, F ®Ay,)

la différentielle étant donnée en un point z € T, Pic’(X) ~ H'(X, &) par le produit extérieur
par la (0, 1)-forme harmonique ¢ qui représente la classe de cohomologie z. En particulier,
puisque h9(F ® Ay, ) est égal a m, le lieu S},(D®(E yo)) estinclus dans . On obtient

codimy, (S (F), Pic®(X)) = codlm(Ty0 m(F), Ty, Pic®(X))
> codim(S7,(D*(E y)), Ty, Pic’ (X))

> codim(#,H (X, 0)) > dimx(X) —g. W
Remarque. — Si un groupe fini G agit sur X et de maniere compatible sur F — X, la
construction du complexe dérivé, le théoreme 1.6 de [G-L 87] et par suite le théoréme précédent

restent valides si on s’intéresse a la cohomologie G-équivariante.

Remarque. — La propriété universelle du morphisme d’Albanese permet d’interpréter la
transposée de la différentielle d'un morphisme a : X — A de X dans un tore complexe A
comme |’évaluation des 1-formes holomorphes sur X provenant par a des 1-formes holomor-
phes sur A. Une démonstration analogue a celle du théoréme 16.1 conduit alors au
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THEOREME 16.2. —  Soient la variété X et le fibré vectoriel F comme dans l'introduction. Soit
a : X — A un morphisme de X dans un tore complexe A. Soit0 < g < dim a(X). On suppose
queF — X est (0, q)-semi-positif. Alors, S7(X, F, a) est un sous-ensemble analytique de Pic’(A)
de codimension supérieure a dim a(X) — q.

16.2. Caractéristique d’Euler d’'une sous-variété

En guise d’application, on obtient

COROLLAIRE16.3. —  Soit X une variété type d’Albanese général. Soit Y une sous-variété de
codimension r de X définie par une section s d'un fibré vectoriel F de rang r. Si F est de dual
(0, q) -semi-positif pour tout q < dim X, alors (—1)4™Y x(&y) > 0.

Démonstration. Lhypotheése sur la codimension de Y assure que s est localement don-
née par des familles régulieres de fonctions holomorphes. Le complexe de Koszul associé a
s:

r 2
0——»/\fﬂ—ﬁ+---/\fﬁ—ﬂ»F*Lﬂ»ﬁx——ao
donne donc une résolution de .#y. On déduit du théoréme 16.1 que pour A générique dans
Pic’(X) et ¢ < dim «(X) — rang(F), ona
HI(X, Iy @ A) = 0.

En conséquence, pour A générique dans Pic’(Y) et ¢ < dim «(X) — rang(F), on obtient, en
utilisant la suite exacte courte qui définit &'y, 'annulation

HI(Y,A) = 0.
En particulier, si la variété X est de type d’Albanese général, puisque la caractéristique d’Euler
est un invariant numérique, on obtient que (—1)4™ Y x(&y) > 0. [

Ce corollaire s’applique en particulier pour les fibrés vectoriels semi-positifs au sens de
Nakano.

17. Lieux exceptionnels de cohomologie

Létude repose sur le calcul d'une suite spectrale de déformation des groupes de coho-
mologie de F. On définit d’abord une condition de dégénérescence qui permet ce calcul et
on présente ensuite des hypotheses de semi-négativité qui impliquent la condition de dégéné-
rescence.

17.1. Condition de dégénérescence

DEFINITION 171. —  Soit (X, E ®) comme dans l'introduction. On dira que le triplet (X, E, ®)
vérifie la condition de dégénérescence en bidegré (p, q) si pour tout couple (a, b) de (p, q) -formes

N

de classe €°° a valeurs dans F tel que

e D'a=dAb
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o best A" -harmonique,

ona
D'a=0o.

Remarque. — Si un groupe fini G agit sur X et de maniere compatible sur F — X, la
condition de dégénérescence se généralise pour les formes &, G-équivariantes : il suffit de ne
considérer dans la définition que les couples (g, b) de formes G-équivariantes.

17.2. Déformation des groupes de cohomologie

Soit yo un pointlisse de Sh;’(F) olt k?9(F ® Ay, ) est exactement égal a m. Soit une forme
harmonique ¢ € T, Pic’(X) ~ H!(X, 0) tangente en y; a Sh,"(F). Par le théoreme du com-
plexe dérivé ([G-L 87] théoréme 1.6), ¢ est dans le lieu exceptionnel SZ1 (D'(Qf( QX E yo)) du
complexe dérivé de Qf( ® F en yp ; par conséquent, les applications

_ b b
HPI"Y (X, F @ Ay, )—2—HPI(X, F ® Ayy) ——— HPITL (X, F ® A,,)

sont nulles.

Soit Z la "droite" de Pic’(X) passant par y, et de direction . On désigne par z une coor-
donnée sur Z centrée en yp. Soit AP9(F ® Ay ) I'espace vectoriel (de dimension infinie) des
(p. q)-formes de classe €' sur X a valeurs dans F ® A . Un complexe de faisceaux sur Z qui
calcule la cohomologie de (F ® Ay) ¢ est ([G-L 87'] proposition 2.4)

[ ] ® [ ] d. [ ]
(AP®,d%) : AP*(F® Ay) ®c O7———AP*THF @ Ay,) ®c 07

d = Digy,, + 2P A.

On notera désormais D" = D!, .
FQ@Ay,

PROPOSITION 17.2. —  Avec les notations précédentes, si de plus (X, F® Ay ®) vérifie la con-
dition de dégénérescence en bidegrés (p, q — 1) et (p, q) alors les fibres de faisceaux en y,

(AP, d%)),, et HPI(X, F © Ay,) B¢ (62)y,

sont isomorphes et par suite Z est totalement incluse dans Sh, (F).

Démonstration. — Lidéal maximal.#),, de (07),, induit une filtration de B* := AP*(F ®
)‘J’o) ®c (ﬁZ)J’O par
F'B* = AP*(F @ Ay,) ®c (M)’

E
puis une suite spectrale ([G-L 87’] paragraphe 6). On convient comme dans [G-H 78] que T est

une notation pour

ENF’
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e Enrango,
Es,t _ FSBS—H do N Es,t-i—l
0 ™ pstigs+t 0
[a] = Z agz —  [2'D"a] mod F*T BT
s'>s
Donc,
%S
EY' = HPPU(X, F ® Ay,) ®c —///Sngl.
Yo
e Enrangi,
B {a € F°'B’"/da € F*T'BTIH1} di st
1 Fstlpstt 1 d(FsBs-i-t—l) 1
!
[a] = Z agz’ — [T (D" as41 + @ A a)]
s'>s
avec D" a; = 0. mod FST2pstitl
—i—dFerlBert.
dila) = [ZT'D"ag + 2P0 A ag1 + 2T A g

= [d(2as41) + 27O A a]
= [zs+1<l> A as] .

On simplifiera désormais comme ci-dessus les formes D" -exactes. Or, sis + ¢t = g — 1 ou g,
puisque les différentielles du complexe dérivé de Q§®F en yp sontnulles, ® A as est D" -exacte :
dl [a] =0.

e Enrang2,
or  {a € F'B!/da € FSt2ptitly d | st2i—1
Ez - Fstlps+i 4 d(Fs—lBs+t—1) ’ Ez
[a] = Z aslzsl — [ZS+2¢ A as+1]
s'>s
avec D" a; =0 mod FST3psTitl
et Dag 1 +®ANag=0. +dFSTIBST,

Modulo F$T1BS*! + d(FS~1B*T'~1), on peut supposer que a; est A” -harmonique. La con-
dition de dégénérescence en bidegrés (p, g—1) et (p, g) montre que D" azy; = 0sis+t = g—1
ou g. Puisque les différentielles du complexe dérivé de Qf( ® F en yp sont nulles pour ces
bidegrés, ® A a1 est D-exacte: d; et d; sont nulles.
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¢ En rang r quelconque supérieur a 2,

B {a c FSBS'H/da c Fs—l—rBs—l—t-H}

St

dr N Es+r,t—r+1
r

T pstlpgstt + d(Fs—r—I—lBs-i-t—l)
!
[a] = Z agz’ — [zs+r¢ A as+r_1]
s'>s
avec D" a; =0 mod FST7Higstitl
D'agiy +®Nas=0 +dFStIBStT,

D/Ids+r_1 + PN ag,—2=0.

Modulo FST1BST? + d(FS~"t1BsT=1) et par applications successives de la condition de
dégénérescence, on peut supposer que pour tout i € [0, r —2] NN, as4; est A”- harmonique. La
condition de dégénérescence permet d’affirmer que D" a5y, = 0. Largument du complexe
dérivé montre alors que ® A as;,—1 est D”-exacte et que d,[a] = 0 en bidegrés (p, g — 1) et

(P, )

e En conclusion, en degré g la suite spectrale précédente dégénére en Ej.

%S
P B =X FoA,) o (@ j/syL)
Yo

st+t=q s

estle gradué associé a une filtration de la fibre en y, du faisceau de cohomologie 727 AP®, d®).
En dehors d'un sous-ensemble analytique propre de Z, tous les faisceaux (#°7(AP*, d®)) ¢
sont localement libres et

%
HVAP®, d%) ® ]y = HP9(X,F ®A,).
y
Sur un voisinage épointé du point yy dans Z, ce dernier groupe est par conséquent de dimen-
sion hP9(X, F ® Ay,) soit m. Le voisinage et par suite toute la droite Z sont dans I'ensemble
analytique Sh,(F). [

17.3. Structure des lieux exceptionnels de cohomologie

PROPOSITION 17.3. —  On suppose que le fibré vectoriel F est (0, q)-semi-positif. Alors, pour
toute (0, 1)-forme & harmonique sur X, le triplet (X, E, ®) vérifie la condition de dégénérescence
en bidegré (0, q).

Démonstration. — Soient a et b deux (0, g)-formes de classe ¢’°° a valeurs dans F telles
que D""a = ® A bet b soit A”-harmonique. Alors, ® A b est A”-harmonique d’apres la propo-
sition 16.2 et D' -exacte par hypothese : elle est donc nulle. |

THEOREME 171. —  Soita : X — A un morphismede X dans un tore complexe A.

(i) Si F est un fibré vectoriel (0,q — 1)- et (0, q)-semi-positif, alors le lieu exceptionnel
Sy(X, E a) est une réunion de translatés de sous -tores de Pic’(A).
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N

(ii) Si F est un fibré en droites qui admet une métrique hermitienne de classe €°° a cour-
bure semi-négative, alors pour tout q € N, le lieu exceptionnel an(X, E a) est une réunion de
translatés de sous -tores de Pic® (A).

(iii) Si F est un fibré en droites de dual semi-ample, alors pour tout q € N, le lieu exceptionnel
Sy(X, E a) est une réunion de translatés de sous -tores de Pic’(A).

Démonstration. — On traite le cas ol1 a est le morphisme d’Albanese de X. Le cas général
s’en déduit par la propriété universelle.

Puisque (i) = (ii) = (iii), on se place sous les hypotheses (7). Par la proposition précé-
dente, pour toute (0, 1)-forme harmonique ® et pour tout y € Pic’(X), (X, F ® A, ¢) vérifie la
condition de dégénérescence en bidegrés (0, g — 1) et (0, ). La proposition 17.2 montre qu’aux
points lisses y de S, (F) ott h9(X, F ® A,) = m toutes les droites tangentes a S, (F) sont en
fait incluses dans Sy, (F). Ceci suffit pour affirmer que les composantes irréductibles du lieu
exceptionnel Sy, (F) sont des translatés de sous-tores de Pic®(X). [

On peut préciser la structure des composantes irréductibles des lieux exceptionnels.
COROLLAIRE17.4. —  SiF est un fibré vectoriel (0, g — 1) - et (0, q) -semi-positif, et si Z est une

composante irréductible de S;},(F), alors il existe un espace complexe normal N, une application
analytique surjective a fibres connexes f : X — N tels que

(i) il existe Ay € Pic’(X), tel que Z C Ao + f*(Pic’(N)),
(i) dim N < g,

(iii) N est de type d’Albanese général.

Démonstration. — Elle suit celle de [G-L 91](Théoréeme 0.1). On considere

A

u: X—2 SAIb(X)——2

obtenue en intégrant les 1-formes holomorphes sur X dont les conjuguées sont tangentes a
Z C SZ1(F ). Ici Z est le tore dual du tore Z. Lespace N est alors 'espace complexe intermé-
diaire qui apparait dans la factorisation de Stein de u. (i) et (iii) sont des conséquences de la
construction de N. Pour (ii), on raisonne comme dans la démonstration du théoréme 16.1 en
remplacant le mophisme d’Albanese ox de X par sa restriction u et donc h*!(X) par dim N. m

17.4. Périodicité

Dans ce paragraphe, on retrouve une partie du résultat de périodicité dti a S.D. Cutkosky
et V. Srinivas ([C-S 93] theorem 8), comme conséquence du théoréme de structure des lieux
exceptionnels.

COROLLAIRE17.5. —  Soit (X, F) comme dans l'introduction. On suppose que F est un fibré
vectoriel (0, g — 1) - et (0, q) -semi-positif. Alors, pour tout fibré en droites u numériquement plat
(i.e. de premiere classe de Chern de torsion) la fonction

k — h9(F @ u¥)

est périodique pour k > ky assez grand.
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Démonstration. — Si p est de torsion, le résultat est acquis. On suppose maintenant que
u est topologiquement plat, mais pas de torsion. On rermarque d’abord que la fonction A —
h9(X, F ® A) semi-continue supérieurement sur Pic’(X) compacte est majorée. On consideére

my(F) := max{m/ il existe une infinité de k € N/h7(F @ p*) = m}.

Lensemble analytique Sf]n,,( P (F) est une réunion finie de translatés de sous-tores de Pic’(X).

Lune de ses composantes irréductibles contient deux points de {u*, k € N} et par conséquent
tout I'ensemble de points alignés {u*, k € N}. Ainsi, pour tout k € N, h9(F®u*) > my,(F). Les
valeurs strictement plus grandes que my, (F) sont en nombre fini et ne peuvent étre atteintes
qu’'un nombre fini de fois. A partir d’'un certain rang ky, les dimensions sont donc

HI(F @ pk) = my ().

Si u est numériquement plat, avec rc;(u) = 0, le fibré u s’écrit T ® A avec T de torsion et A
topologiquement plat (il suffit de prendre une racine ™€ du fibré plat u”). On obtient alors,
pour k assez grand

hI(F @ p*) = my(F @ )

qui ne dépend que de k modulo r. [

17.5. Condition forte du premier ordre

DEFINITION 17.6. —  Soit (X, F ®) comme dans l'introduction. On dira que le triplet (X, F, )
vérifie la condition forte du premier ordre en bidegré (p, q) si pour tout couple (a, b) de (p, q)--

N

formes de classe €°° a valeurs dans F tel que
e D'a=dAb

il existe une (p, q)-forme c de classe €°° a valeurs dans F telle que

dAa=D"c

Remarque. — La condition forte du premier ordre en bidegré (p, g) implique I'annulation
de la différentielle en degré g du complexe dérivé de Q% ® F en [0x], le point 0 de Pic®(X).

PROPOSITION 17.7. —  Siy € Sﬁ;q(F) etsi(X, FQAy,, ®) vérifie la condition forte du premier
ordre en bidegrés (p, q — 1) et (p, q), alors la "droite" passant par y, et de direction ® est incluse
dans le lieu exceptionnel Shy' (F).

Idée de démonstration. — La condition forte du premier ordre montre, sans supposer m
égala hP9(F®A,,) nid tangente a S, (F), que les différentielles d;/ ~!etd? delasuite spectrale
considérée dans la démonstration de la proposition 17.2 sont nulles en rang r > 1.

PROPOSITION 17.8. —  Soit ® une (0, 1)-forme harmonique sur X. On suppose qu'il existe
une métrique hermitienne h de classe €°° sur F et un nombre réel € strictement positif tels que

lich(F), A] > €[i® A ® ® Idp, A] sur N*TT ' T*X @

Alors (X, E ®) vérifie la condition forte du premier ordre en bidegré (n, q).
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Démonstration. — Soient a et b deux (n, g)-formes de classe ¥’°° a valeurs dans F

telles que D"a = ® A b. On cherche a appliquer a ¢ A a le principe des estimations L? pour
I'opérateur D"

On remarque d’abord que :

D'(®ANa) = ®AD'a car ® est harmonique
= dADPAD par hypothese
= 0 car ¢ est de bidegré (0,1).

Soit v une (n, g + 1)-forme de classe ¢°° a valeurs dans F muni de la métrique h. v s’écrit

v, + vy avec v, € kerD” et v, € (kerD")L C Kers”. On note () I'adjoint de la multiplication
extérieure par .

[(@nav)* = [(®Aauv)
= [{a u@)m)|* < llal*|le(@) v

Or, puisque v; est de bidegré (n, g + 1) et ® de bidegré (1,0),
(®)v = —i[®, AJlvy = —i® A Avy.
Par conséquent,

le(@ul* =~ i®AAv, (®)r1))
= ((16/\¢/\Av1, V1>>
= «[15 A\ CI), A] U, l}l».

Par I'hypothése de courbure sur F, puisque v; est de bidegré (n, g + 1),

{[i® A ®, Alvy, 1)) < =(([icn(F), Alvy, v1).

[

Linégalité de Bochner-Kodaira-Nakano fournit
(lien(F), Avr, v1) < ID"wn|* + (18" w1 | = 18" w1 |* = 18" v]|".
Ainsi,
o _ Nall® oo
(@A avh” < ——lI67wl

Par le théoreme d’Hahn-Banach et les propriétés d’ellipticité de A” (on peut imposer la condi-
tion supplémentaire 5" ¢ = 0), il existe une forme ¢ € €*° (X, A"1T*X ® F) telle que

dANa=D"c

Remarque. — Lidée directrice de cette démonstration et donc de ce paragraphe est in-
spirée par [Sk 78].
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THEOREME 17.2. — (i) Soit Q une métrique kdhlérienne sur Alb(X). Supposons qu'il existe
une métrique hermitienne h de classe €>° sur F telle que [icy(F),A] > [«*Q @ Idp, A] sur
AMT*X @ F et sur N*9t1T*X ® E Alors pour tout m € N, Sy’ (F) = Sy, 1(F~1) est soit vide,
soit égal aPic’(X).

(ii) En particulier, si F est un fibré en droites dont une puissance F* est globalement engen-
drée et vérifie H (X, F¥) = 0, alors pour tout (g, m) € N x N*, Sp,(F~!) est soit vide, soit égal a
Pic’(X).

Démonstration. — (i) Par hypothése, pour tout ® € H!(X, ¢') harmonique et pour tout
y € Pic?(X), il existe une métrique hermitienne de classe ¢’ sur F ® Ay etune > 0 tel que

licn(F®Ay), A] > €[i® A ® @ Idpga,, A] sur A*T*X @ F et sur A" T*"X @

D’apresla proposition 17.8, (X, F®A,, &) vérifie la condition forte du premier ordre en bidegrés
(n, g — 1) et (n, q). Par la proposition 177, toutes les droites passant par un point de Sy,;” (F)
sont incluses dans Sy, (F).

(ii) Soient ® € H'(X, ') et Ey I'extension de F¥ par lui-méme définie par .
0— F*¥ > Ep — FF 0.

Puisque H' (X, F¥) = 0 et que F¥ est globalement engendré, la suite exacte longue associée
montre que Ep est aussi globalement engendré et par suite semi-positif au sens de Griffiths.
Pour une métrique quotient sur F k par un calcul de ([Gr 69] 2.d),

, [
ic(F) > %Cb A .

On conclut alors comme dans (i). ]

18. Fibrés en droites de dual nef et abondant

Dans cette partie, on se propose d’étendre au cas des fibrés en droites de dual nef et abon-
dant sur les variétés projectives, les théoremes d’annulation et de structure des lieux exception-
nels de cohomologie précédement démontrés pour les fibrés en droites de dual semi-ample.

18.1. Définitions et propriétés

Soit F — X un fibré en droites nef sur une variété X kidhlérienne compacte lisse de di-
mension n. Sa dimension numérique v(F) est le plus grand des entiers k tels que la classe de
cohomologie ¢;(F)* € H?*(X,R) soit non nulle. Sa dimension de Kodaira-Iitaka k(F) a été
introduite dans la définition 2.9. Les premiéres propriétés des ces invariants birationnels sont
résumées dans la

ProposITION 18.1. — (i) k(F) < v(F).
(ii) Si F est semi-ample, alors k(F) = v(F).
(iii) Sik(F) = n — 1 oun, ousiv(F) = nalorsk(F) = v(F).
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Démonstration. — (i) a été démontré dans la proposition 9.1.

Pour (ii), un morphisme canonique associé a une puissance tensorielle de F globalement en-
gendrée permet de montrer I'inégalité v(F) < k(F).

Pour (iii), on remarque d’abord que k(F) est I'exposant de croissance de la suite des dimen-
sions (ho (X, F k )) e Les inégalités de Morse holomorphes [De 94] exprimées sous forme al-
gébrique donnent, puisque F est nef sur X kidhlérienne,

kn
W(X, F*) > —a (F)" — o(k").
n!
Ainsi, si v(F) = nalors k(F) = n. [
DErINITION 18.2. —  Un fibré en droites nef est dit abondant (good en anglais) si sa dimen-

sion de Kodaira-Iitaka coincide avec sa dimension numérique.

Pour un fibré en droites quelconque F, on définit sa dimension de Kodaira-Iitaka topolo-
gique k' (F) par
«(F):= max «k(F®A).
A€Pic?(X)
Un fibré en droites nef est dit topologiquement abondant si sa dimension de Kodaira-Iitaka
topologique coincide avec sa dimension numérique. Cela revient a dire que le fibré devient abon-
dant apres tensorisation par un fibré topologiquement trivial.

Exemple. — Un fibré topologiquement trivial mais pas de torsion est nef ; aucune de ses
puissances n’'a de sections : il n’est donc pas abondant. Il est par contre topologiquement
abondant.

18.2. Théoréeme d’annulation, lieux exceptionnels
Dans ce paragraphe, on démontre le

THEOREME 18.1. —  Soient X une variété projective lisse et F — X un fibré en droites nef et
topologiquement abondant. Alors pour tout m, Sy, (F~1) est un ensemble analytique réunion de
translatés de sous-tores de Pic’(X) de codimension supérieure a dim «(X) — q.

Remarque. — Le théoréme d’annulation de Kawamata-Viehweg montre que pour un fibré
en droites nef sur une variété projective, S7(F~1) est vide en degrés g strictement inférieurs a
la dimension numérique v(F).

Remarque. — Le résultat de périodicité du corollaire 17.5 peut aussi étre obtenu pour les
fibrés en droites nef et topologiquement abondants sur les variétés projectives.

Démonstration. — 11 suffit de traiter le cas ou F est abondant. On cherche a se ramener
au cas ou F est globalement engendré en dehors d'un diviseur, puis a réduire les multiplicités
de ce diviseur.

On applique d’abord le
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LemMME18.3. —  ([Ka 85] proposition 2.1, voir aussi [E-V 92] lemme 5.11) Soit F — X un fibré
en droites nef et abondant sur une variété X projective lisse. Alors, il existe une variété Y projec-
tive lisse, une modificationt : Y — X, un diviseur effectif D sur Y et un entier my tels que pour
toutm € N*, le fibré en droites T*F™"™ @ €' (—D) soit semi-ample.

Puisque I'image inverse d'un fibré semi-ample par une application quelconque est semi-
ample, on peut supposer quitte a prendre une nouvelle modification, que D est a croisements
normaux (i.e. a8 composantes lisses et transverses aux points d’intersection.)

Comme dans [Bi 95], on utilise ensuite le

LEMME18.4. —  ([Ka 85] lemme 3.1) Soit D un diviseur effectif a croisements normaux sur
une variété Y projective lisse de dimension n. Alors, il existe une variété Z projective lisse, un
revétement galoisien 1t : Z — Y de groupe G fini et un diviseur D' sur Z tels que

™D = myD’

et tels que le fibré 07 (D') soit muni d’'une action p du groupe G telle que la partie invariante du
faisceau image directe du faisceau €'z(D') soit

(me02(D'))? = ﬁY([B])

my

ol | | désigne la partie entiere des diviseurs.

On peut, par choix de my, supposer que les multiplicités de D sont strictement inférieures
a my pour obtenir
(ﬂ*ﬁz(D/))p = ﬁy.

Démonstration. — Onrappelle brievement comment ce revétement est obtenu (voir aussi
[E-V 92] lemme 3.19). On suppose d’abord que D est irréductible et réduit.

Soit A un diviseur trés ample sur Y tel que &' (myA — D) soit engendré par ses sections
globales. Soient Hy, - - - , Hy, n diviseurs génériques dans le systéme linéaire complet | myA — D)
tels que le diviseur D + H; + --- 4+ H,, soit a croisements normaux. On peut supposer que
I'intersection D N H; N - - - N H,, est vide.

On note L le fibré en droites canoniquement associé a un diviseur /. Soit Z la normalisée
du sous-ensemble analytique Z' C L;‘fl;’A défini localement par les équations

&L En) €Z = V) & =0;(y)on(y)

ou o (resp. op) est une section de L, a—p (resp Lp) de diviseur H; (resp. D). On note 17
I'application naturelle de Z dans Y.

On montre que Z est lisse. Enun point & = (3, &1,---,&,) € Ztelquey € (¢, Hi et
y¢ DUl 1gy Hi, si (okop, ;) est un systeme de coordonnées holomorphes au voisinage de y,
(&k, z1) est un systeme de coordonnées holomorphes au voisinage de &. Normaliser assure la
possibilité de prendre une racine my-ieéme d'une fonction holomorphe au voisinage d'un point
ol elle ne s’annule pas.
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Enun point& = (&1, ,&x) € Ztelquey € DN [y Hi ety & U, Hi, il existe ly
tel que o, (y) # 0. Si (g—lk, opoy, zr) (I # ) estun systeme de coordonnées holomorphes au
0

voisinage de y, (%’C opO,, zy) est un systeme de coordonnées holomorphes au voisinage de &.
0

Le diviseur 77" D est donné par 'équation op(y) = 0. Onnote H'y := Z N {& = 0} et
D' :=H'1+---+ H',. Puisque DN, H; = 0, il vient 7D = myD'.

Le faisceau &z(—D') C €7 est muni de I'action naturelle p du groupe de Galois G :=
(z/my)". Pour tout nombre entier naturel d, et pour tout ouvert U de Y, (.07 (dD'))? (U)
est 'espace des fonctions méromorphes sur m~!(U), avec des poles d’ordre inférieur a d le
long de H'; U - - - U H',, invariantes par p, donc provenant de U. Ainsi,

(m. oD = ov([52)).

my

Si D n’est pas irréductible, D := dyD; + - - - + d;Dj, on construit une composée de revéte-
ments galoisiens 17; de groupe G; correspondant a chaque composante irréductible D;. Cette
composée est dominée par un revétement galoisien dont le groupe est une extension des
groupes G;. En notant que pour tout couple (i, j), (11, €)% = m;,O'sii # jet (m;,0)% = 0,
on retrouve la formule du cas irréductible. |

Maintenant, les fibrés ((7*7*F) ® €(—D'))"™ = 7* (t*F™ ® &' (—D)) et par suite, F :=
(m*T*F) ® O0(—D') sont semi-amples. Ce dernier est de plus muni d'une G-action 1 ® p,
ol 1 désigne la G-action triviale sur le fibré 7" 7*F qui provient de Y. Cette action permettra
de conclure malgré I'augmentation d’irrégularité entre Y et Z : les images réciproques sur Z
des fibrés en droites topologiquement triviaux sur Y peuvent étre retrouvés parmi les fibrés
en droites topologiquement triviaux sur Z, grace a 'opération du groupe de Galois G sur une
partie du groupe de Picard de Z. Il y a un nombre fini de composantes irréductibles dans
I'ensemble des G-fibrés en droites topologiquement triviaux sur Z. Le lemme suivant affirme
que la composante irréductible de (* 0y, 1) est composée de fibrés qui proviennent de fibrés
en droitessur Y.

LEMME18.5. — Soit ™ : Z — Y un revétement galoisien de groupe G fini. Soit L' —
Z un fibré en droites sur Z muni d'une action p de G telle que (L', p) soit dans la composante
irréductible de (Tt* Oy, 1) des G-fibrés en droites sur Z. Alors, il existe un fibré en droites L — Y
surY tel que (L', p) soit isomorphe a (L, 1).

Démonstration. — Par hypothese, puisque le groupe des caracteéres de G est fini, pour tout
g§E€Gze Z I €l,sigz =z alorsp(g).l, = L. Ainsi L := L'/p est un fibré en droites
holomorphe sur Y. On montre alors que le morphisme

r: L' — L
(z1) = (z[I7)

est un isomorphisme entre (L', p) et (T*L, 1). |

Soit (A2, p2) un G-fibré en droites topologiquement trivial sur Z dans la composante ir-
réductible de (* Oy, 1) des G-fibrés en droites sur Z. Par le lemme précédent, on peut donc
écrire (Ay, py) sous la forme (11*A1, 1). A l'aide, par exemple, de la cohomologie des courants
et de I'image directe des courants on constate que * : H?(Y,R) — H?(Z,R)" est injective.
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La premiere classe de Chern du fibré A; est donc de torsion. Quand (A, p,) varie dans la com-
posante irréductible de (* Oy, 1) des G-fibrés en droites sur Z, puisque la partie de torsion de
H?(Y, Z) est discrete, le fibré A change par un fibré topologiquement trivial. Par conséquent,
le fibré A, est, comme Oy, topologiquement trivial.

Puisque T est une modification, il existe un fibré en droites A € Pic®(X) tel que A; = T*A.
Réciproquement, tout fibré en droites A topologiquement trivial sur X permet de construire
(rT*T*A, 1), G-fibré en droites topologiquement trivial sur X, dans la composante irréductible
de (1m0, 1) des G-fibrés en droites sur X,.

11 s’agit maintenant relier la cohomologie G-équivariante des déformations du fibré en
droites semi-ample F sur X, a celle des déformations de F sur X.

[HY(Z, F ' ©2,)]¢ = Y, ml(F~ ®)\2) %)

Y, m (T @ 05 ( )®?\ )1 ©pep2)

Y, TF @A @m(0(D))P)
“(F'ea))

= H1 (X,F_1®)\).

H (
= H(
=(
H (Y,

La premiere égalité a lieu car on peut prendre la moyenne des images par G d'un représen-
tant d'une classe de cohomologie, la derniére égalité car T est une modification entre variétés
projectives lisses : les images directes supérieures %’ 1, (O, ) sont nulles pour tout j > 0.

Le théoreme 18.1 est alors une conséquence de la version G-équivariante du théoréme ana-
logue pour les fibrés semi-amples (théoréme 18.2) . |

Soient 7 : Y — X un revétement galoisien de groupe G entre deux variétés projectives
lisses et F — Y un fibré vectoriel. On note Pic (Y, G)° la composante irréductible de (r* Oy, 1)
des G-fibrés en droites topologiquement triviaux sur Y. On définit

ST(E G) := {A € Pic°(Y, G)°/dim [HI(Y, F ® A)]® > m}.

On désigne par «® : ¥ — Alb(Y)® le morphisme obtenu en intégrant les 1-formes holomor-
phes sur Y, invariantes par G. En fait, en identifiant Alb(Y )€ et Alb(X), on obtient a® = ayor.

TaEOREME 18.2. —  Si le fibré F est (0,q — 1)- et (0, q)-semi-positif. Alors pour tout m,
Sy(E G) est un ensemble analytique réunion de translatés de sous-tores de Pic’(Y, G)° de codi-
mension supérieure a dim x®(Y) — q.

19. Remarque sur les diviseurs effectifs

Le but de ce paragraphe est de montrer comment étendre la plupart des résultats d’annula-
tion pour la cohomologie des déformations d'un fibré vectoriel F en des résultats d’annulation
pour la cohomologie des déformations de F ® &'(—D) ou D est un diviseur effectif simple.

DEFINITION 19.1. —  On dira qu'un espace complexe réduit (D, O'p) est normal a singular-
ités rationnelles s'il existe un espace complexe irréductible réduit lisse D et une modification
v : D — D composée d’éclatements de centre réduit et lisse, tels que v.0'5 = O et pour tout
ieN—{0},Z# v, 0O 5 = 0. En particulier, si D est sous-espace d'une variété kiihlérienne, D est
une variété kihlérienne.
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ProposITION 19.2. —  Soient X une variété analytique complexe compacte lisse et D un di-
viseur effectif réduit normal a singularités rationnelles. On notei : D — X l'inclusion. Soient
v : D — D une résolution de D donnée par la définition19.1ett := io v.

Alors
S9(X, F ® 0(—D)) C §7(X, F) U ST (D, *E\).

Démonstration. — La suite exacte courte de définition de &p conduit pour tout fibré en
droites A € Pic’(X), a la suite exacte

HTY(D,i*(F®A)) - HI(X,F® 6(—D) ®A) — H1(X, F®A).

Reste a remarquer en utilisant la suite spectrale de Leray pour v : D — D, que
H7™Y(D,i*(F®A)) = HT™ (D, *F @ (*A).

On obtient ainsi, par exemple, en utilisant la propriété de transport de la semi-négativité
par image réciproque et le théoréme 16.2 d’annulation relatif le

CoRrOLLATRE19.3. —  Soient la variété X et le fibré vectoriel F comme dans lintroduction.
On suppose que F — X peut étre muni d'une métrique hermitienne de classe €°° a cour-
bure semi-négative. Soit D un diviseur effectif réduit normal a singularités rationnelles. Alors,
S9(X,F ® O(—D)) est un sous-ensemble analytique de Pic’(X) de codimension supérieure a
min(dim ax (X), dim ax (D) + 1) — g.

Remarque. — La (0, q)-semi-positivité dépend de la métrique kihlérienne choisie. Elle ne
vérifie donc pas de propriétés de transport simples.

20. Fibrés vectoriels

La (0, g)-semi-positivité est une hypothese difficile a obtenir pour un fibré vectoriel. Le but
de cette partie est de montrer comment obtenir des théorémes d’annulation générique pour la
cohomologie des fibrés vectoriels sous des hypotheéses algébriques simples.

20.1. Par les variétés de drapeaux

Soit E — X un fibré vectoriel nef et abondant de rang r sur X projective. Par définition, le
fibré en droites 0y(1) — P(E) est nef et abondant sur P(E) projective : on peut donc lui appli-
quer les résultats précédents. On note 1t : P(E) — X la submersion naturelle. Le morphisme
d’Albanese de P(E) est la composée

X—X S Alb(X).

et les fibrés en droites topologiquement triviaux sur P(E) sont donnés par I'isomorphisme
™ : Pic®(X) ~ Pic’(P(E))

qui respecte les structures affines. Puisque
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pour tout k € N*, m. 0 (k) = SFE,
pour tout (j, k) € N* x N*, Z/m,(Op(k)) =0
etque Kp(p) := 1°(Kx ® det E) @ Op(—r),

la suite spectrale de Leray associée a 1t donne pour tous k € N* et m € N*, I'isomorphisme
affine
™ SIS E* @ det E¥) ~ ST(Op(—r1 — k).

On obtient donc des théorémes d’annulation générique et de structure des lieux exception-
nels pour les fibrés S*E* @ det E* en degrés g plus petits ou égaux a la dimension d’Albanese de
X moinslerang de E. Laméme démarche sur d’autres variétés de drapeaux, ou sur des produits
de copies de P(E) donne des théoremes pour d’autres représentations du groupe linéaire.

20.2. Par I'isomorphisme de Le Potier

Pour tout A € Pic’(X), surm : P(E) ~ P(E ® A) — X, les fibrés en droites &) (1) et
Or(1) ® (A) sont isomorphes. Lisomorphisme de Le Potier [L P 73] donne donc pour tous
(p,q) € N>etm € N*

S’ (E) = Spi’ (0p(1))-

20.3. Par les notions de semi-positivité

La semi-positivité d'un fibré vectoriel hermitien au sens de Nakano (utile pour les théore-
mes d’annulation de cohomologie) implique la semi-positivité au sens de Griffiths (géométri-
que). La "réciproque" établie dans [D-S 8o] montre en particulier que si E est un fibré vectoriel
hermitien semi-positif au sens de Griffiths (par exemple un fibré vectoriel globalement engen-
dré), alors E ® det E est semi-positif au sens de Nakano donc (n, g)-semi-positif pour tout g et
par dualité E* ® det E* est (0, g)-semi-positif pour tout g. Le théoréme 16.1 d’annulation pour
les fibrés semi-négatifs s’applique donc et donne le

CoROLLAIRE 20.1. —  Soit E un fibré vectoriel semi-positif au sens de Griffiths. Alors pour A
générique dans Pic® (X),

HY(X,E* @ det E* ® A) = 0 pour tout g < dim (X).
21. Variétés a courbure de Ricci semi-positive

On retrouve dans ce paragraphe un théoreme de Lichnerowicz [Li 71] sur le morphisme
d’Albanese d'une variété a courbure de Ricci semi-positive. Plus généralement,

THEOREME 21.1. —  Soit X une variété kihlérienne compacte lisse de dimension n dont le
fibré canonique est (0, n — 1)-semi-positif. Alors, le morphisme d’Albanese « : X — Alb(X) est
une submersion.

Démonstration. — Puisque € est isolé dans S"(Kx), pour toute (0, 1)-forme harmonique
® non nulle, le complexe dérivé de Kx en { &'} dans la direction ¢

H" (X, Ky)—22 5 H"(X, Kx)—2 0
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a une homologie nulle en degré n (i.e. H"~!(X, KX)LH "(X, Kx) est surjective). C’est
aussi une conséquence de la dualité de Serre H" (X, Kx) x H!(X, ) — H"(X, Kx).

On choisit une métrique i sur Kx a courbure (0, n — 1)-semi-positive. Par le théoreme de
Calabi-Yau (paragraphe 10.3), il existe une métrique kdhlérienne w sur X dont la courbure de
Ricci est 5 ¢, (Kx) € c1(X). Ainsi, 'application naturelle

(G ) = (AT X @ K, A" w* @ B*)

estune isométrie (a un facteur constant pres). La forme #(t1) est une (0, n)-forme harmonique
avaleurs dans K. Elle ne s’annule en aucun point.

Le lemme 16.2 et la théorie de Hodge montrent que I'application entre espaces de formes
harmoniques o
A"V(X, Kx)—22 (X, K)

est aussi surjective.

Par conséquent aucune (0, 1)-forme harmonique non nulle ne s’annule : la différentielle
du morphisme d’Albanese de X est partout surjective. |



REFERENCES BIBLIOGRAPHIQUES






[Be 88]

[Bo 78]

[C-F 90]

[Ca 91]

[C-S 93]

[De 92]

(E-L 96]

[En 93]

[Fu 78]

[G-L 87]

[G-L 9]

[Gr 69]

[Ka 81]
[Ko 86]

[Ko 95]

(Sk 78]

[Um 73]

[Vigs]

Références bibliographiques de I'introduction

A.Beauville, Annulation du H' et systémes paracanoniques sur les surfaces,]. reine angew.
Math. 388 (1988) 149-157 et 418 (1991) 219-220.

E Bogomolov, Unstable vector bundles on curves and surfaces, Proc. Internat. Congress
of Math. Helsinki (1978) 517-524.

E Campana et H. Flenner, A characterization of ample vector bundles on a curve, Math.
Ann. 287 (1990) 4. 571-575.

E Catanese, Recent results on irregular surfaces and irregular Kéhler manifolds, Lecture
Notes in Pure and Applied Math. 132 (1991) 59-88.

S.D. Cutkosky et V. Srinivas, On a problem of Zariski on dimensions of linear systems, An-
nals of Math. 137 (1993) 531-559.

J.P. Demailly, Regularization of closed positive currents and intersection theory, ]. of Alge-
braic Geometry 1 (1992) 361-409.

L. Ein et R. Lazarsfeld, Singularities of Theta divisors, and the birational geometry of ir-
regular varieties, preprint alg-geom 9603017.

I. Enoki, Kawamata-Viehweg vanishing for compact Kéhler manifolds, Einstein metric
and Yang-Mills connections (ed. T. Mabuchi, S.Mukai) Marcel Dekker, (1993) 59-68.

T. Fujita, On Kéihler fiber spaces over curves, J. Math. Soc. Japan 30 (1978) 779-794.

M. Green et R. Lazarsfeld, Deformation theory, generic vanishing theorems, and some con-
jectures of Enriques, Catanese, and Beauville, Invent. Math. 90 (1987) 389-407.

M. Green et R. Lazarsfeld, Higher obstructions to deforming cohomology groups of line
bundles, J. of American Math. Soc. 4 (1991) 87-103.

P A. Griffiths, Hermitian differential geometry, Chern classes and positive vector bundles.
In : Global analysis, Princeton : Princeton University Press (1969).

Y. Kawamata, Characterization of abelian varieties, Compositio Math. 43 (1981) 253-276.
J. Kollar, Higher direct images of dualizing sheaves I, Annals of Math. 123 (1986) 11-42.
J. Kollar, Shafarevich Maps and Automorphic Forms, Princeton Univ. Press, 1995.

H. Skoda, Morphismes surjectifs de fibrés vectoriels semi-positifs, Ann. Sci. Ecole Norm.
Sup. 11 1978) 577-611.

H. Umemura, Some results in the theory of vector bundles, Nagoya Math. J. 52 (1973) 97-
128.

E. Viehweg, Quasi-projective Moduli for polarized manifolds, Springer-Verlag (1995).



84

[De 82]

[De 92’]

[D-P-S 94]

[Gr 69]

(G-H 78]

[Ha 70]

[Wu 83]

[Da 78]

[De 82]

[De 88]

[De 92’]

[D-P-S 94]

[D-S 80]

[E-V 92]

[Fr 79]

[Fu 78]

[Gr 69]

Références bibliographiques des préliminaires

J.P. Demailly, Estimations L? pour U'opérateur d d’un fibré vectoriel holomorphe semi-po-
sitif au dessus d'une variété kdhlérienne compléte, Ann. Sci. Ec. Norm. Sup., 15 (1982)
457-511.

J.P. Demailly, Regularization of closed positive currents and intersection theory, ]. of Alge-
braic Geometry 1 (1992) 361-409.

J.P. Demailly, Th. Peternell, M. Schneider, Compact complex manifolds with numerically
effective tangent bundles, J. of Algebraic Geometry 3 (1994) 295-345.

P A. Griffiths, Hermitian differential geometry, Chern classes and positive vector bundles.
In : Global analysis, Princeton : Princeton University Press (1969).

P A. Griffiths et J. Harris, Principles of Algebraic Geometry, John Wiley & Sons, New York,
(1978).

R. Hartshorne, Ample subvarieties of algebraic varieties, Lecture notes in Math. 156 (1970).

H. Wu, Complex differential geometry, DMV Seminar Band 3, Birkhatiser 1983.

Références bibliographiques de la premiére partie

V.I. Danilov, The geometry of toric varieties, Russian Math. Surveys 33 (1978) 97-154.

J.P. Demailly, Estimations L? pour l'opérateur d d’un fibré vectoriel holomorphe semi-po-
sitif au dessus d’'une variété kihlérienne compléte, Ann. Sci. Ec. Norm. Sup., 15 (1982)
457-511.

J. P. Demailly, Vanishing theorems for tensor power of an ample vector bundle, Inventiones
Math. 91 (1988) 203-220.

J.P. Demailly, Regularization of closed positive currents and intersection theory, ]. of Alge-
braic Geometry 1 (1992) 361-409.

J.P. Demailly, Th. Peternell, M. Schneider, Compact complex manifolds with numerically
effective tangent bundles, J. of Algebraic Geometry 3 (1994) 295-345.

J. P. Demailly et H. Skoda, Relations entre les notions de positivité de P A. Griffiths et de
S. Nakano, Séminaire P. Lelong et H. Skoda, année 1978-79, Lecture notes in Math. 822
(1980) 304-309.

H.Esnault et E.Viehweg, Lectures on vanishing theorems, DMV Seminar, Band 20, Birk-
haiiser Verlag (1992).

R. Frankel, Some remarks on positive vector bundles, ]. of Differential Geometry 14 (1979)
143-148.

T. Fujita, On Kéihler fiber spaces over curves, J. Math. Soc. Japan 30 (1978) 779-794.

P A. Griffiths, Hermitian differential geometry, Chern classes and positive vector bundles.
In : Global analysis, Princeton : Princeton University Press (1969).



[Ha 66]
[Ha 77]

(Ig 541

[Ka 81]

[Ka 82]

[K-O 73]

[Ko 86]

[Le 68]

[Ma 92]

[Ma 96]

[Mu 66]

[Vig2]

[Vigs]

[Vigs]

[Bo 78]

[De 82]

[De 92]

[De 94]

[D-P-S 94]

85

R. Hartshorne, Ample vector bundles, Publ. Math. I.H.E.S 29 (1966) 319-394.
R. Hartshorne, Algebraic Geometry, Springer Verlag, Berlin (1977).

J. Igusa, On the structure of a certain class of Kihler manifolds, Amer. J. Math. 76 (1954)
669-678.

Y. Kawamata, Characterization of abelian varieties, Compositio Math. 43 (1981) 253-276.

Y. Kawamata, A generalization of Kodaira-Ramanujam's vanishing theorem, Math. Ann.
261 (1982) 43-46.

S. Kobayashi et T. Ochiai, Characterisations of complex projective spaces and hyper-
quadrics, J. Math. Kyoto Univ. 13 (1973) 31-47.

J. Kollar, Higher direct images of dualizing sheaves I, Ann. Math. 123 (1986) 11-42.

P Lelong, Fonctions plurisousharmoniques et formes différentielles positives, Dunod,
Paris, Gordon & Breach, New York (1968).

L. Manivel, Théoremes d'annulation pour les fibrés associés a un fibré ample, Ann. Scu.
Norm. Pisa 4 (1992) 515-565.

L. Manivel, Vanishing theorems for ample vector bundles, Prépublication de I'Inst. Fourier
334 (1996).

D. Mumford, Lectures on curves on an algebraic surface, Annals of Math. Studies 59,
Princeton U. Press, Princeton (1966).

E. Viehweg, Vanishing theorems, ]. Reine Angew. Math. 335 (1982) 1-8.

E. Viehweg, Weak positivity and the additivity of the Kodaira dimension for certain fiber
spaces, Adv. Studies Pure Math. 1 (1983) 329-353.

E. Viehweg, Quasi-projective Moduli for polarized manifolds, Springer-Verlag (1995).

Références bibliographiques de la deuxiéme partie

E Bogomolov, Unstable vector bundles on curves and surfaces, Proc. Internat. Congress
of Math. Helsinki (1978) 517-524.

J.P. Demailly, Estimations L? pour U'opérateur d d’un fibré vectoriel holomorphe semi-po-
sitif au dessus d’'une variété kihlérienne complete, Ann. Sci. Ecole Normale Sup. 15 (1982)
457-511.

J.P. Demailly, Singular hermitian metrics on positive line bundles, Proc. Conf. "Complex
Algebraic Varieties" Bayreuth 1990, Lecture notes in Math. Vol 1507 (1992) 87-104.

J.P. Demailly, L? vanishing theorems for positive line bundles and adjonction theory
C.ILM.E. Lectures , Transcendental methods in algebraic geometry, (1994).

J.P. Demailly, Th. Peternell, M. Schneider, Compact complex manifolds with numerically
effective tangent bundles, J. of Alg. Geometry. 3 (1994) 295-345.



86

[Fu 83]

(G-H 78]

[Va 85]

[Vi82]

[Ya 77]

[Bi 95]

[C-S 93]

[D-S 80]

[En 93]

[E-V 92]

[G-L 87]

(G-L87]

[G-La1]

[Gr 69]

(G-H 78]

[Ka 85]

[Ko 86]

[Li 71]

T. Fujita, Semipositive lines bundles, J. Fac. Sci. Univ. Tokyo, 30 (1983) 353-378.

P A. Griffiths et J. Harris, Principles of Algebraic Geometry, John Wiley & Sons, New York,
(1978).

J. Varouchas, Sur l'image d'une variété kihlérienne compacte, Lecture Notes in Math. 1158
(1985) 245-259.

E. Viehweg, Vanishing theorems, J. Reine Angew. Math. 335 (1982) 1-8.
S.T. Yau, On Calabi’s conjecture and some new results in algebraic geometry, Proc. Nat.

Acad. Sci. USA 74 (1977) 1798-1799.

Références bibliographiques de la troisiéme partie

1. Biswas, On the cohomology of parabolic line bundles, Math. Res. Letters 2 (1995) 783-
790.

S.D. Cutkosky et V. Srinivas, On a problem of Zariski on dimensions of linear systems, An-
nals of Math. 137 (1993) 531-559.

J. P. Demailly et H. Skoda, Relations entre les notions de positivité de P A. Griffiths et de
S. Nakano, Séminaire P. Lelong et H. Skoda, année 1978-79, Lecture notes in Math. 822
(1980) 304-309.

I. Enoki, Kawamata-Viehweg vanishing for compact Kéhler manifolds, Enstein metric
and Yang-mills connections (ed. T. Mabuchi, S.Mukai) Marcel Dekker, (1993) 59-68.

H. Esnault et E. Viehweg, Lectures on vanishing theorems, DMV Seminar (1992) Band 2o0.

M. Green et R. Lazarsfeld, Deformation theory, generic vanishing theorems, and some con-
jectures of Enriques, Catanese, and Beauville, Invent. Math. 90 (1987) 389-407.

M. Green et R. Lazarsfeld, Deformation theory for cohomology of analytic vector bundles
on Kéhler manifolds, with applications, Mathematical Aspects of String Theory, World
Scientific, (1987) 416-440.

M. Green et R. Lazarsfeld, Higher obstructions to deforming cohomology groups of line
bundles, ]. of American Math. Soc. 4 (1991) 87-103.

P A. Griffiths, Hermitian differential geometry, Chern classes and positive vector bundles ,
in : Global analysis, Princeton : Princeton University press, (1969).

P A. Griffiths et J. Harris, Principles of Algebraic Geometry, John Wiley & Sons, New York,
(1978).

Y. Kawamata, Pluricanonical systems on minimal algebraic varieties, Invent. Math. 79
(1985) 567-588.

J. Kollar, Higher direct images of dualizing sheaves I, Annals of Math. 123 (1986) 11-42.

A. Lichnerowicz, Variétés kihlériennes a premiére classe de Chern non négative et variétés
riemanniennes a courbure de Ricci généralisée non négative, J. Diff. Geom. 6 (1971) 47-94.



87
[L P 73] J. Le Potier, Théoreme d'annulation en cohomologie, C. R. Acad. Sc. Paris 276 (1973) 535-
537.

[Sk 78] H. Skoda, Morphismes surjectifs de fibrés vectoriels semi-positifs, Ann. Sci. Ecole Norm.
Sup. 11 1978) 577-611.



