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Le but de ce texte est de résumer les caractéristiques usuelles des anneaux et leurs relations.
Les anneaux considérés sont tous unitaires et commutatifs.
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[C] Texte de Gaétan Chennevier

[M] Marie-Paule Malliavin (Algebre commutative)
[P] Daniel Perrin (Cours d’algebre)

1. PROPRIETES DE BASE
On cherche a décomposer chaque élément d’un anneau en briques élémentaires.
Définitions 1. Deux éléments a et b d’un anneau sont dits associés si a divise b et b divise a.
Un élément a d’un anneau A est dit
— inversible s’il existe un élément b de A tel que ab = 1 4.

— irréductible s’il est non nul, non inversible et non produit de deux éléments non inver-
sibles.

— premier s’il est non inversible et si pour tout (b,c) € A% (a|bc = a|boua]c)

Proposition 1. Soit A un anneau integre.

— Deux élément a et b de A sont associés s’il existe un inversible u de A tel que a = ub i.e.
(a) = (b).

— Un élément a est irréductible s’il est non nul, non inversible et si pour tout (b, c) € A2
(a=bc = a|boualc)i e ses seuls diviseurs sont inversibles ou associés a a.

Ces définitions ont des contreparties en termes (de grande taille) d’idéaux.

Définitions 2. Un idéal T d’un anneau A est dit
— propre s’il est strictement contenu dans A.

— premier s’il est propre et si pour tout (b, c) € A?,
(bcel — beZoucel)

— maximal s’il est propre et si tout idéal J de A vérifie
(ZCcIJCA = J=ZouJ=A).

Les propriétés précédentes se caractérisent par la

Proposition 2. Soit a un élément d’un anneau A et T un idéal.
— a est inversible <= (a) = A.
— a est irréductible <= (a) est maximal parmi les idéaux principaux.
— a est premier <= (a) est premier.
— T est premier <= A/T est intégre.
— 7 est maximal <= A/T est un corps.


https://perso.univ-rennes1.fr/david.bourqui/enseignement/2021/2020-2021-ANAR-chapitre-6.pdf
http://gaetan.chenevier.perso.math.cnrs.fr/MAT552/TAN_poly_2019.pdf#chapter.4

Par le lemme de Zorn, comme I’ensemble des idéaux est clos par réunion,

Proposition 3. Soit A un anneau.
— Tout idéal propre de A est inclus dans un idéal maximal de A.

— Un élément de A est inversible si et seulement s’il n’est dans aucun idéal maximal de A.
On dispose aussi des implications

Proposition 4. Soit a un élément non nul et non inversible d’'un anneau A et T un idéal. Alors,
— I maximal — T premier.

— Si A est intégre, a premier —> a irréductible.

2. RECHERCHE DE DIVISEURS COMMUNS
La recherche des diviseurs communs a deux éléments conduit aux

Définitions 3. Soit A un anneau. Deux éléments a et b de A sont dits

— premiers entre eux si tous leurs diviseurs communs sont inversibles
i.e. si le seul idéal principal qui contient (a) + (b) est A.

— étrangers si (a) + (b) = A.
Définitions 4. (Voir [B]) On dit qu’un anneau A intégre vérifie

— le lemme d’Euclide si ses éléments irréductibles sont premiers
i.e. pour tout (a,b,c) € A3, si a est irréductible et a |/b alors (a | bc = a | c).

— le lemme de Gauss si
pour tout (a,b,c) € A3, si a et b sont premiers entre eux alors (a | bc = a | c).

— le théoreme de Bézout si ses éléments premiers entre eux sont étrangers.

Proposition 5. On a les implications :
Le théoréeme de Bezout =—> Le lemme de Gauss =—> Le lemme d’Euclide.

3. DECOMPOSITION EN PRODUITS D’IRREDUCTIBLES

Définitions 5. Un anneau A est dit

— noethérien si chacun de ses idéaux I est engendré par un nombre fini d’éléments de T
i.e. est de type fini.

— atomique s’il est integre et si tout élément de A non nul et non inversible s’écrit comme
produit d’irréductibles.

— factoriel s’il est integre et si tout élément de A non nul et non inversible s’écrit comme
produit d’irréductibles, de facon unique a l’ordre et a association preés.

— principal s’il est integre et si chacun de ses idéaux est principal. (Il suffit en fait de tester
ses idéaux premiers. voir [M] page 38)

— Euclidien s’il est intégre et s’il existe une fonction v : A — {0} — N telle que pour tout
couple (a,d) € A x (A — {0}) il existe un couple (q,r) € A* tel que a = qd + r et
r=0ouv(r) <wv(d).

— intégralement clos s’il est integre et si tout élément de son corps de fractions, entier sur
A, est en fait dans A.



Proposition 6.
— Dans un anneau factoriel, un élément irréductible engendre un idéal premier.

— Dans un anneau principal, un élément irréductible engendre un idéal maximal.
Cette proposition est a comparer avec les implications de la proposition 4.

Proposition 7. On a les implications suivantes

Anoethérien o A gtomique
et integre
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A Euclidien ———= A principal —————= A factoriel

| T~

Théoreme de Bezout —— Lemme de Gauss ——= Lemme d’Euclide

|

A intégralement clos
Plus précisément,

Théoreme 1.
— Un anneau atomique est factoriel si et seulement si il vérifie le lemme d’Euclide.

— Un anneau atomique est principal si et seulement si il vérifie le théoréme de Bezout.

Pour le premier item, on constate que le lemme d’Euclide assure 1’unicité des décompositions
en produit d’irréductibles. Pour le second item, un anneau atomique qui vérifie le théoreme
de Bezout est factoriel. L’existence du pgcd et le théoreme de Bezout permettent de montrer
d’abord que tout idéal de type fini est principal (On dit que A est un anneau de Bezout). On
montre ensuite que dans un anneau factoriel toute suite croissante d’idéaux PRINCIPAUX est
stationnaire. (Voir [B])

4. AUTOUR DE LA NOTION DE pgcd

Définitions 6. Un pgcd de deux éléments a et b d’un anneau A est un élément maximal (pour la
relation de divisibilité) de I’ensemble des diviseurs communs de a et de b.

Il résulte de la définition que deux pgcd d’un méme couple sont associés.

Proposition 8. — Dans un anneau factoriel, tout couple d’éléments admet un pgcd construit
a l’aide des valuations associées a chaque classe d’irréductibles modulo association.

— Dans un anneau principal, tout couple d’éléments (a,b) admet un pgcd choisi comme
générateur de (a) + (b).
5. AUTOUR DE LA NOTION DE DIMENSION DE KRULL

Définitions 7. — Un anneau est dit de dimension 0 si ses idéaux premiers sont maximaux.

— Un anneau est dit de dimension inférieure a 1 si ses idéaux premiers non nuls sont
maximaux.

— Un anneau est dit Artinien s’il est noethérien est de dimension 0.

— Un anneau est dit de Dedekind s’il est integre, intégralement clos et de dimension
inférieure a 1.



Théoreme 2. — Les anneaux principaux sont de Dedekind.

— Un anneau atomique est principal si et seulement si il est de dimension inférieure a 1.

Pour montrer qu’un anneau atomique de dimension inférieure a 1 est principal, on montre en
prenant un irréductible dans la décomposition d’un élément non nul et non inversible que les
idéaux maximaux d’un anneau factoriel sont principaux. On considere ensuite grace au lemme
de Zorn un élément maximal de I’ensemble supposé non vide des idéaux non principaux et on
montre qu’il est strictement inclus dans un idéal maximal, principal, et en travaillant dans le
corps des fractions qu’il est principal. (voir [M] page 37)

6. EXEMPLES D’ ANNEAUX

L’intégrité ne se conserve pas par passage au quotient.

La noethérianité se conserve par passage au quotient, par localisation et par passage de
I’anneau A a I’anneau de polyndmes A[X}, - -, X,,] en un nombre fini de variables.

Les exemples classiques d’anneaux euclidiens incluent I’anneau des entiers relatifs Z; 1’an-
neau des entiers de Gauss Z[i| et les anneaux de polyndmes k[ X | en une variable a coefficients
dans un corps k.

La factorialité se conserve par localisation et par passage a I’anneau A[X7,--- , X, en un
nombre fini de variables et méme a I’anneau A[X;];cn. Lexemple C[X, Y, Z|/(X?*—Y Z) montre

que la factorialité ne se conserve pas par quotient. Un analogue arithmétique : I’application norme

2z = a+ biv/5 — 2Z = a® 4 5b* multiplicative sur I’anneau intégre Z[iv/5] = (XZZ[—ﬁ,)) permet de

montrer que ses inversibles sont 1 et —1 et que 2 est irréductible. L’égalité (1+iv/5)(1—iv/5) =
2 x 3 montre alors que le lemme d’Euclide n’est pas satisfait ou encore que I’élément irréductible
2 n’est pas premier. L’anneau Z[i/5] n’est donc pas factoriel. Mais, comme c’est I’anneau des
entiers de Q(i/5) il est intégralement clos.

L’anneau Z[X] est factoriel, non principal car il ne vérifie pas le théoréme de Bezout : ses
éléments premiers entre eux 2 et X ne sont pas étrangers. Il est par contre integre et noethérien.

Un corps est de dimension 0. Un anneau principal qui n’est pas un corps est de dimension 1.
L’anneau non integre k[z]/(x?) est de dimension 0 car son seul idéal premier est (z)/(x?).

L’anneau Z[+/5] n’est pas intégralement clos, car le nombre d’or 145

=57 est solution de I’équation
X? — X — 1.1l est par contre intégre et noethérien.
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