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RETOUR SUR LE THEOREME DE NORMALISATION DE NOETHER

Exercice 1 (Lemme de Nakayama)

Soit A < B deux anneaux. On suppose que B est une algebre finie sur A (i.e. B est une
A-algebre de type finie). Soit [ un idéal propre de A. Montrer que ’idéal I B de B engendré
par [ est propre dans B. On pourra raisonner par l’absurde et écrire dans I B une famille
génératrice de B sur A.

Exercice 2 (Interprétation géométrique du théoreme de normalisation de Noether)

Soit k£ un corps algébriquement clos. Soit I = I < k[zy,--- ,x,] un idéal premier. Soit
X =V, (I) c A™(k). Soit A = k[xy,--- ,x,]/I = klay,- - ,a,] ’anneau des fonctions de X.
Ici, a; = [x;] 4 estla classe de x; dans le quotient A = k[xy,- - ,x,]/I. Soit by, - - - , b, dans A
fournis par le théoreme de Noether, linéaires en les a;, algébriquement indépendants et tels que
A soit finie sur B := k[by, -+, by].

Soit y1, - -+, Yy, linéaires dans k[zq,--- ,z,] des relevés de by, -+ by, et m : A" — A™,
(21, ,xn) — (11(x), -, ym(x)) la projection linéaire associée. Soit p sa restriction 2 X . Le
but est de montrer que les fibres de p sont finies et non vides.

1  Montrer que p ne dépend pas du choix des relevements y;.
2 En considérant a;, montrer qu’il existe N et fi; € k[y1, - - - ym] €t g; € I tels que

N-1 ‘
ol + Z fis(W)ai = gi(x).
=0

3 Pour tout y € A™(k) fixé, en déduire que I’ensemble des = € X tels que p(z) = y est fini.
4  Soity° € A™(k) fixé. Montrer que

]—'—(yl_y?a7ym_yq(-)n):k:[xlvyxn] < (bl_b(l)vabm_bgn):A

En déduire par le Nullstellensatz et le lemme de Nakayama que la fibre p~*(3°) n’est pas vide.

ETUDE DES SCHEMAS AFFINES

Exercice 3 (Topologie de Zariski)

Soit A un anneau inté¢gre. On admettra que la longueur maximale d’une suite strictement
croissante d’idéaux premiers de C[ X, Y] est 3 (2 comparer avec le fait que tout idéal premier
non nul de C[X'| est maximal).

1  Montrer que si M est un idéal maximal de A alors { M} est un sous-ensemble fermé de
Spec(A).

2 Montrer que si A est un anneau intégre le singleton & := {(0)} de Spec(A) est dense dans
Spec(A).

3 Soit f un polynéme irréductible de C[ X, Y'|. Déterminer les singletons de Spec C[ X, Y]
inclus dans V' ((f)) et leur adhérence.



Exercice 4 (Lemme du cours)

1  Montrer que le radical d’un idéal primaire dans un anneau est premier.
2 Montrer que si deux idéaux primaires d’un anneau ont méme radical, leur intersection est
primaire avec méme radical.

Exercice 5 (Composantes)

Dans C[X, Y| montrer que I =< X? XY > admet pour décompositions primaires mini-
males
I=<X>n<Y X?’>=<X>n<X2XY,YV?>

En déduire les composantes irréductibles et les composantes plongées de Spec(C[X,Y]/I).

APPLICATIONS POLYN@MIALES, APPLICATIONS RATIONNELLES

Exercice 6 (Groupe linéaire)
Soit k£ un corps.

1  Dapplication de multiplication { M"(k(:llx B]\)@(k) : j\/ﬁ;g{:) est-elle une application

polyndmiale ? 7

2 Soit A := k[X;;,1 < i,j < n]une algebre de polyndme en n? indéterminées a coefficients
dans un corps k. Soit det := >, €(0)[]; Xioi) € A. Soit Age la localisation de A par
rapport a la partie multiplicative des puissances de det € A. Montrer que Ay st isomorphe a
Alt]/(t det —1).

3 DLensemble {(M,t) € M, (k) x k/tdet M = 1} est-il un sous-ensemble algébrique de
M, (k) x k. On le notera

L (k) := {(M,1) € My (k) > k/t det M = 1}.

4 La multlphcatlon dans G L, (k) est-elle polyndmiale ?
S L application { GEJLJ Ef;) : éjﬁ 5@1) est-elle une application polyndmiale ?

Exercice 7 (Applications polynomiales)

Soit k£ un corps.

1  Soit P € k[X]. La projection
{ V(Y — P(X)) — Al(k)
(z,y) -
est-elle une application polyndmiale ? Déterminer son image. Est-elle un isomorphisme ?
2 Lapplication
{ Al(k) — A%(k)
t - (2=1,tt*—-1))

est-elle polyndmiale ? Déterminer son image. Est-elle un isomorphisme sur son image ?



