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Feuille de TD 2 : Résultants

Plusieurs exercices de cette feuille sont inspirés du livre de Daniel Perrin (Cours d’Algebre),
du livre de Brendan Hassett (Algebraic Geometry) et du poly de Bernard Le Stum et du texte de
Michel Coste "Elimination, résultant. Discriminant".

RESULTANTS

Exercice 1 (Propriétés de base)

Soit K un corps. Rappeler la démonstration de 1’égalité Res (F,G) = aj’p_hRes (F,H) si
F, G sont deux polynomes de K[ X | de degré f et g et H dans K[X] vérifie G = QF + H et
deg H = h < g. Ici ay est le coefficient dominant de F'.

Exercice 2 (Sur les facteurs communs)

Soit F' et G deux polyndmes de R[X] tels que la matrice qui définit leur résultant soit de
rang deg F' + deg G — 1. Montrer que F' et GG ont un facteur de degré 1 commun, mais pas de
facteur de degré 2.

Exercice 3 (Résolution de systemes)

Résoudre
2+3x+1 =0
2 —4xr+1 =0.

Exercice 4 (Résolution de systemes)
1  Montrer le résultanten X de P(X,Y) = X?+Y?+ X3+ Y3 et Q(X,Y) = X? + V3 —
2XYvaut Res x(P,Q) = Res x(P,—(X +Y)?) = P(-Y,Y)? = 4Y*.
2 En déduire les solutions du syst¢me
X?24+Y?24+X2+Y? =0
X34+Y3-2XY =0

Exercice 5 (Résolution de systemes)

1 CalculerlerésultantenY de P(X,Y) = X?— XV +Y?—1etQ(X,Y) = 2X?4+Y?-Y -2,
2 En déduire les solutions du systeme

{XQ—XYJrY? =1

2X24+Y2-Y =2

Exercice 6 (Paramétrage et équation)

Soit K un corps et z,y € K. Montrer a I’aide d’un résultant que
(AteK/v=1y=1") = y*=2"



Exercice 7 (Folium de Descartes)

Déterminer une équation cartésienne de 1’image de la courbe paramétrée par

{x(t) -
y(t) = 1341;3

Exercice 8 (Nombres algébriques)

Soit R un anneau intégre, o, 5 € Ret F, G € R[X] tels que F(a) = G(B) = 0.
1 Montrer que R(X) := Res y (F(Y),G(X —Y)) est un polyndme annulateur de o + f3.
2 En déduire un polynéme annulateur de v/2 + /7.
3  Construire un polyndme annulateur du produit o3

Exercice 9 (Discriminants)

Soit K un corps. On rappelle que le discriminant d’un polynéme P € K[X] de degré
d premier a la caractéristique de K et de coefficient dominant ay est défini par 1’égalité
Res (P, P') = (—1)4=Y/2q,disc(P).
1  Démontrer qu'un polyndme P a une racine multiple dans la cldture algébrique K de K
(i.e. se factorise dans K [X] par (X — «)? pour un « € K) si et seulement si disc(P) = 0.
2 Calculer le discriminant de aX? + bX + c.
3 Calculer le discriminant de X> + pX + q.

Exercice 10 (Discriminant)

Soit

PX,Y)=Y - X(X = 1)(X +1).

1  Calculer le discriminant d(Y") de P considéré dans C(Y)[X].
2 Interpréter ses racines en termes géométriques pour la courbe affine d’équation P(X,Y") =
0.

POUR ALLER PLUS LOIN

Exercice 11 (Irréductibilité de I’hypersurface universelle)

Soit k£ un corps. Le but de I’exercice est de montrer que 1’équation de 1’hypersurface universelle
H(X,ag, - ,aq) = agX® + ag 1 X'+ +age k[X, a0, ,aq]
est irréductible. On considere le morphisme d’algebres
2 k[X,ao,"‘,CLd] - k?[X,CYl,"',OZd,CLd]
X — X
Ak = (=D aa Y oy, iy

qui correspond aux relations coefficients-racines, ¢’est a dire gp(Z?zl a; X") = aq H?Zl (X —ay).
1  Montrer que ¢ conserve le degré en X.

2 Supposons que H s’écrive H = P, P, avec P, € k[ X, ag,- - ,aq4] et que (X — ) divise
©(P;). Montrer que ]_[le(X — «;) divise ¢(Py). En déduire que ¢(P,) est constant.

3 Conclure.
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BASEs DE GROBNER

Exercice 12 (Sur le cours)

1 Soit K un corps. Soit I =< /M ... 2! > yn idéal monomial de K[xz1,--- ,z,]. Soit
P =Y crx! un polyndome de I. Montrer que chaque x! tel que c¢; # 0 est divisible par 'un des
210).

2 Lister dans I’ordre pour les ordres lex, grlex et grinvlex les mondmes en trois variables
X,Y et Z (avec X > Y > Z)jusqu’au degré total 3 inclus.

3 Labase (21 — 23", 2, — 23%) de I'idéal < x1 — 237, 1 — 23° > est-elle une base de Grobner

pour I’ordre lexicographique ?

Exercice 13 (Base de Grobner et appartenance)

1  En utilisant le critere des S-polyndmes, dire si la famille (X + Z,Y — Z) est une base de
Grobner pour I'ordre lexicographique de I’idéal I de K[X, Y, Z| qu’elle engendre.

2 Déterminer si le polynome X? + Y2 + Z2 appartient a I.

3  Méme question avec le polyndme X2 + 2XY — Y2 +2Y Z.

Exercice 14 (Appartenance)

Le polyndome f = 2X2Y? — X? + Y? est-il dans I’idéal engendré par f; = X?Y + Y et
fr=Y2-19

Exercice 15 (Calcul de dimension)

Soit f = 2t + 2%y? + 3 — 23 € Clx,yl et [ =< f,0f/0x,df/dy >. On admet que {2, y?}
est une base de Grobner réduite de / est pour ’ordre lexicographique avec x < v,
1 Calculer la dimension de C[z, y|/I.
2 A-tonz® =y mod I?

Exercice 16 (Forme normale)

1  Déterminer une base de Grobner pour I'idéal < z3 — 29, o — 23 > pour I'ordre lexicogra-
phique, puis pour I’ordre lexicographique gradué inverse.
2 Déterminer la forme normale de x;x5x3 pour chacune de ces bases.

Exercice 17 (Base de Grobner et équations)

On rappelle que si S est une base de Grobner de I < k[ Xy, ..., X,,] pour I'ordre invlex et
m < m,alors 8" := Snk[Xq, ..., X,,] estune base de Grobnerde I’ := I nk[ X7, ..., X,,]. Le but
de I’exercice est d’obtenir des équations de I’image de I’application f : C — C3,t +— (£3, ¢4, %),
1  Déterminer une base de Grobner pour I'idéal [ :=< = — t3,y — t*, 2 — t> > pour 'ordre
lexicographique r <y < z < t.

2 Vérifier que [ est I’idéal du graphe de f dans C x C3 et que I' := I n C[z, y, z] est I'idéal
de I’image de f.
3  Conclure.



