
— Mathématiques / Licence — –

Calcul Matriciel

Feuille de TD 1 : Dualité
Dans cette feuille, les espaces vectoriels R𝑛 sont munis de la base canonique ℬcan “ p𝑒𝑖q1ď𝑖ď𝑛 et

leurs duaux pR𝑛q‹ de la base duale ℬ‹can “ p𝑒‹𝑖 q1ď𝑖ď𝑛.

1. EXERCICES ÉLÉMENTAIRES SUR LA DUALITÉ

Exercice 1.
(a) Vérifier que la base 𝒞 “ t´2𝑒‹1 `

3
2𝑒
‹
2, 𝑒

‹
1 ´

1
2𝑒
‹
2u de pR3q‹ est la base duale de la base ℬ “

tp1, 2q, p3, 4qu de R2.
(b) Déterminer la base duale de la base tp1, 1, 1, 1q, p0, 1, 1, 1q, p0, 0, 1, 1q, p0, 0, 0, 1qu de R4.

Exercice 2. Montrer que les formes linéaires

𝜙1 :
R3 Ñ R

p𝑥1, 𝑥2, 𝑥3q ÞÑ 2𝑥1 ´ 𝑥2 ` 𝑥3
et 𝜙2 :

R3 Ñ R
p𝑥1, 𝑥2, 𝑥3q ÞÑ 𝑥1 ` 3𝑥2 ` 5𝑥3

forment une famille libre de
`

R3
˘˚ et la compléter en une base de

`

R3
˘˚.

Exercice 3.
(a) Écrire la matrice des coordonnées dans la base ℬ‹can de pR3q‹ de la famille

𝜙1 :
R3 Ñ R

p𝑥1, 𝑥2, 𝑥3q ÞÑ 2𝑥1 ` 4𝑥2 ` 2𝑥3
,

𝜙2 :
R3 Ñ R

p𝑥1, 𝑥2, 𝑥3q ÞÑ 𝑥2 ` 𝑥3
,

𝜙3 :
R3 Ñ R

p𝑥1, 𝑥2, 𝑥3q ÞÑ 2𝑥1 ` 2𝑥2 ´ 𝑥3

.

(b) En déduire que la famille p𝜙𝑖q1ď𝑖ď3 est une base de
`

R3
˘‹

(c) En déterminer la base antéduale p𝑣1, 𝑣2, 𝑣3q.
(d) Vérifier les résultats en calculant 𝜙1p𝑣1q, 𝜙2p𝑣1q et 𝜙3p𝑣1q.

Exercice 4. Soit 𝑎 “ p1, 2𝑖, 0q, 𝑏 “ p3, 4, 0q et 𝑐 “ p0, 0, 1` 𝑖q trois vecteurs de C3.

(a) Montrer que ℬ “ t𝑎, 𝑏, 𝑐u est une base de C3.
(b) Déterminer la base duale de la base ℬ.
(c) Déterminer une forme linéaire sur C3 qui vaut 1 sur 𝑎, 2 sur 𝑏 et 3 sur 𝑐.

2. POUR CONSTRUIRE DES ÉQUATIONS

Exercice 5. Le but de l’exercice est de déterminer un système d’équations linéaires en les coordonnées
pour un sous-espace vectoriel de R5.

(a) Soit 𝑎 “ p1, 2, 0, 0, 0q, 𝑏 “ p3, 4, 0, 0, 0q et 𝑐 “ p0, 0, 1, 1, 1q trois vecteurs de R5 et 𝑉 le sous-
espace vectoriel Vectp𝑎, 𝑏, 𝑐q de R5 engendré par t𝑎, 𝑏, 𝑐u. Montrer que t𝑎, 𝑏, 𝑐u est une base de 𝑉
et une famille libre de R5.

(b) La compléter en une base ℬ “ t𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒u de R5.
(c) Déterminer la base duale ℬ‹ “ p𝑎‹, 𝑏‹, 𝑐‹, 𝑑‹, 𝑒‹q de la base ℬ.
(d) Déterminer un système d’équations linéaires pour 𝑉 .

Exercice 6. Déterminer un système d’équations linéaires pour le sous-espace 𝑊 de R4 engendré par
𝛼 “ p1, 2,´3, 2q, 𝛽 “ p1, 1,´2, 2q, 𝛾 “ p0, 1,´1, 0q.
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Exercice 7. Le but de l’exercice est de déterminer une base pour un sous-espace vectoriel de R5 donné
par un système d’équations. Soit

𝑉 “ tp𝑥1, . . . , 𝑥5q P R5, 𝑥1 ` 𝑥2 ` 𝑥3 ` 𝑥4 ` 𝑥5 “ 0, 𝑥1 ´ 𝑥2 ` 𝑥3 ´ 𝑥4 ` 𝑥5 “ 0u.

La méthode de Gauss permet d’en déterminer une base. Nous allons utiliser une autre méthode, basée
sur la notion de base antéduale.
(a) Donner deux formes linéaires 𝜙1 et 𝜙2 sur R5 telles que

𝑉 “ tp𝑥1, . . . , 𝑥5q P R5, 𝜙1 “ 0 et 𝜙2 “ 0u.

(b) Vérifier que la famille p𝜙1, 𝜙2q est une famille libre de pR5q˚ et la compléter en une base p𝜙1, . . . , 𝜙5q

de pR5q˚.
(c) Déterminer la base antéduale p𝑒1, . . . , 𝑒5q de p𝜙1, . . . , 𝜙5q.
(d) En déduire une base de 𝑉 .

3. SUR LES ESPACES DE POLYNÔMES

Exercice 8 (Une formule bien connue). Soit 𝑛 P N. On note R𝑛r𝑋s l’espace vectoriel sur R des
polynômes en une indéterminée, à coefficients réels et de degré au plus 𝑛. On considère la base canonique
ℬcan “ p𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑛q “ p1, 𝑋,𝑋2, . . . , 𝑋𝑛q de R𝑛r𝑋s.

(a) Montrer que la base duale de ℬcan est ℬ‹can “ p𝑃 ˚0 , 𝑃 ˚1 , 𝑃 ˚2 . . . , 𝑃 ˚𝑛 q où 𝑃 ˚𝑘 :
R𝑛r𝑋s Ñ R

𝑃 ÞÑ
𝑃 p𝑘qp0q

𝑘! .

(b) Soit 𝑃 un polynôme de R𝑛r𝑋s. Écrire explicitement la formule

𝑃 p𝑋q “
ÿ

𝑘

𝑃 ˚𝑘 p𝑃 q𝑃𝑘p𝑋q.

Exercice 9 (Polynômes de Lagrange).
Soit 𝑛 P N. Soient 𝛼0, . . . , 𝛼𝑛 des nombres réels deux à deux distincts. Pour 𝑖 P t0, . . . , 𝑛u, on définit
l’application

𝜙𝑖 :
R𝑛r𝑋s Ñ R

𝑃 ÞÑ 𝑃 p𝛼𝑖q

(a) Vérifier que, pour tout 𝑖 P t0, . . . , 𝑛u, 𝜙𝑖 est une forme linéaire sur R𝑛r𝑋s.
(b) Écrire la matrice des coordonnées de la famille t𝜙0, . . . , 𝜙𝑛u dans la base ℬ‹can de pR𝑛r𝑋sq

˚.
(c) En déduire que la famille t𝜙0, . . . , 𝜙𝑛u est une base de pR𝑛r𝑋sq

˚.
(d) Déterminer la base antéduale de la base t𝜙0, . . . , 𝜙𝑛u de pR𝑛r𝑋sq

˚ (autrement dit une base
t𝐿0, . . . , 𝐿𝑛u de R𝑛r𝑋s telle que, pour tout 𝑖, 𝑗 P t0, . . . , 𝑛u, 𝐿𝑗p𝛼𝑖q “ 𝛿𝑖 𝑗).

4. POUR ALLER PLUS LOIN

Exercice 10. On définit l’annulateur 𝐹 0 d’un sous-espace vectoriel 𝐹 d’un espace vectoriel 𝐸 comme
le sous-espace vectoriel du dual 𝐸‹ des formes linéaires nulles sur 𝐹

𝐹 0 :“ t𝜙 P 𝐸‹,@𝑣 P 𝐹,𝜙p𝑣q “ 0u.

Une propriété importante est, si 𝐸 est de dimension finie, l’égalité dim𝐹 0 ` dim𝐹 “ dim𝐸.
Soit 𝐸 un espace vectoriel de dimension finie et soient 𝐹1 et 𝐹2 deux sous-espaces vectoriels de 𝐸.

Montrer que
(a) si 𝐹1 Ă 𝐹2, alors 𝐹 0

2 Ă 𝐹 0
1 ,

(b) p𝐹1 ` 𝐹2q
0
“ 𝐹 0

1 X 𝐹 0
2 ,

(c) p𝐹1 X 𝐹2q
0
“ 𝐹 0

1 ` 𝐹 0
2 (indication : montrer l’une des deux inclusions puis utiliser un argument de

dimension pour conclure).
(d) On reprend l’exercice 5. Soit 𝑓 “ p1, 4, 1, 2, 0q et 𝑉 1 “ 𝑣𝑒𝑐𝑡p𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑓q “ 𝑉 ` 𝑣𝑒𝑐𝑡p𝑓q. Montrer

que
p𝑉 1q˝ “ p𝑉 ` 𝑣𝑒𝑐𝑡p𝑓qq˝ “ 𝑉 ˝ X p𝑣𝑒𝑐𝑡p𝑓qq˝,

déterminer l’annulateur p𝑉 1q˝ de 𝑉 1 et un système d’équation pour 𝑉 1.
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