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Index des notations

Soit

K un corps commutatif quelconque,
n, p et k des entiers naturels non nuls,
i et j deux nombres de 'ensemble {1, ..., n},
E et F deux espaces vectoriels sur K,
v,v1, ..., des vecteurs de E,
S un sous-ensemble quelconque de E,
f une application linéaire de F dans F,
g un endomorphisme de F,
B, B deux bases de F, C une base de F,
A une matrice a coefficients dans K,
M une matrice carrée de taille n a coefficients dans K,
P un polynoéme de K[ X],
R un anneau commutatif et z1, . .., z; des éléments de R.

Alors, on utilisera les notations
Vect{vy, ..., v} : sous-espace vectoriel de F engendré par vy, .. ., vg.
Vect(S) : sous-espace vectoriel de E engendré par les vecteurs de E contenus dans S.
dim(F) : dimension de E sur K si F est de dimension finie.
L(E, F) : espace vectoriel sur K des applications linéaires de £ dans F'.
L(E) : espace vectoriel sur K des endomorphismes de E (L(FE) = L(E, E)).
Idg : application identité de E.
Ker f : noyau de f (il s’agit d'un sous-espace vectoriel de F).
Im f :image de f (il s’agit d'un sous-espace vectoriel de F').
rg (f) : rang de I'application linéaire f.
det (g) : déterminant de I’endomorphisme g.

M,, ,(K) : espace vectoriel des matrices a n lignes et p colonnes et a coefficients dans
K.

M,,(K) : espace vectoriel des matrices carrées a n lignes et n colonnes et a coefficients
dans K.

I,, : matrice identité de taille n.
0, : matrice a n lignes et p colonnes avec uniquement des coefficients nuls.

E;; : matrice de M,,(K) avec un coefficient 1 sur la ligne i et la colonne j, et des
coefficients nuls partout ailleurs.

Matg(v) : vecteur colonne (matrice colonne) des coordonnées du vecteur v dans la
base B.



Matgc(f) : matrice représentative de f dans les bases Bde E et C de F.

Pp_,p :matrice de passage dela base B alabase 55’ (il s’agit de la matrice Matp g (Idg).
Noter que Pi_.pr = Ps_.p Pg_.pn).

Tr(M) : trace de la matrice M i.e. la somme des coefficients diagonaux de M.
Ker A : noyau de la matrice A.

rg(A) : rang de la matrice A.

det(M) : déterminant de la matrice M.

tA : transposée de la matrice A.

K, [X] : espace vectoriel sur K des polyndomes en une indéterminée a coefficients
dans K et de degré au plus n.

deg(P) : degré du polynome P.

(x1,...,z):idéal de R engendré par les éléments z1, . .., xk.



Chapitre 1

Formes linéaires et dualité linéaire

Introduction

La dualité linéaire est la théorie des formes linéaires sur un espace vectoriel, c’est-a-dire,
pour K un corps commutatif quelconque, la théorie des applications linéaires £ — K ou E
est un espace vectoriel sur K. La dualité linéaire est une théorie qui généralise la dualité dans
les espaces euclidiens. Elle met en correspondance deux espaces vectoriels E' et son dual E*.
Quand F est de plus de dimension finie muni d'un produit scalaire, on peut identifier £* a £
et ainsi retrouver la dualité euclidienne.

On peut également voir la dualité linéaire comme la théorie des équations linéaires sur un
espace vectoriel. En particulier, cette théorie nous donne une correspondance explicite entre
les sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E et les systemes d’équations linéaires sur
E. La dualité linéaire nous fournit également une interprétation vectorielle de 'opération de
transposition sur les matrices.

Tout au long de ce chapitre, K désigne un corps commutatif quelconque.

1. Formes linéaires sur un espace vectoriel et espace dual

DEFINITION 1.1. Soit E un espace vectoriel sur K. On appelle forme linéaire sur E toute
application linéaire de E dans K. L'ensemble des formes linéaires sur E muni de l'addition et
de la multiplication par les éléments deK issues des opérations sur l'espace d'arrivée K est un
espace vectoriel sur K appelé espace dual de E et noté E*.

REMARQUE 1.2. Si E est un espace vectoriel muni d'une base 5 = (e, es,- - ,¢e,), alors
E
n
v=20o1T5e o T
Montrons que les formes linéaires sur E sont alors exactement les combinaisons linéaires
de ces applications coordonnées. Soit ¢ une forme linéaire sur E. Pour tout vecteur v de E de
z1

I’application coordonnée ¢; : est une forme linéaire sur F.

coordonnées | : |danslabase B, on a par linéarité

Tn

——
ek ek ek ek

p(v) = p(z1e1 + -+ znen) = 21 p(e1) +- -+ xp p(en) = p(e1) p1(v) + -+ + p(en) n(v).
—— —_—— =

On en déduit que ¢ est la combinaison ¢(e1)p1 + - - - + ¢(en)en. On peut aussi écrire

x1

p(v) = (ple1) -+ plen))

Tp
La matrice de I'application linéaire ¢ dans la base B de E et {1} de K est donc Matg ;(¢) =
(p(e1) -+ p(en)).

R - R

x,y,z) — 2x+3y—>5z
forme linéaire sur R3, combinaison linéaire des trois formes linéaires coordonnées (z,y, z) —

EXEMPLE 1.3 (exemple “fil rouge”). Lapplication ¢ : ( est une

7



z, (z,y, 2) — ¥, (z,y, 2) — z de la base canonique de R?. Pour tout vecteur (z, y, z) de R3, on a

X

p(r,y,2)=(23 =5) |y

2. Base duale

Soit F un espace vectoriel sur K de dimension finie n € N\{0}. Comme dim E* = dim (£(E,K)) =
dim(F) x dim(K) = dim(F), on obtient dim(E*) = dim(E). On peut également le montrer en
associant a toute base de F une base de E* :

THEOREME ET DEFINITION 1.4. SoitB = {e1,...,e,} unebasede E. Pouri€ {1,...,n}, on

notee} la forme linéaire sur E définie sur la base B par
1 sit=j,

ourtoutje {l,...,n},ef(e;) =08;; = .
p J { } z(]) 1) {O Sli#j.

La famille{e7, ..., e} de E* est une base de E*, appelée base duale de B et notée 3*.

DEMONSTRATION. Soit: € {1,...,n}. Commengons par remarquer que, par définition, si
231
v est un vecteur de E de coordonnées | : |danslabase B,
Tn

*
€;

autrement dit e} associe a tout vecteur v de E sa i*™¢ coordonnée dans la base 5.

A présent, montrons que la famille {e7, ..., e’} de E* estlibre : soient \;,..., \, € K tels
que Aief + ... + \ye} soitla forme linéaire nulle, i.e., pour tout vecteur v de E, Ajef(v) + ... +
Anen(v) = 0. En particulier, pour tout j € {1,...,n},0 = A\ef(e;) + ... + Aeji(ej) = Ajetla
famille {e}, ..., e’} de E* est donc libre.

(v) = e*(z1e1 + -+ + Tpen) = 1€ (€1) + ... + Tpef (€)) = Ty,

On avudansla remarque que la famille {e}, ..., e’} engendre E* ﬂ O
EXEMPLE 1.5. SiB = {ey, ..., e,} estlabase canonique de K", pour touti € {1,...,n}, ef
est la forme linéaire
. K" - K
G (2, ) e @

Les espaces vectoriels F et E* étant de méme dimension finie, sont isomorphes. Cepen-
dant, en général, ils ne le sont pas de facon “canonique” : un isomorphisme entre ces deux
espaces vectoriels dépend, en général, d'un choix de bases pour F et E*, ou bien d'un produit
scalaire sur E :

PROPOSITION 1.6. Si E est un espace vectoriel réel muni d’'un produit scalaire < , > et si
FE —

vo est un vecteur de E, alors l'application o, : o= Y zje; o <v,up > est une forme
linéaire sur E. De plus, Uapplication ® : v oo o est une application linéaire injective.
v

DEMONSTRATION. Les énoncés de linéarité sont conséquences de la bilinéarité du produit
scalaire. Pour montrer I'injectivité de ®, on considere un vecteur vy de E tel que ®(vy) = 0,
autrement dit orthogonal a tout vecteur de E. En particulier, ®(vg)(vg) =< wvg,vg >= 0.
Comme le produit scalaire est défini, on en déduit que vy = 0. L'application ® est donc

injective. O
1. On aurait pu se contenter de montrer le caractére libre ou le caractere générateur de la famille {e¥, ..., ek}
puis d'utiliser le fait, établi précédemment, que dim (E*) = dim (E) = n pour montrer que la famille {e}, ..., e}}

est une base de E*. On a cependant fait le choix de la démonstration “compleéte” ci-dessus pour son intérét
didactique.



EXEMPLE 1.7. On considere la base B = {eq, e2,e3} de R? formé par les vecteurs e; :=
(1,1,1), ea := (1,0,—1) et eg := (0,1, 1). Déterminons la base duale 5* de 5 : précisément,
nous allons déterminer les expressions des formes linéaires e, €3 et ef sur R3.

On cherche a, b, c € R tels que, pour tout (z1, 72, 73) € R3, ef (x1, 79, 23) = axy + bxs + cx3.
L'application e] vérifie

ef(er) =1 a+b+c=1 a=1
ef(ea) =0 =4a —c=0 <={b=-1
ef(ez) =0 b+c=0 c=1

Ainsi, e} est’application

R3 — R

e¥ .
1 . .
(x1,22,23) — a1 — X2+ 23

On cherche a présent a,b,c € R tels que, pour tout (z1,z2,73) € R3, e} (w1, 20, 23) =
axri + brs + cxs. Or

es(e1) =0 a+b+c=0 a=0
esea) =1 =4a —c=1 < 4q4b=1
e3(ez) =0 b+c=0 c=-1
Ainsi, e3 est'application
R3 — R

ed .
27 (x1,22,23) > X2 — T3

Enfin, on cherche a, b, c € R tels que, pour tout (z1, 2, z3) € R3, e3(x1,x2,3) = axy +bry +
cxs. Or

ej(e1) =0 a+b+c=0 a=-—1
es(e2) =0 =<{a —c=0 < 1b=2
ejez) =1 b+c=1 c=—1

Ainsi, e} est'application

ot - R3 — R
37 (my,w9,23) — —m1 + 212 — T3

REMARQUE 1.8. Attention : parler de “dual d'un vecteur” n’a pas de sens. Si B; et B, sont
deux bases de F et v est un vecteur de F appartenant a chacune de ces deux bases, les vecteurs
“v*” dans B et “v*” dans B3 sont a priori différents (on devrait écrire v*51, respectivement
v*B2), car ils sont définis par des conditions impliquant tous les vecteurs de base.

Reprenons les vecteurs e; = (1,1,1) etea = (1,0, —1) de R? de 'exemple précédent mais
posons cette fois v3 := (1,0,0). La famille B’ := {e1, e2, v3} est également une base de R3.
Déterminons les formes linéaires de la base duale B’* de B’ : on cherche a, b, c € R tels que,
pour tout (x1, z2, 73) € R3, e (21, 72, v3) = ax1 + bwy + cx3. Or

ef(er) =1 a+b+c=1 a=0
ef(ea) =0 =4a —c=0 < 4qb=1
ef(vs) =0 a =0 c=0
Ainsi, e} est’application
R3 - R

(x1,22,23) — 2



On cherche ensuite a, b, c € R tels que, pour tout (1, 79, z3) € R3, e} (21, 22, v3) = axy + bro +
cxs. Or

e5(e1) =0 a+b+c=0 a=0
es(ea) =1 =4a —c=1 = 1b=1
e5(vg) =0 a =0 c=—1
Ainsi, €3 est'application
R3 — R

(1,2, 23) — X2 — X3

Enfin, on cherche a, b, c € R tels que, pour tout (1, 29, z3) € R, v (21, 22, 73) = az1 + bz + c3.
Or

vi(e1) =0 a+b+c=0 a=1
vi(ea) =0 <= <Ja —c=0 < 4b=-2
vi(vz) =1 a =1 c=1

Ainsi, v est!’application
o - R3 — R
87 (x1,m0,13) > a1 — 213+ 23

On remarque ainsi que e,® = e3? mais que e # %, Anoter également que, n}geme sivg estle
R —- R

troisieme vecteur de la base canonique de R3, v: %' n’est pas I'application .
3
($1, T, ZL’3) [

PROPOSITION 1.9. SoitB = {e1,...,e,} unebasede E et B* = {¢],. .., e} } sa base duale.
(i) Pour toute forme linéaire o € E*, ¢ = 2 o(e;)es, autrement dit ¢ a pour vecteur de

i=1
p(e1)

coordonnées dans la base duale B* le vecteur Matpgs () = : = "Matg1(p) .
p(en)
n el (v)
(ii) Pour tout vecteurv e E,v = ) ej(v)e;, autrement ditv a pour coordonnées :
= e (v)
dans la base B.
DEMONSTRATION. (i) Soit ¢ € E*. Comme les formes linéaires ¢ et > ; p(e;)ef
prennent les mémes valeurs sur les élément de la base 5, elles sont égales.
(ii) Soit v € E. Comme B est une base de F, il e)ﬂste 11, - - -, iy € Kuniques tels que
n
v = Z pje;.Siie {1,...,n},onaalorse;( Z piei(ej) = p;, etdonco = Z e;(v)ej.
Jj=1 Jj=1
U

REMARQUE 1.10. Cela peut constituer un moyen “efficace” de déterminer les coordonnées
d’une forme linéaire dans une base duale donnée, resp. (“respectivement”) d'un vecteur dans
une base donnée.

R3 — R
(x1,29,23) +— 21+ 3w92 — D3
de I'exemple fil rouge et déterminons ses coordonnées dans la base duale B* de
I'exemple[1.7] On a ¢(e1) = 0, p(e2) = 7, p(e3) = —2 et donc ¢ = Te5 — 2¢5. Re-
marquons que l'on n’a pas besoin de I'expression des formes linéaires de la base
duale pour déterminer les coordonnées de ¢ dans celle-ci (les expressions obtenues
dans I'exemple nous permettent cependant de vérifier que la décomposition
précédente est bien correcte).

EXEMPLE 1.11. e Reprenons la forme linéaire ¢ :
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e Sil'on considere le vecteur v = (3, —4, 1) de R3, on obtient ses coordonnées dans la
base B de I'exemple[I.7|en calculant e} (v) = 8, e3(v) = —5 et e} (v) = —12. Ona donc
v = 8e; — beg — 12e3.

COROLLAIRE 1.12. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et v un vecteur de E qui
annule toutes les formes linéaires sur E. Alors v est le vecteur nul.

DEMONSTRATION. Sion considére une base B = {ey,...,e,} de E et sa base duale B* =
n
{ef,...,en},ona, pourtoutje {1,...,n}, e (v) =0etdoncov = Z ej(v)e; = 0. O
j=1

La proposition|1.9/nous permet également de montrer que 'opération qui a toute base de
E associe sa base duale est injective. Nous montrerons sa surjectivité dans la section suivante.

COROLLAIRE 1.13. SoitB = {e1,...,e,} etB = {fi,..., fn} deux bases d’un espace vectoriel
E.SiB* = B'*, alorsB = B'.

DEMONSTRATION. Soiti € {1,...,n}. D’apres la proposition[1.9}

n

ei = Y [Hef; =D i) f; = fi
j=1
Ainsi B = B'. O

3. Aspects matriciels

Comme |'espace vectoriel de dimension finie £* admet des bases finies, on peut utiliser les
outils matriciels pour étudier les formes linéaires de £*. Comme dans la section précédente,
on considere un espace vectoriel £ de dimension finie n € N\{0} muni d’'une base B =
{e1,...,en}.

Commencons par une premiere remarque : si ¢ est une forme linéaire de £* et v est un
vecteur de F, alors, d’apres la remarque[1.2] et la proposition[L.9

p(v) = " Matg« (p)Matp(v).

Nous allons nous intéresser au changement de base pour les bases duales : précisément,
soit B’ = {f1,..., f»} une autre base de E, on cherche a calculer la matrice de passage de la
base duale B* a la base duale B'* a partir de la matrice de passage de la base B ala base B'.

PROPOSITION 1.14. On a
Pgs_ g+ = tPBHB/_l = tPB/HB.

DEMONSTRATION. (rappel: la transposition et I'inversion des matrices inversibles com-
mutent si bien que {(Ps_pz ') = (*Ps_p)~1). Pour simplifier les écritures, on note P =
(pij)1<i,j<n = Pp_p etQ = (Qij)1<i,j<n = Pgs_,pr.

On considere les matrices de passage comme agissant sur les coordonnées : soit v un

z1

point de E de vecteur de coordonnées Matp(v) = X = | : |danslabase B. Le vecteur de
Tn

coordonnées Matg (v) = X’ de v dans la base B’ estalors X’ = Py ., X = P~1X. On écrit de

méme pour une forme linéaire ¢ sur E, Matg(p) = Y et Matg(p) = Y avec Y’ = Q7Y
Maintenant,

p(v) =YX = 'YX = HQY)(PTIX) = 'V ('Q T PTYX.

En appliquant a tous les vecteurs X et Y la relation 'Y I, X = 'Y (!*Q~'P~!) X, on en déduit
que I, ='‘Q 'P letdoncQ = ‘P~

11



Autre démonstration : On écrit pour i, j € {1,...,n}, la décomposition de f;* dans la base
B*: f¥ = >i_, arie; etla décomposition de f; danslabase B: f; = >'; p; je;. Nous allons
montrer que I,, = ‘QP et donc Q = P~

Soienti,j € {1,...,n}. Le coefficient situé sur la ligne i et la colonne j de la matrice identité
I, est 0; ; et, par définition de la base duale B* = {ff,...,f¥},ona

fi(f5) = <Z ka€k> (ZP!;@) =) Z qripijer(er)
k=11l=1

Oi,j

n n
= Z quipljém = Z Ak iPh j-
k=11=1

k=1
n
Or Z qripk j est justement le coefficient situé sur la ligne i et la colonne j de la matrice produit
k=1
tQP. Ainsi, onabien I,, = 'QPi.e. Q = ‘Pl i.e. Pgs_, g+ = ‘Ps_p 1. O

ATaide de cette propriété, on peut également montrer la surjectivité, et donc la bijectivité
(voir corollaire ci-dessus), de I'opération qui associe a toute base 5 de E sa base duale B*
de E*:

COROLLAIRE ET DEFINITION 1.15. Pour toute base C de E*, il existe une et une seule base B
de E telle queC = B*. On appelle B la base antéduale deC.

DEMONSTRATION. Soit C une base de E*. Fixons maintenant 5, une base quelconque de
E et considérons la matrice () := tPBak _c ! Comme il s'agit d'une matrice inversible de taille
n,  peut étre considérée comme la matrice de passage Pg,_.5 de la base By de E a une base
B (les coordonnées des vecteurs de B dans la base B, sont données par les colonnes de Q) et
on a alors, d’apres la proposition précédente,

t ~1 _tH-1
Ppgx g = Py~ = Q7 = Pgx ¢,

de sorte que les coordonnées des vecteurs de la base C dans la base B sont les mémes que

les coordonnées des vecteurs de la base B* dans la base B et donc C = B*. Lunicité a été
0

démontrée précédemment. O

EXEMPLE 1.16. On consideére les formes linéaires sur R?
R3 — R R3 — R R3 — R

L ($1,$2,$3) — X1+ T2+ T3 P2 (xl,xg,xg) — —T1 + T3 3 (.1'1,:E2,$3) — X9 + I3

La famille C = {¢1, 2, ¢3} est une base de (R?) *. Pour le voir, on écrit les coordonnées de 1,
9 et 3 dans la base duale B = {e}, e}, ¢4} de la base canonique By = {ej,e2,e3} de R3:ona

o1 =€l +e5 + e, p2 = —e] +efetyps = ej + e}, etlamatrice
1 -1 0
P:=(1 0 1
1 1 1

dont les colonnes sont les coordonnées de 1, v et ¢3 dans la base 5*, est inversible.

On cherche maintenant a déterminer la base antéduale B = {v;,v92,v3} de la base C. On
procede comme dans la démonstration précédente : la matrice P ci-dessus est la matrice de
passage de B; a C et la matrice de passage de la base B a la base B est alors la matrice ‘P~!.
On obtient

1 0o -1
tpl— -1 -1 2
1 1 -1
etonadoncuv; =e; —es+eg = (1,—-1,1), v = —ea +e3=(0,—1,1) etvg = —ey + 2e3 — e3 =

(—1,2,—1). On vérifie par exemple que ¢1(v1) = 1, ¢1(v2) = 0, ¢1(v3) = 0.

12



4. Hyperplans

DEFINITION 1.17. Soity € E* une forme linéaire sur E non nulle. On appelle hyperplan linéaire
de E déterminé par ¢ le noyau Ker ¢ de .

EXEMPLE 1.18 (suite de I'exemple “fil rouge”). Lhyperplan de R? déterminé par ¢ est le
sous-espace vectoriel {(z,y,z) € R® | 2z + 3y — 5y = 0} de R®.

Quand il n'y a pas de risque de confusion avec les hyperplans affines par exemple, on omet
'adjectif "linéaire”. Lappellation “hyperplan” est justifiée par le fait que, si F est de dimension
finie n € N\{0}, I'hyperplan déterminée par une forme linéaire sur £ non identiquement nulle
est effectivement un sous-espace vectoriel de £ de dimension n — 1. Nous allons montrer ce
fait ci-dessous, ainsi que sa réciproque :

PROPOSITION 1.19. (i) Les sous-espaces vectoriels de dimension n — 1 d’'un espace
vectoriel E de dimension n sont exactement les noyaux de formes linéaires non nulles.

(ii) Les sous-espaces vectoriels de dimensionn — 1 d’'un espace vectoriel E de dimensionn
muni d'une base B sont exactement les sous-espaces vectoriels définis par une équation
linéaire non nulle en les coordonnées.

(iii) De plus, deux formes linéaires non nulles ont le méme noyau si et seulement si elles
sont proportionnelles.

(iv) Deux équations linéaires non nulles en les coordonnées dans une base de E définissent
le méme hyperplan si et seulement si elles sont proportionnelles.

(v) Lespace des solutions d’'un systeme d’équations linéaires en les coordonnées dans une
base de E est l'intersection des hyperplans correspondants.

DEMONSTRATION. (i) Soity € E*\{0}. Limage Im ¢ de ¢ est un sous-espace vectoriel
de K. Puisque la dimension de K sur K est 1, la dimension de Im ¢ sur K est inférieure
ou égale a 1. Comme les seuls sous-espaces de K sont {0} et K et comme ¢ est non
identiquement nulle, la dimension de Im ¢ est 1. Par le théoreme du rang,

dim(Ker ¢) = dim(F) — dim(Im ¢) =n — 1,
i.e. 'hyperplan de F déterminé par ¢ est de dimension n — 1.

Réciproquement, soit H un sous-espace vectoriel de £ de dimension n — 1.
Puisque H est strictement inclus dans F, il existe vy un vecteur de F n’apparte-
nant pas a H. Alors les sous-espaces vectoriels H et Vect{vy} de E sont en somme
directe et, par un argument de dimension, £ = H @ Vect{vg}. Ainsi, tout vecteur v
de F se décompose de facon unique en une somme v = u, + A,vg avec u, € H et

K

Ay € K. Si ¢ désigne alors la forme linéaire A\
v

,ona H = Ker ¢, i.e. H est

I'hyperplan de E déterminé par la forme linéaire gp.ﬂ

(ii) Si de plus F est muni d'une base B = {ey,...,e,}, tout noyau ker ¢ d'une forme
linéaire non nulle ¢ est défini par I’équation linéaire non nulle ¢(e;) 1 + -+ +
—
eK
wlen) xp =0
—
ek
Réciproquement, si H est un sous-espace vectoriel défini par I'’équation linéaire
z1
non nulle a;x; + --- + apz, = 0 en les coordonnées | : | dans la base B avec
L,

2. La projection sur Vect{vo} parallelement a H a pour noyau H. Le choix de la base {vo} de Vect{vo} a permis
de la transformer en une forme linéaire de méme noyau.
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(a1,...,a,) € K"\{(0,...,0)}, alors H est le noyau de la forme linéaire non nulle

. E — K
v rie1+ -+ Tpep — a1T1+ o FapTy
(iii) Si deux formes linéaires non nulles sur E sont proportionnelles, elles ont méme
noyau. Si deux formes linéaires ¢ et ¢’ non nulles ont méme noyau, soit v un vecteur
de F hors de ce noyau. Alors

ek
car ces deux formes linéaires sont égales sur ker o @ Kv = E.

(iv) Si deux équations linéaires a;z; + --- + apz, = 0 etajzy + --- + a,x, = 0 ont
le méme hyperplan de solutions, alors les deux formes linéaires associées ont le
méme noyau, et sont donc proportionnelles. Les équations a;x1 + - - - + apz, = 0 et
ayxi + -+ + a),z, = 0le sont donc aussi.

(v) Vérifier plusieurs équations linéaires, c’est étre dans chaque hyperplan associé. [

5. Annulateur d’un sous-espace vectoriel et correspondance duale

Dans cette section, on va définir des outils de la dualité qui vont nous donner une corres-
pondance explicite entre les sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel £ muni d’'une base
B et les systemes d’équations linéaires en les coordonnées dans la base 5 qui les caractérisent.

DEFINITION 1.20. Soit E un espace vectoriel. Soit S un sous-ensemble de E etT un sous-
ensemble de E*.

(i) Lensemble des formes linéaires sur E qui sannulent sur S est appelé annulateur de S
et noté S°. C'est un sous-espace vectoriel de E*.

(ii) L'ensemble des vecteurs de E qui sont annulés par toutes les formes linéaires de T est
appelé annulateur de T et noté T°. C'est un sous-espace vectoriel de E.

Lensemble S° = {¢ € E* | pour toutv € S, p(v) = 0} est un sous-espace vectoriel de E* :
la forme linéaire identiquement nulle sur E appartient a S° et, si ¢, € S¥ et A\, u € K, pour

toutwv € S, (Ap + uy)(v) = Ap(v) + pp(v) = 0.
De fagon analogue, 7° = {v € E | pour tout p € T, ¢(v) = 0} est un sous-espace vectoriel
de E : le vecteur nul de E appartient a 7° et, si v,w € T° et \,x € K, pour tout ¢ € T,

(A + pw) = Ap(v) + pp(w) = 0.
REMARQUE 1.21. On a par linéarité {0g}° = E*, E° = {0g«}, {0g=}° = E. Le corollaire(1.12]
montre aussi (E*)° = {0g}.

PROPOSITION 1.22. Soit E un espace vectoriel. Soit S une partie de E et soitT une partie de
E*. Alors

(i) S° = (Vect(9))P.

(ii) T° = (Vect(T))°.
DEMONSTRATION. (i) Comme S = Vect(S), on a déja S o (Vect(S))°. Pour I'autre
inclusion, soit ¢ € S° et v € Vect(9). Il existe vy,...,v, € SetA,...,\, € K tels

que v = >P  \v;. Comme ¢(v1) = 0,...,¢(v,) = 0, par linéarité, ¢(v) = 0. Par
conséquent ¢ € (Vect(S5))? et donc S° = (Vect(S5))°.

(ii) Cette démonstration analogue est un bon exercice laissé au lecteur. O
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Soit E un espace vectoriel de dimension finie muni d'une base B = {ey, ..., e,}. Remar-
quons que, si IV est un sous-espace vectoriel de E* et {¢1, ..., ¢,} est une base de IV, alors
W9 =ML, Ker ¢; et W est le sous-espace vectoriel de E caractérisé par le systeme linéaire

v1(er)zr + -+ @1(en)x, =0

pgler)zr + -+ @qlen)zn =0
I
en les coordonnées | : |danslabase B.
xn
La proposition suivante affirme notamment que si W = F?, alors F peut étre décrit par

le systeme linéaire ci-dessus, autrement dit que les vecteurs de F' forment I'espace W' des
solutions de ce systeme.

PROPOSITION 1.23. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n € N\{0}. Soit F un
sous-espace vectoriel de E et W un sous-espace vectoriel de E*. Alors

(i) dim(E) = dim(F) + dim (F) etdim (E*) = dim(W) + dim (W?),
(i) (F°)° = F et (W0)° = Ww.

DEMONSTRATION. (i) Montrons tout d’abord que dim(E) = dim(F) + dim (F?). Soit
{v1,...,v,} unebase de F quel'on complete en une base B = {v1i,...,vp, Ups1,...,Un}
de E. Considérons la base duale B* = {vi“, e Uy Up gy ,v;i} et montrons que la
famille {v%, ,,...,v}} est une base de F:

e Soitie {p+1,...,n},alors v} € FO car, pourtoutj € {1,...,p}, vf(vj) = 0 # 5)
etles vecteurs vy, . .., v, engendrent F.
e La famille {U;H, e o;.i} de E* est libre comme sous-famille de la base 5*.
e De plus, elle engendre F° : en effet, soit p € FU. Alors, p(v1) = -+ = ¢(v,) =0
carvy,...,vp, € Fetpe F'.D'aprésla propositioni),
o = o)y + -+ o(vp)vy + @(Upr1)Upyn o+ p(n)vy
= (vpsr1)vpsy + -+ p(vp)vy € Vect {vh, 1, ... un ).

En particulier, dim (F°) = n — p = dim(E) — dim(F).

Légalité dim (E°) = dim(W)+dim (W?) se démontre de fagon tout a fait similaire,
al'aide de la notion de base antéduale (corollaire et définition[1.15) : soit {1, . .., 4}
une base de I que I'on compléte en une base C = {¢1,...,¢q, Pg+1,-- -, on} de E* et
notons B = {v1,...,vq,Vg+1,- - -, U} la base antéduale de C. On montre que la famille
{vg+1,--.,vn} estune base de WO :

e Soitje {g+1,...,n}, alorsv; € W0 car, pourtouti € {1,...,q}, p;(v;) = v}(v;) =
0 (i # j) etles vecteurs ¢, ..., ¢, engendrent V.

e Lafamille {v,,1,...,v,} de E estlibre comme sous-famille de la base B.

e De plus, elle engendre W : en effet, soit v € WY, alors, d’apres la proposition
ii),

v = vf(v )vl + - vy (V)vg + vy (V)vge1 + -+ vy (V)
= @@+ + soq(v)vq + @q+1(V)Vg+1 + -+ o (V)vn
= pg+1(v )qu + -+ pn(v)vn € Vect {vg41,. .., Un}

(pr1(v) =+ = py4(v) =0carpi,...,p, € Wetve WO.
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En particulier, dim (W°) = n — ¢ = dim (E*) — dim(W) = dim(E) — dim(W).

(ii) Des deux égalités démontrées précédemment, on déduit la double inclusion ( FO)O =
F:onaF c (FO)O (carsiv e F ety e FYalors p(v) = 0) et

dim ((FO)O) — dim(E) — dim (F°) = dim(E) — (dim(E) — dim(F)) = dim(F).
De méme, (WO)0 =WcarW c (WO)O (sip e Wetve W0alors ¢(v) = 0) et
dim ((WO)O) — dim(E) — dim (W°) = dim(E) — (dim(E) — dim(W)) = dim(W). O

Cette proposition et sa démonstration nous donnent en particulier une méthode pour, a
partir d'une base de F, obtenir un systeme d’équations linéaires “linéairement indépendantes”

(i.e. d’équations correspondant a des formes linéaires linéairement indépendantes) décrivant
F:

COROLLAIRE 1.24. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n € N\{0}. Soit F un

sous-espace vectoriel de E. Soit {v1,...,v,} une base de F' que l'on complete en une base B =
{v1,...,0p,Up11, ..., vn} de E. Considérons la base duale B* = {v},...,v5, vs ... vk}
(i) Alors la famille {v* ..., v}} est une base de F°.
(ii) SideplusBy = {e1,...,e,} estunebasede E, alors F' admet comme systeme d'équations
31
en les coordonnées | : |dans la base By, le systeme linéaire
Tn

v;;ﬂ(el)ml + o+ U;H(en)xn =0

vi(er)zr + -+ v (en)ry, =0

(iii) Le nombre d'équations linéaires indépendantes nécessaires pour définir le sous-espace
vectoriel F est la dimension de F°, soitdim E — dim F = n — p.

EXEMPLE 1.25. Soit F le sous-espace vectoriel de R? engendré par le vecteur v; = (1,1,1).
On note v, le vecteur (1,0,—1) et vs le vecteur (0,1, 1), puis on complete la famille libre
{v1} de R® en la base B = {v1,vs,v3} (voir également exemple[1.7). On considere ensuite la
base duale B* = {v],v3,vi} et, d’apres ce que 'on a vu dans la démonstration précédente,

. R3 -
FO = Vect {v*, v¥}. Lexpression de v sur R? est v : et 'expression
{vs,v3} p 2 27 (21,29,23) — T2 — a3 p
3
de v sur R? est v} : R - R . Ainsi
(x1,22,23) +— —x1+ 222 — 23
0
= (FO) = {(35171'27903) € R? | v} (21, w2, 23) = 0,03 (w1, 22, 3) = 0}

= {(l’l,l'g,l’g) €R3|$2—l’3 =0,—x1 + 222 — 73 20}.

Une méthode analogue permet d’obtenir, a partir d'une description de ' comme ensemble
des solutions d'un systeme d’équations linéaires linéairement indépendantes, une base de F':

COROLLAIRE 1.26. Soit E un espace vectoriel de dimension finien € N\{0}. Soit F' un sous-
espace vectoriel de E défini par les équations F = {v e E,p1(v) = 0,...,¢,(v) = 0} ott les p;
sont des formes linéaires sur E. On suppose que {¢1, ..., pp} est une famille libre de E* que
l'on complete en une baseC = {¢1,...,¢p, Pp+1,---,pn} de E*. Considérons sa base antéduale
B ={vi,...,0p,Upt1,...,0n}. Alors la famille {v,1, ..., v,} est une base de F.
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EXEMPLE 1.27. Notons By = {e1, e2, e3} la base canonique de R? et considérons les formes
linéaires ¢ = e} + e} + e et wg = —e} + 5 sur R3. On note W := Vect{p1, p2} = R3" eton
cherche a déterminer une base de W° = {(z1, 2, 23) € R® | 21 + 22 + 23 = 0, —z1 + 23 = 0}.

Tout d’abord, remarquons que les formes linéaires ¢ et o sont linéairement indépendantes :
on peut par exemple constituer la matrice dont les colonnes sont les coordonnées de ¢; et
2 dans la base B et montrer qu’elle est bien de rang 2. On note ensuite ¢3 := €3 + e} eton
compleéte la famille libre {¢1, ¢2} enlabase C := {1, 2, 3} de (R?)". D’apres l’exemple
la base antéduale de C est la base B = {(1,—1,1),(0,—1,1),(—1,2,—1)} de R3 et, d’apres la
démonstration de la proposition WO = Vect{(—1,2,—1)}.

6. Application transposée

La dualité linéaire va également nous permettre de donner une interprétation vectorielle
a l'opération de transposition sur les matrices.

DEFINITION 1.28. Soient E et F deux espaces vectoriels sur K. Soit f € L(E, F). On appelle
transposée de f Uapplication linéaire

e = pof
REMARQUE 1.29. e Sipe F* = L(F,K),onabienpo f e E* = L(E,K).

e Lapplication !f est bien linéaire : si p, 9 € F* et \, u € K,
Fp+ ) =Np+pp)of=rpof+upof=Nflp)+n'f¥)

Les propriétés de base de la transposée d'une application linéaire sont réunies dans la
proposition suivante :

PROPOSITION 1.30. (1) '(ldg) = Idg=.
(ii) Sif,ge L(E,F) et \,u e K,\(\f + ug) = Nif + u'g.
(iii) Si G est un espace vectoriel surkK, f € L(E,F) etge L(F,G), (go f) ="foly.
(iv) Si f est une application linéaire bijective de E dans F, alors'f : F* — E* est également
bijective et (tf)_1 =1(f1).
DEMONSTRATION. (i) Pourtout o € E*, ona
'Idp) (¢) = poldp = ¢ = Idpx(y).
(i) Pourtouty € F*,ona
‘A ng) () =po(f+g)=gof+yog="f(p)+'(p) = (f +9) (¢).
(iii) Pourtoutyp € G*,ona
gof)(w)=polgof)=(pog)of="90) o f="f(9(p) = (‘fo'g) (¢)

(iv) Ona'fo'(f™1) =(ftof) ="Idg) = Ildpxet’(f 1) olf ='(fof ') ='(Idp) =
Id s O

On en vient a la justification matricielle de I’appellation “transposée” :

PROPOSITION 1.31. On suppose que les espaces vectoriels E et F' sont tous deux de dimension
finie. Soient alors B = {ey,...,e,} une basede E etC = {v1,...,vy,} une base de F, et soit
feLl(E,F).Ona

Matcx g (tf) = tMath(f),
autrement dit la matrice de la transposée'f de f dans les bases duales C* et B* est la transposée
de la matrice de | dans les bases B et C.
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DEMONSTRATION. Soitj € {1,...,m} etnotons A = (akl)1<k<m := Matgc(f). Alors

1<isn
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<
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O
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I
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{ .
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Ainsi la matrice Matc+ g+ (*f) est exactement la transposée de la matrice A = Matgc(f). O

REMARQUE 1.32. Ce résultat permet également de retrouver la propriété|1.14/concernant
la matrice de passage d'une base duale a une autre : si B et 5’ sont deux bases d'un espace
vectoriel de dimension finie F, la matrice de passage Ps_,5 est la matrice Matp g (Idg) de
I'identité de E dans les bases B’ et B. Or {Id = Idg+. Donc,

PB*_)B/* = MatB/*’B* (IdE*) - MatB/*’B* (tIdE) = t(Matzg,B/ (IdE)) == tPB/_,B = tPB_iB/'

Ce point de vue “vectoriel” sur la transposition matricielle permet également, a partir
de la proposition et de la correspondance entre produit de matrices et composition
d’applications linéaires, de montrer sans calcul les propriétés matricielles “/(AB) = ‘B 'A” et

() = (A7)
7. Bidual

Soit F un espace vectoriel sur K. Son dual E* est également un espace vectoriel sur K : on
peut donc aussi considérer son dual que I'on note £**. On a alors, par définition,

E** = (E*)* = L(F*,K) = L (L(E,K),K).
DEFINITION 1.33. On appelle E** le bidual de E.
Une propriété remarquable du bidual est

PROPOSITION 1.34. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors E est canoniquement
isomorphe a son bidual E**, i.e. on peut construire un isomorphisme linéaire de E sur E** sans
faire appel a des choix de bases.

, PP , , .. E* K
DEMONSTRATION. Pour v € E, définissons tout d’abord I'application ®, : : (v)
(I'application d’“évaluation” des formes linéaires sur E en le vecteur v). Pour tout v € E,

I'application ®, est linéaire : si p,1) € E* et \, u € K,

®, (Ap + pp) = (Ap + pp) (v) = Ap(v) + p(v) = ALy () + pPy(¥)).
Ainsi, pour toutv € E, ®, € L (E*,K) = E**.
On considere alors 'application
E — E**
P : v > B,
® est une application linéaire : si v, w € E et \, u € K alors, pour tout ¢ € E*,

O (M +pw) (9) = Pavpuw(p) = ¢ (A + pw) = Ap(v) + pp(w)
= A0y (p) + pPu(p) = AP(v)(p) + n®(w)(p) = (A(v) + p®(w)) (¢)
ie. ® (A + pw) = A®(v) + ud(w).
On montre enfin que 'application linéaire ¢ : £ — E** est bijective : comme dim (E**) =
dim (E*) = dim(F), on peut se contenter de montrer que ¢ est injective. Soit v € E tel que
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®(v) = @, = 0, i.e,, pour tout p € E*, p(v) = 0. Le vecteur v est nul par le corollaire[1.12]
Lapplication ¢ est donc bien injective.

Ainsi, 'application ® est bien un isomorphisme linéaire de F sur E** (et sa définition ne
dépend pas d'un choix de bases). O
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Chapitre 2

Espaces euclidiens

Introduction

On introduit sur les R-espaces vectoriels de dimension finie une structure supplémentaire :
le produit scalaire, notion qui généralise le produit scalaire classique sur R? ou R3. Cette
structure supplémentaire permet de définir les notions géométriques d’orthogonalité et de
distance.

1. Produit scalaire sur un espace vectoriel réel

ExE — R

DEFINITION 2.1. Soit E un espace vectoriel sur R. Une application(-,-) (w) — (oW

est appelée produit scalaire sur E si elle est

(1) bilinéaire, i.e. pour tous vy, vy, w1, ws € E et tous \, u € R, {\vy + pvg, w) = M vy, w) +
pva, w) et (v, \wy + pwa)y = Xv, w1 ) + v, wa),
(2) symétrique, i.e. pour tousv,w € E, {v,w) = {w, v),
(3) positive, i.e. pour toutv € E, {v,v) =0
(4) définiei.e.{v,v) = 0 si et seulement siv = Op.
EXEMPLE 2.2. (1) Soitn € N\{0}, pour tousv = (zy,...,z,) €tw = (y1,...,yn) dans
R"™, on définit (v, w)can := T1Yy1+- - -+xnyn. Lapplication (-, yean : R xR — R

est alors un produit scalaire sur R”, appelé produit scalaire canonique sur R". Mon-
trons le caractere défini positif de 'application {, )can : Siv = (21,...,2,) € R",
n

n
(0, VDean = Z 22 >0 et (v, V)ean = fo — 0 ssi (“si et seulement si”) pour tout i €

7 7
{1,...,n},x; =0ssiv = (0,...,0).

(2) Supposons que E est un espace vectoriel de dimension finie n € N\{0} et soit

B = {e1,...,e,} une base de E. Pour tous vecteurs v et w de E, de coordonnées
z1 n

respectives | : |et | : [danslabase 5, on définit (v, w)p := x1y1 + -+ + TpYn =
Tn Yn

ExFE — R
<U7 w) — <U7 w>B
scalaire sur F, appelé produit scalaire associé a la base B.

‘!Matg(v)Matg(w). L'application (-, )5 : est alors un produit

(3) Soitn € N\{0}. Pour toutes matrices A = (a;j)1<i j<n €t B = (b;;)1<i,j<n dans M, (R),

on définit
<A,B>I= Z aijbij =Tr (tAB)
1<i,j<n
L'application (-, -) : M”(I%lx Bl\;[” (R) : ¢ ARB> est alors un produit scalaire sur

M,,(R) : il s’agit du produit scalaire associé a la base canonique {£; j }1<; j<n de M, (R).
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(4) Soitn € N\{0}. Pour tous polynémes P et @ de R, [X], on définit

1
P | POQWL

X)X R, [X] > R
(P, Q) = (PQ)

R, [X]. La bilinéarité de 'application ¢, -) provient de la linéarité de I'intégrale. Mon-

1
trons que {-, - est bien définie positive. Soit P € R,[X], ona (P, P) = f (P(t))%dt = 0
0

, . R . .
Lapplication (-, ) : est alors un produit scalaire sur

1
('intégrale sur un segment d'une fonction positive est positive). Si{P, P) = J (P(t))%dt = 0,
0

comme lafonctionR — R; ¢ — P(t)? est continue et positive, on a, pour tout ¢ € [0, 1],
(P(t))? = 0 ('intégrale d’'une fonction continue et positive sur un segment est nulle
si et seulement si la fonction est identiquement nulle sur ce segment) et donc, pour
tout ¢t € [0,1], P(t) = 0, donc (un polynéme ayant une infinité de racines étant
nécessairement nul) le polynome P est nul.

REMARQUE 2.3. Si (:, ) est un produit scalaire sur F et si F' est un sous-espace vectoriel de
E, larestriction
<. > i FxF — R
» /|FxF - (v7w) N <v,w>
est un produit scalaire sur F'.

DEFINITION 2.4. Si E est un espace vectoriel de dimension finie muni d'un produit scalaire
{-,-), lecouple (E,{-,-)) est appelé espace euclidien.

REMARQUE 2.5. D’apres la remarque si (E,{, )) est un espace euclidien et si F' est
un sous-espace vectoriel de E, alors (F,{, )rxr) est également un espace euclidien. On le
notera simplement (F,{, )).

2. Norme euclidienne

Soit (E, (-, -)) est un espace euclidien. Pour tout vecteur v de E, {(v,v) > 0 et on définit alors
|v] := 4/{v,v). Une premiere propriété importante des espaces euclidiens est I'inégalité de
Cauchy-Schwarz ci-dessous. Cette inégalité permet en particulier de montrer que I'application
qui a tout vecteur v de E associe ||v| € [0, + o[ est une norme.

LEMME 2.6 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Pour tous vecteursv etw de E, on a l'inégalité
v, w)l < o] |wl],
et |{v,w)| = |v||w| si et seulement si les vecteurs v et w sont liés.

DEMONSTRATION. Soientv,w € E.

Siw est le vecteur nul Og de E/, on a
<an> = <’U,OE> = <U’OOE> = O<U’OE> =0

et |lw| = \/(w,w) = 4/{0g,0r) = 0. Linégalité ci-dessus est donc vérifiée : il s’agit d’'une
égalittetonaw = 0 =0 - v.

On suppose maintenant que w # 0. Soit alors A € R, on a |[v + Aw|? = 0. Or
lv+ A w|? = 4 o, v+ Aw)
= (,v) + Mo, w) + Mw,v) + X w, w)
[v]? + 2X(v, w) + A2 |w]?.
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Ainsi, pour tout A € R, ||w|?A2 +2{v, w)A+|v|? > 0, en d’autres termes, la fonction polynomiale
du second degré (remarquons que |w|? # 0 car {(w, w) # 0 car w # Og)

R — R
A= w]PA? + 2w, wA + ol

est positive sur tout R, ce qui est équivalent au fait que le discriminant réduit associé (v, w)? —
lwl|?||v]? soit négatif ou nul. Ainsi, on a (v, w)? < |jv|?|w]|? i.e. |{v, w)| < |jv]|w].

De plus, si [(v,w)| = |v|||w| et donc (v,w)? = |jv|?|w]|? le discriminant associé a la
fonction polynomiale du second degré ci-dessus est nul et donc le polynéme associé possede
une racine (double) \g € R. On a ainsi

v+ Nw,v + Aw) = v+ )\owH2 = ||w\|2)\(2) + 2{v, wHNg + HUH2 =

etdonc v + Aw = Op, en particulier les vecteurs v et w sont liés.

Réciproquement, supposons qu'’il existe (11, u2) € R?\{(0,0)} tel que v + psw = 0. Si
w2 = 0, nécessairement v = Og et, comme ci-dessus, [{v,w)| = 0 = |v|||w]. Siu2 # 0,ona
w = [ etalors

ww? = vk > (1 ) (w0 = w0y (Lo By — ol 0

E — [0,+o]

COROLLAIRE ET DEFINITION 2.7. Lapplication|| - | : est une norme, i.e.

- ol
(1) pourtousve EetAeR, | v| = |)\|v],
(2) pourtoutv e E, |v| = 0 si et seulement siv = O,
(3) pour tousv,w € E, |v +w| < |Jv]| + |w].
En conséquence, le couple (E, | - |) est un espace vectoriel normé. La norme | - || est appelée

norme euclidienne associée au produit scalaire (-, -).

DEMONSTRATION. (1) Soientwv € F et A € R, alors

M| = A/ Ow, Aoy = VA2 (v, ) = |A[]v].
(2) Soitv € E, alors |[v| = 4/{v,v) = 0ssi{v,v) = 0ssiv = 0p.
(3) Soient v, w € E. Alors
lv+w|®> = +wv+w
(0, 0) + (v, w) + (w, v) + (W, w)
[v]|? + 2{v,w) + |w|? (par symétrie du produit scalaire)

< Jol? + 2w, w)] + |w]?
< vl + 2llv)?|lw|? + |w|?* (par I'inégalité de Cauchy-Schwarz)
2
= (v + fwl)
etdonc |v + w| < |v[| + |w]. O

Onremarque que la connaissance de la norme euclidienne suffit a retrouver tout le produit
scalaire par le

LEMME 2.8 (Egalité de polarisation). D'apres les premiéres égalités ci-dessus, on a, pour
tousv,w e F,

<U7w> =

(lo +w[* = Jo]* = w]?) -

N
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3. Orthogonalité dans les espaces euclidiens

La structure supplémentaire qu'apporte le produit scalaire (-, -) sur I'espace vectoriel de
dimension finie £ nous permet d’'introduire une notion d’orthogonalité :

DEFINITION 2.9. Soit (E,{-,-)) un espace euclidien. Soient v et w deux vecteurs de E. On dit
que v est orthogonal a w si{v,w) = 0. Dans ce cas, par symétrie du produit scalaire, on a aussi
{(w,v) = 0 et doncw est orthogonal av.

Soit maintenant A un sous-ensemble non vide de E. Lorthogonal A* de A pour le produit
scalaire < , > est 'ensemble des vecteurs de E orthogonaux a tous les vecteurs contenus dans
A, le.

At := {ve E| pourtoutw e A, (v,w) = 0}.

Remarquons que le théoréme de Pythagore peut étre étendu a tout cadre euclidien général :

LEMME 2.10 (Théoreme de Pythagore). Soientv et w deux vecteurs de E. Alorsv et w sont
orthogonaux si et seulement si |v + w|? = |v|? + |w|>.

DEMONSTRATION. Par I'égalité de polarisation |v + w|? = ||[v|? + ||w]|? ssi (v, w) = 0 ssiv
et w sont orthogonaux. O

EXEMPLE 2.11. Dans R? muni du produit scalaire canonique, les vecteurs (1, —1,2) et
(1,3, 1) sontorthogonaux, et {(—2, 5, 3)}* = {(z,y,2) e R3 | {(z,9,2),(~2,5,3))ean = —22 + 5y + 3z = 0}.

can

Dans I'exemple ci-dessus, on peut remarquer que {(—2, 5, 3)} est un sous-espace vectoriel
de R3. Lorthogonal d'un sous-ensemble est en fait toujours un sous-espace vectoriel :

LEMME 2.12. Soit A un sous-ensemble de E. Alors A est un sous-espace vectoriel de E
(méme si A ne lest pas).

DEMONSTRATION. Op € A’ car, pour toutw € A, (O, w) = 0, et, sivy, vy € AL et \, p e R,
on a, pour toutw € A,

1 + pvg, wy = Mg, w) + plva, wy = 0.
Ainsi, A est bien un sous-espace vectoriel de E. O

REMARQUE 2.13. — Par une démonstration analogue a celle de la proposition|1.22}
si A est un sous-ensemble de E, ona AL = (Vect(A))*.

— Ona{0g}* = E (car, pour tout v € F, (v,0g) = 0) et E+ = {0g} (en effet, siv e E+,
(v,v) =0, carve E* etve F,etdoncv = 0g).

4. Familles orthogonales, familles orthonormales

Soit (E,{-,-)) un espace euclidien de dimension n € N\{0} et soit {vy, ..., v,} une base de
T n

E. Siv et w sont deux vecteurs de £ de coordonnées respectives | : [et | : | dans cette
In Yn

base, alors par bilinéarité
n n
wawy = Y, Doyivg )= > miy(vi,vp).
i=1 j=1 1<i,j<n

On aimerait une base de E dans laquelle cette expression du produit scalaire (-, -) sur
E soit la plus simple possible. Cela nous méne a la notion de base orthogonale et de base
orthonormale :

DEFINITION 2.14. Soit (E,{,-)) un espace euclidien de dimension n € N\{0} et soit F =
{e1,...,ep} une famille finie de vecteurs de E.
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(1) On dit que F est une famille orthogonale de E si pour tousi,j € {1,...,p} tels que
i # j,onaleej)=0.
(2) On dit que F est une famille orthonormale de E si F est une famille orthogonale de

E et si tous les vecteurs de F sont de norme euclidienne 1. Autrement dit, F est une
famille orthonormale de E si et seulement si pour tousi, j € {1,...,p}, {e;, ej) = ;.

EXEMPLE 2.15. — La base canonique de R" est une base orthonormale pour le pro-
duit scalaire canonique sur R” (exemple[2.2]1.).

— Par définition, une base B de FE est une base orthonormale pour le produit scalaire
associé (-, -)p (exemple[2.2]2.).

LEMME 2.16. Une famille finie orthogonale de vecteurs non nuls d'un espace euclidien
(E,{-,-)) est libre.

DEMONSTRATION. Soit {v1,...,v,} une famille de vecteurs non nuls de F deux a deux
orthogonaux (i.e., pour tous i, j € {1,...,p}, sii # j alors (v;,v;) = 0). Soient A\,..., A\, € R
tels que \jvy + - -+ + A\yv, = O, alors, pouri € {1, ..., p},

p p
0= v, 2 )\jvj = Z )\j<'Ui7Uj> = )‘i<vi7'vi>'
j=1 J=1

Comme v; # 0, lanorme (v;,v;) # 0, et donc A; = 0. O

LEMME 2.17 (Expressions dans une base orthonormale). Soit (E,{-,-)) un espace euclidien
de dimensionn € N\{0} et soit B = {ey, ..., e,} une base orthonormale de E. Alors

(1) PourtoutvdeFE,v = 73" {v,ee;.

231
(2) Pour tous vecteursv etw de E de coordonnées respectives Matg(v) = | : |etMatg(w) =
In
n
dans B, onal{v,wy = 3" | zjy; = > 1{v, e, Xw, €;).
Yn
I
DEMONSTRATION. (1) Soitv un vecteur de E de coordonnées Matg(v) = | : |.Pour
xTL
toutie {1,...,n},{v,e) = z;etdoncv = 3" (v, e e;.
(2) Parbilinéarité, (v, w) = 3, o; o, Tiy;i{ei, €j) = D1 TiYi. O

5. Orthonormalisation de Gram-Schmidt

Un résultat fondamental de la théorie des espaces euclidiens est qu'il est toujours possible
de construire, de fagon algorithmique, une base orthonormale pour n'importe quel espace
euclidien :

THEOREME 2.18 (Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt). Soit{v1,...,v,} une
famille finie libre de E. On peut construire, de facon algorithmique, une famille orthonormale
{e1,...,ep} de E telle que, pour tout k € {1,...,p}, Vect{e1,...,ex} = Vect{vi,...,v;} (en

particulier, {e1, ..., ey} est donc une base orthonormale de Vect {v1, ..., v,}).
DEMONSTRATION. On construit, de fagon récursive, une base orthogonale {e1, ..., ¢,}
pour Vect {v1,...,v,}. On en déduit immédiatement une base orthonormale en “normalisant”

les vecteurs non nuls obtenus (i.e. en les multipliant chacun par 'inverse de leur norme).
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Le procédé récursif est le suivant : pour 1 < k < p — 1, on suppose que 'on a déja

construit des vecteurs €, ..., ¢, € FE orthogonaux deux a deux tels que Vect {e1,...,ex} =
Vect {v1, ..., v;}. On recherche alors un vecteur ¢, de F de la forme
€kt1 = Vg1 + A1€1 + -+ A\pep € Vect {e1, ..., €p, vp41} = Vect {vq, ... ,vk,ka}H

tel que, pour touti € {1,...,k}, (ex+1,€) = 0.
Or,pourice {1,...,k},

v , €5
(ept1,€6) =0 = (Upg1 + Arer + -+ Mgeg, €) = 0 = (U1, €6) + Al 6) = 0= Ay = —<k|:,1‘262>
1
Ainsi, par construction, la famille {¢y, ..., e;1} avec
V41, €
€+l = Vk41 — Z < - 2 Z> €
sl
est orthogonale. De plus, Vect {e1, ..., €x, €x11} = Vect {61, e €l V] — Zle @@1\\5061}
= Vect {e1,..., €k, vpr1} = Vect {v1,..., Vg, Vky1}- O

REMARQUE 2.19. Au terme de I’étape k£ + 1 du procédé ci-dessus, on peut remplacer ¢
par n'importe quel vecteur non nul ¢, ; de la droite vectorielle engendrée par ¢, : la famille
{e1,..., ek, €, } ainsi obtenue reste orthogonale et engendre toujours Vect {v1, ..., vx+1}. Cela
peut étre utile pour simplifier les calculs (notamment pour éviter de manipuler des fractions).

EXEMPLE 2.20. On détermine une base orthonormée pour le sous-espace vectoriel F' de
R* engendré par les vecteurs v; = (1,1,0,0), v2 = (1,0,—1,1) et vz = (0,1,1,1). La famille
{v1,v9,v3} est libre (c’est donc une base de F' = Vect{vy,v2,v3}) et on applique le procédé
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt pour déterminer une base orthonormale de F.

On pose
€1 = v = (1,1,0,0)
<U2761> 1 1 1 1
= vy — —wy—ce = (=, —=,—1,1) = =(1,-1,-2,2
€2 (%) H€1H2 €1 V2 261 27 27 ) 2( ) ) ) )
ey = (1,—1,-2,2) (pour simplifier les calculs)
(v3,€1) {vs, €hy 1 1 ¢ 2246 2
= = + = T e ) T OF _1717273
& BTl T e 2T BT 2% T 10 5'5°5°5) 5 )
6/3 = (-1,1,2,3)

et la famille {¢;, €5, €5} est alors une base orthogonale de F'. La famille

1 1 1
{ﬁu, 1,0,0), ﬁ(l’ ~1,-2,2), \/—1,5(—1, 1,2, 3)}

ensuite obtenue par normalisation est une base orthonormale de F.

COROLLAIRE 2.21. [l existe une base orthonormale pour Uespace euclidien (E,{-,-))

DEMONSTRATION. Soit {v1,...,v,} une base de E. Puisque la famille {v1, ..., v,} estlibre,
d’apres le théoreme|[2.18} on peut construire une base orthonormale pour Vect{vy,...,v,} =
E. U

Le choix d'une base orthonormale pour I'espace euclidien (E, (-, -)) permet d’identifier £
avec 'espace euclidien (R", (-, -)can) muni du produit scalaire canonique. Précisément :

COROLLAIRE 2.22. [l existe un isomorphisme (non canonique) i) : E — R" tel que, pour
tous vecteursv etw de E, ()(v), )(w)).y = (v, w).

1. Notez qu’on utilise les vecteurs déja construits ¢;
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DEMONSTRATION. Soit B = {ey,...,e,} une base orthonormale pour (-, -) et notons B’ =
{e},... e, } labase canonique de R". Notons ensuite ¢z I’application linéaire de £ dans R"
qui, pour tout ¢ € {1,...,n}, associe €, a e;. Autrement dit, ¢/ est 'application qui a tout

1
vecteur v de E' de coordonnées | : | dans la base B associe le vecteur (z1,...,z,) de R™.
Tn
Il s’agit d’'un isomorphisme linéaire et, si v et w sont deux vecteurs de £ de coordonnées
I Y1
respectives | : |et| : |dansB,ona

Tn Yn

B (0), VB(W))ean = (@1, Tn)y (Y15 -3 Yn)eam = O, Titi = (v, w)
=1

(car B est une base orthonormale pour ¢, -)). O

Revenons maintenant a I’orthogonal d'un sous-ensemble de E. Si F’ est un sous-espace
vectoriel de E, on va pouvoir décomposer E en la somme directe de F' et de son orthogonal
Pt

PROPOSITION 2.23. Soit (E,{-,-)) un espace euclidien de dimensionn € N\{0} et soit F' un
sous-espace vectorielde E. Ona :

(1) E=F@F,
@ (F4)' =F.
DEMONSTRATION. (1) On choisit une base {vy,...,v,} de F o p = dim F. Par le
procédé d’orthonormalisation, on la transforme en une base {ei, ..., ¢,} orthonor-

male de F. Soit v € E et considérons v’ := Y (v, ¢;)e;. On écritv = v' + (v —0'). Le
vecteur v’ est dans F et puisque (v — v’, ¢;) = 0 pour tout i, le vecteur v — v’ est dans
FL Ainsi, E = F + F*.

Soit maintenantv e F' n F+, (v,v) = 0 (carv e Ftetve F)etdoncv = 0g.Ona
donc F n F+ = {0g}. Ainsi, F et F* sont en somme directe E = F @ F*.

(2) OnaF c (Fl)L car, siv e F, pour tout w € F*, (v, w) = (w,v) = 0. De plus,
dim ((FL)L) — dim(E) — dim (F1) = dim(E) — (dim(E) — dim(F)) = dim(F).
1

En conséquence, F = (F*)

6. Projections orthogonales, distances euclidiennes

Soit F' un sous-espace vectoriel de £. Comme FE se décompose en la somme directe de F’
et son orthogonal F'*, on peut considérer la projection de E sur F parallelement a F :

DEFINITION 2.24. On appelle projection orthogonale sur F la projection de E sur F pa-

rallelement a F*. Il s'agit de I'application linéaire surjective qui a tout vecteurv = w + v de E
avecw € F etu € F' associe sa composantew dans F. On note pr cette application.

REMARQUE 2.25. Si{ei,...,e,} estune base de F et {e,1,...,e,} estune base de F* alors
B:={e1,...,ep, €pt1,...,e,} estune base de E dans laquelle la matrice représentative de pp
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est

1
1 1 Op n—
Mat _ _ P p,n—p
5 (pr) 0 <0n—p,p On—p,n—p)
0
LEMME 2.26. Soit F' un sous-espace vectoriel de E euclidien etC = {e1,...,€,} une base

orthonormale de F'. Alors le projeté orthogonal d’'un vecteurv de E sur F est donné parpp(v) =
21 v, €ie.

DEMONSTRATION. Levecteur > ?_, (v, ¢;)¢;, combinaison des¢;, est dans F'. De plus, puisque
la famille ¢; est orthonormale, le produit scalaire de v — >¥_, (v, €;)¢; avec chaque ¢; est nul.
Cette différence est donc orthogonale a F'. O

La projection orthogonale permet notamment de calculer explicitement la distance eucli-
dienne d’'un vecteur de F a un sous-espace vectoriel de £. On donne tout d’abord la définition
de cette notion de distance euclidienne :

DEFINITION 2.27. Siv etw sont deux vecteurs de E, on définit la distance euclidienne de v a w
comme étant le réel positif ou nul d(v,w) := |lw — vl|. Si v est un vecteur de E et A un sous-
ensemble non vide de E, on définit également la distance euclidienne dev a A comme étant le
réel positifou nuld(v, A) := iggd(v’w) = 5}22 [w—v].

REMARQUE 2.28. — Ladistance euclidienne d’un vecteur de E a un autre est bien
une distance, dans le sens ou

(1) pour tousv,w € E, d(v,w) >0,
(2) pourtousv,w € E, d(v,w) = d(w,v) (en effet [w — v| = |v — w]),
(3) pour tous v,w € E, d(v,w) = 0ssiv = w (en effet, jw — v| = 0ssiw — v = 0p),

(4) pour tous v, w,u € E, d(v,u) < d(v,w) + d(w,u) (eneffet, |u —v| = |[u—w +w —
v < JJu —wl + |w —vl).

Plus généralement, toute norme sur un espace vectoriel induit, de cette facon, une
distance.

— Pour v un vecteur de E et A un sous-ensemble non vide de F, la borne inférieure de
I'ensemble {d(v,w) | w € A} existe bien et est positive ou nulle : ce sous-ensemble de
R est non vide et minorée par 0.

PROPOSITION 2.29. Soitve FE.Ona
d(v, F) = v = pr(v)|.
DEMONSTRATION. Soitw € F.Ona
lo = w|* = v = pr(v) + pr(v) — w|* = [0 = pr()|* + |pr(v) — w|’

par le théoreme de Pythagore (lemme carv — pp(v) € F* (par définition de la projection
orthogonale : il existe un unique vecteur v € F* tel que v = pp(v) + u) et pp(v) —w € F (car F
est un sous-espace vectoriel de E).
Ainsi, pour toutw € F, |[v — w|* = |v — pr(v)|? donc v — w| = |v — pp(v)| doncinf {|v — w| |we F} >
|v — pr(v)|. De plus, comme pr(v) € F,inf {|v —w| |w e F} < |v — pp(v)|.Autotal, [v — pp(v)| =
inf {|jv —w| |we F} =d(v, F). O

On définit également la symétrie orthogonale par rapporta F':
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DEFINITION 2.30. On appelle symétrie orthogonale par rapport a F' la symétrie par rapport

a F parallelement a F*. Il s'agit de Uinvolution linéaire de E qui a tout vecteurv = w + u de E
avecw € F etu € F* associe le vecteur w — u. On note sy cette application.

REMARQUE 2.31. — “Involution linéaire de E” signifie que sy est une application
linéaire de E dans E telle que sy o sp = Idg. Autrement dit, sy est un automorphisme
linéaire de F d’inverse lui-méme.

— Comme pour toute symétrie vectorielle, on a sp = 2pp — Idg (siv = w + u € E avec
we Fetue Fyona (2pr —Idg) (v) = 2w — (w +u) = w —u = sp(v)).

— Si {e1,...,e,} est une base de F et {e,41,...,e,} est une base de F+ alors B :=
{e1,...,€ep,€ps1,...,e,} est une base de FE dans laquelle la matrice représentative
de s est

1
1 I O0p.m—
Matg (sp) = — p p,n—p
5 (sr) -1 <0n—p7p _In—p>

—1
7. Représentation matricielle du produit scalaire

Afin d’aider aux calculs, on cherche a représenter le produit scalaire de fagon matricielle.

DEFINITION 2.32. On appelle matrice représentative du produit scalaire (-, -y dans la base B
la matrice

<€luel> e <6156’n>
Maty (C, ) = (i €)1 <; jan = : :
(en,e1) -+ en,en)

REMARQUE 2.33. Attention aux confusions avec la matrice représentative d'une application
linéaire!

EXEMPLE 2.34. — Si Bean désigne la base canonique de R”, on a Matyy ({-, )can) =

I,,. Plus généralement, la base B est orthonormale par rapport au produit scalaire
(-, -y si et seulement si Maty; ({:,-)) = In.

— Considérons sur 'espace vectoriel Ry[X ]| de dimension 3 le produit scalaire (-, -)
défini dans I'exemple[2.2]4.. On note B la base {1, X, X2} de Ry[X] et on calcule alors

1,1y = fldt: [t]s =1

0

1 t2 1 1
0 21, 2
2 2 12 _tg_l 1
A, X% =(X*1) = | #dt=|=]| =+
0 [3], 3
1 r+371
1
(X, X) = fﬂdt: L
0 131, 3
(X, X?) = (X%, X) = fltf’)dt:%l:l
bl 9 0 _4_0 4
r,571
(X%, X% = flt‘*dt_ 2
0 5], b




Ainsi,

11
L5 3
Maf ()= | 33
L1 1
3 4 5
PROPOSITION 2.35. Soit (E,{:,-,)) un espace euclidien et soit B = {ey,...,e,} une base

(quelconque) de E. Alors, pour tous vecteurs v, w de E,
(v, w) = "‘Matg(v)Matl (¢, -)) Matg(w).

DEMONSTRATION. Ecrivons A = Matly ((,-)) = ({e;, &), <ij<n- Par bilinéarité du produit
21 Y1
scalaire, si v et w sont deux vecteurs de £ de coordonnées X = | : |[etY = | : |dansla

Tn Yn
base B, alors

n n
(v,w) = Z riyidei, e5) = Z riles, e5)yj = Z T <Z<€ia€j>yj>
1<i,j<n 1<i,j<n i=1 j=1
n
= Z z;(AY); (o1 (AY); désigne la i®™€ coordonnée du vecteur colonne AY)
i=1
= XAY. O

On notera S, (R) 'ensemble des matrices symétriques de M,,(R) c’est a dire les matrices A
telles quei.e. ‘A = A.

DEFINITION 2.36. Soit A une matrice symétrique réelle de taillen. On dit que A est
— positive si, pour tout X e R", ! XAX >0,

0
— définie positive si, pour tout X € R™\ c|p EXAX > 0.
0
1 10
EXEMPLE 2.37. (1) La matrice symétrique A:= [ 1 2 0 | e M3(R) est définie posi-
0 0 3
x
tive:pourtout X = |y | e R?),’ XAX = 22+ 2>+ 322+ 22y = (x+y)%2 +1y>+322 > 0,
z
0
et cette quantité est égalealOssiz =y=2=0ssiX = | 0 |.
0
2 =30
(2) La matrice symétrique B := | —3 11 0 | € M3(R) est positive car, pour tout X =
0 0 O
T
y | eR3IXBX =222 + 11y? — 62y = (x — 3y)? + 22 + 252 > 0, mais elle n’est pas
z
0
définie positivecar (0 0 1)B |0 | =0.
1
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PROPOSITION 2.38. Soit E un espace vectoriel réel de dimension n muni d’'une base B =
{e1,...,en}. Alors la matrice d’'un produit scalaire sur E est symétrique, positive et inversible.
Réciproquement, toute matrice A symétrique, positive et inversible définit un produit scalaire
surE

- ExE = R
A (v =Y v w =Y wie) — (v,wha = Dij Qijviw; = VAW
U1 w1
v w2
ouV = eR"etW = . |eR™
U Wn,

DEMONSTRATION. Soit (-, -) un produit scalaire sur £. Comme le produit scalaire est
symétrique, on a, pour tous i, j € {1,...,n}, (&, ;) = {¢j,¢;) etlamatrice A := Maty ({-,-))
est donc symétrique. Comme le produit scalaire est positif, la matrice A I’est aussi par la
définition Le fait que le produit scalaire (-, -) soit “défini” s’exprime dans le fait que
Mat}; (¢, -)) est inversible. En effet, soit X un vecteur colonne de taille n tel que AX = 0, alors
tXAX = 0etdonc (v,v) = 0 ol v désigne le vecteur de coordonnées X dans la base 3. Par
suite, v = Og et X est donc le vecteur colonne nul. Comme le noyau de la matrice carrée A est
réduit au vecteur colonne nul, A est inversible.

Réciproquement, si A est une matrice symétrique, positive et inversible, 'application
(-, -y est bilinéaire, symétrique et positive. Soit v tel que (v,v)4 = 0. Alors pour tout \ € R,
(e; + Av,e; + Avya = {e;,eipa + 2Xe;,vy4 = 0 implique que {e;,v)4 = Zj a;jv; = 0. Alors,
AV = 0 et comme V est inversible, V' = 0. Par conséquent, (-, -) 4 est définie : c’est donc un
produit scalaire. O

On peut a présent se demander comment sont reliées les matrices représentatives de
(-, dans deux bases (quelconques) différentes, autrement dit s’intéresser a la question du
changement de base pour la matrice représentative d'un produit scalaire.

PROPOSITION 2.39. Soit B et 3’ deux bases d’'un espace euclidien E et soit Pg_,z la matrice
de passage de la base B a la base B'. Alors

Ma’tgs’ (<7 >) = tPB—»B’ Mat}; (<7 >) PB—»B/
DEMONSTRATION. Soient v, w € E. Comme au début de la section, notons X := Matg(v),
Y := Matg(w) et A := Maty ({-,-)). Notons ensuite X’ := Matp (v), Y’ := Matg (w) et A’ :=
Matly (¢, -)-
OnaX = Pg_pX' etY = Pg_zY’. Ainsi,
(v,wy = 'XAY
= Y(PpopX')A(PsopY’)
= tX/ (tPB‘,B/A PBHB’) Y/.
Remarquons maintenant que, si M = (m;;), <i.j<n €St une matrice carrée de taille n

quelconque et si, pouri € {1,...,n}, E; désigne le vecteur colonne avec coordonnées 1 a la
ligne i et 0 sur les autres lignes, on a, pour tous i, j € {1,...,n}, "E;ME; = m, .

Soientalorsi,j € {1,...,n}etnotons B’ = {¢}, ..., e, }.OnaMatp (e}) = E; et Matp (e;) —
E; et, par I'égalité ci-dessus,
(e}, €;) ="E; ("Pp_.p A Ps_p) Ej.
Autrement dit, le coefficient a laligne i et la colonne j de la matrice A’ est égal au coefficient

alaligne i et la colonne j de la matrice ‘ Ps_, 5 A Ps_, 5. Par conséquent, A’ = 'Pg_,5 A Ps_ 5.
O

REMARQUE 2.40. Attention a ne surtout pas confondre ce changement de base pour les
produits scalaires avec le changement de base pour les applications linéaires.
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8. Orthogonalité et dualité dans les espaces euclidiens

Effectuons un petit retour sur la dualité linéaire. Soit £ un espace vectoriel de dimension
finie sur R. On a vu au chapitre précédent que, méme si F et son dual £* sont isomorphes, il
n’existe en général pas d'isomorphisme canonique (i.e. ne dépendant pas d'un choix de bases)
entre F et E*. Mais si F est maintenant muni d’'un produit scalaire ¢, -), celui-ci permet de
construire un tel isomorphisme canonique entre E et £* :

THEOREME 2.41. Soit (E,<{-,-)) un espace euclidien. Pour toutv € E, on définit l'application
linéaire A, : E — R ; w — (v, w). On définit ensuite l'application

— *
A:E E

v — A,
Lapplication A est un isomorphisme linéaire.

DEMONSTRATION. Remarquons tout d’abord que, si v € E, A, est bien une application
linéaire de £ dans R (en d’autres termes A, € E*) car le produit scalaire (-, -) est bilinéaire.

Montrons ensuite que I'application A est bien linéaire. Soient donc vy, v, € Eet A\, u € R,
alors, pour tout w € F,

Aoy + p2) (W) = Ay e (W) = Q01 + pvg, w)
= )‘<U17 w> + M<U27 ’LU> =A Av1 (w) + AvQ (w)
= (AAy, + phy,) (w)
ie. A (Mg + pwg) = AA(v1) + pA(ve).
Montrons enfin que A est injective : comme dim(E) = dim (E*), on obtiendra alors (par
le théoreme du rang) que A est bijective. Soit donc v € F tel que A, est 'application identi-

quement nulle. En particulier, A,(v) = {(v,v) = 0 donc v = 0g. L'application A est donc bien
injective, et A est donc un isomorphisme. O

La surjectivité de A donne le

COROLLAIRE 2.42. Soit (E,{-,-)) un espace euclidien. Pour toute forme linéaire p € E*, il
existe un uniquev € E tel que, pour toutw € E, p(w) = (v, w). De plus, comme A est bijective,

v=A"(p).

Intéressant en soi, ce résultat nous permet également de mettre une évidence une cor-
respondance entre les notions d’orthogonal et d’annulateur d'un sous-espace vectoriel d'un
espace euclidien :

COROLLAIRE 2.43. Soient (E,{,-)) un espace euclidien et F' un sous-espace vectoriel de E.
Ona

A(FH) =F°.
DEMONSTRATION. Montrons I'égalité équivalente A~ (F°) = F*.Ona
AN (F) ={ve E|A(v) e F°} = {ve E| pour toutw € F, (v,w) = 0} = F* 0

Soient (E, (-, -)) un espace euclidien et F' un sous-espace vectoriel de E. Le corollaire
précédent affirme en particulier que A induit, par restriction, un isomorphisme linéaire
F+ — F0, etdonc que dim (F*) = dim (F°). On retrouve ainsi

COROLLAIRE 2.44. Onadim(E) = dim(F) + dim (F1).
DEMONSTRATION. On a, en utilisant proposition 1,
dim (F*) = dim (F°) = dim(E) — dim(F). O
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9. Endomorphisme adjoint

PROPOSITION ET DEFINITION 2.45. Soit (E,{-,-)) un espace euclidien et soit f un endomor-
phisme de E. 1l existe une et une seule application f* : E — FE tel que, pour tous vecteurs v et w

deE,

(), w) = (v, f*(w)).
De plus, f* est une application linéaire (et donc un endomorphisme de E). On appelle f*
I'endomorphisme adjoint de f .

DEMONSTRATION. On montre I'existence de f* en utilisant I'isomorphisme canonique
entre F et E* du théoreme Soit w € E, on considere I'application

F - R
e e (fw),w)
Cette application est linéaire car f I'est et ¢, est donc un élément du dual E* de E. D’apres le

théoreme2.41} il existe donc un unique vecteur noté f*(w) de E tel que ¢, = A (f*(w)) i.e.
tel que, pour toutv € F,

(), w) = pu(v) = A(f*(w)) (v) = (f*(w),v) = (v, [ (w)).
On note alors f* I'application qui a tout vecteur w de E associe f*(w). L'unicité évoquée ci-
dessus montre I'unicité de I'application f* : E — FE telle que, pour tous v,w € E, {f(v),w) =

(o, [*(w)).

Montrons a présent sa linéarité : soient wy, ws € E et A, u € R alors, pour toutv € E,
(o, f* (Awy + pwg)y = {f(v), w1 + pws)
= Af(v),w1) + p{f(v),w2)
= A, fH(w)) + pv, f*(w2))
= (W, Af*(w1) + pf*(w2))
Ainsi, A (f* (Awr + pwz)) = A (Af*(w1) + pf*(ws)). Par injectivité de I'application A, on ob-
tient alors I'égalité f* (Aw; + pws) = Af*(wy) + pf*(we) et f* est donc bien linéaire. O
Avant d’étudier le pendant matriciel de cette opération d’“adjonction” des endomor-
phismes de F, on en montre quelques propriétés de base :
PROPOSITION 2.46. (1) (Idg)* = Idg.
@) Sige L(E) et peR, (\f + pg)* = \f* + pug* et(go f)* = f*og*
(3) Si f est une application bijective, son adjoint f* l'est également et (f*)' = (f‘l)*.
@ (f)* = .
DEMONSTRATION. (1) Pour tous v,w € E, on a {Idg(v),w) = (v,w) = (v, ldg(w))
donc (Idg)* = Idg (par unicité de 'adjoint).
(2) Pourtousv,w € F,ona
(A +pg) (W), wy = Af(v),w) + plg(v),w) = Av, f*(w)) + v, g* (w))
= (o, (Af* + pg*) (w))
donc (\f + pg)* = Mf* + ug*.
Pour tousv,w € E,ona
(go fo)w) = (g(f(),w)={f(v),g"(w))
= (v, (g% (w))) = (v, [* o g*(w))
donc (go f)* = f*og*.
3 Onafo(f)" = (fo ) = (Idp)* = dget (f1) o f* = (fo )" = (1dp)* =
1dg.
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(4) Pourtousv,w € F,ona
(f* (), w) = w, f*(v)) = {f(w),v) = (v, f(w))
donc (f*)* = f. O

REMARQUE 2.47. On dit que I'endomorphisme f est auto-adjoint si f* = f. Lidentité Idg
est un exemple d’endomorphisme auto-adjoint de F.

LEMME 2.48. Les projections orthogonales et les symétries orthogonales sont auto-adjointes.

DEMONSTRATION. Soit £ un espace euclidien, F' un sous-espace vectoriel de E et p la
projection orthogonale sur F. Alors, pour tout (v, w) de E?,

(p(v), w) = {p(v), p(w)) = (v, p(w)).

Donc p est auto-adjoint.
Maintenant, soit s la symétrie orthogonale par rapporta F.Ona s = 2p — Idg et donc
s* = 2p* — Id}, = s. La symétrie orthogonale s est donc aussi auto-adjointe. O

Donnons également deux égalités intéressantes reliant noyaux et images de f et de son
adjoint via 'opération “orthogonal d'un sous-ensemble” :

PROPOSITION 2.49. OnaKer f* = (Im f)* etIm f* = (Ker f)*
DEMONSTRATION. Soitw € E. Supposons que w € Ker f*. Alors, pour tout v € F,
(fv),w) = (v, f¥(w)) = v, 0) = 0
donc w e (Im f)*. Réciproquement, si w € (Im f) alors, pour tout v € E,
(, f*(w)) = {f(v),w) = 0,

en particulier (f*(w), f*(w)) = 0 donc f*(w) = O i.e. w € Ker f*.
Pour montrer la seconde égalité, on utilise I’égalité précédente ainsi que la proposition

3) et la proposition 3):
L
Im f* = ((Imf*)L> = (Ker (f"‘)*)l — (Ker f)* O
Intéressons-nous a présent a la représentation matricielle des endomorphismes adjoints,
plus précisément a leur représentation dans une base orthonormale de (E, (-, -)) :
PROPOSITION 2.50. SoitB = {e,...,e,} une base orthonormale de E. Alors
Matg (f*) = tMatB(f).

DEMONSTRATION. Pour tous v, w € F, on a, puisque la base B est orthonormale et d’apres
la définition de I’adjoint,

{f(v),w) = (v, f*(w)) = "(Matg(f)Mats(v)) Matg(w) = "Matg(v) (Matgs (f*) Mats(w))
ie.
‘Matg(v) "Matg (f) Matg(w) = "Matg(v) Matg (f*) Matg(w)
En prenant pour v et w les vecteurs de la base 5, on obtient, pour tous i, j € {1,...,n} 1'égalité
'E;"Matp(f)E; = "E; Matg (f*) E;
(voir la démonstration de la proposition[2.39) et on a donc bien ‘Matg(f) = Matg (f*). O

Deux conséquences directes de la représentation matricielle dans une base orthonormale
de I'“adjonction” par la transposition sont les suivantes :

COROLLAIRE 2.51. Le rang de l'adjoint f* de f est égal au rang de f et le déterminant de f*
est égal au déterminant de f.
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DEMONSTRATION. Soit B une base orthonormale de F alors

rg (f*) = rg (Matg (f*)) = rg ("Mats(f)) = rg (Mats(f)) = 1g(f)
et
det (f*) = det (Matp (f*)) = det ("Matg(f)) = det (Matp(f)) = det (f). O

La proposition 2.50/ nous donne également une nouvelle interprétation vectorielle de
la transposition matricielle : si A est une matrice carrée de M,,(R), représentant un endo-
morphisme f de R" dans la base canonique, alors * A est la matrice représentative de 1'endo-
morphisme f* adjoint de f par rapport au produit scalaire canonique (pour lequel la base
canonique est une base orthonormale).

10. Endomorphismes orthogonaux et matrices orthogonales

Soit (E, (-, -)) un espace euclidien de dimension n € N\{0} et soit f un endomorphisme de
E.

DEFINITION 2.52. On dit que f est un endomorphisme orthogonalde E si f* o f = 1dg.
EXEMPLE 2.53. Lidentité Idg de F est un endomorphisme orthogonal.

REMARQUE 2.54. Si f est orthogonal alors f est bijectif et f~! = f*. En effet, I'égalité
f*o f =1dg implique l'injectivité de f (si v € E vérifie f(v) = Og alorsv = f* (f(v)) = 0g) et
donc sa bijectivité car f est une application linéaire de F dans E. L'égalité f* o f = Idg est
alors équivalente a f* = f~!. En particulier, on a également I'égalité f o f* = Idg.

Remarquons que, réciproquement, I'égalité fo f* = (f*)*o f* = Idg implique f*o (f*)* =
[*of=1dg.

On déduit également de ces considérations que f est orthogonal ssi son adjoint f* est
orthogonal.

Lorthogonalité d'un endomorphisme se caractérise géométriquement :

PROPOSITION 2.55. f est un endomorphisme orthogonal si et seulement si f conserve le
produit scalaire (-, -) si et seulement si f conserve la norme euclidienne || - | associée a <, -) si et
seulement si f conserve la distance euclidienne d associée a -, -).

DEMONSTRATION. On montre que les assertions
(1) f estorthogonal,
(2) pourtousv,w € E, {f(v), f(w)) = {v,w),
(3) pourtoutv e E, | f(v)| = |v|,
(4) pourtousv,w € E, d(f(v), f(w)) = d(v,w),

sont équivalentes.
Montrons tout d’abord 1 = 2 : supposons que f est orthogonal, alors, pour tous v, w € E,

(), f(w)) = v, f* o f(w)) = (v, w).

Montrons ensuite 2 = 3 : si f préserve le produit scalaire ¢, -), alors, pour toutv € FE,

[F () = V<), f(v)) = /v, 0) = ]

Montrons également 3 = 4 : si f préserve la norme euclidienne associé a <-, -), alors, pour
tousv,w € E,

d(f(v), f(w)) = [f(w) = f(0)| = [ f(w =) = |w =] = d(v,w).

Montrons enfin 4 = 1: Commencons par remarquer que 4 = 3 = 2 car f est linéaire
et, pour tout u € E, d(u,0) = |lu| et, pour tous v,w € E, (v,w)y = 1 (v +w|? — |v]* — |w|?)
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(Egalité de polarisation). Si f préserve la distance euclidienne, f préserve donc également le
produit scalaire et, pour tous v, w € E, on a alors
{(f* o f(v),w) = (f(v), f(w)) = {v,w)
etdonc {f* o f(v) —v,w) = 0. En particulier, pour toutwv € E, (f* o f(v) — v, f*o f(v) —v) =0
donc f* o f(v) —v =0gi.e. f*o f(v) =v.Ainsi f* o f = Idg et f est orthogonal. O
REMARQUE 2.56. Un endomorphisme orthogonal est également appelé isométrie.

Une autre caractérisation d'un endomorphisme orthogonal est qu’il transforme toute base
orthonormale en une base orthonormale :

PROPOSITION 2.57. L'endomorphisme f est orthogonal si et seulement si f associe a toute
base orthonormale de E une base orthonormale de E.

DEMONSTRATION. Supposons que f est orthogonal et soit {ey, ..., e, } une base orthonor-
male de £. Comme f est orthogonal, on a, par la proposition précédente, {f(e;), f(e;)) =
(e;, ej) = 0; j, donc la famille de n vecteurs {f(e1),..., f(e,)} est orthonormale : il s’agit donc
d’'une base orthonormale de E.

Réciproquement, soit B = {ey, ..., e, } une base orthonormale de E et supposons que la
famille {f(e1), ..., f(e,)} est orthonormale. Soient alors v, w € E, de coordonnées respectives

L1 Y1
et | : |danslabase 3.0Ona

T, Yn
(f(w), f(w)) = <f (Z inei) f (2 yj€j>> = Z xiy; {f(ei), flej)) = Z ziy; = (v, w).
i=1 =1 i=1

1<i,j<n
Par la proposition précédente, f est donc orthogonal. O

REMARQUE 2.58. Remarquons que, d’apres la démonstration ci-dessus, il suffit qu'’il existe
une base orthonormale {ey,...,e,} de E telle que la famille {f(e1), ..., f(e,)} soit orthonor-
male pour que I'’endomorphisme f soit orthogonal.

Passons maintenant a la caractérisation matricielle de I'orthogonalité.

PROPOSITION 2.59. Soit B une base orthonormale de E. Soit A := Matp(f) la matrice
représentative de f dans la base 5. Lendomorphisme f de E est orthogonal si et seulement si
tAA = I,.

DEMONSTRATION. D’apres la proposition|2.50} la matrice représentative de ’adjoint f*
de f dans Best‘Aetdonc f*o f = Idg ssitAA = I, O

Ce résultat motive la définition suivante :
DEFINITION 2.60. On dit qu'une matrice A de M,,(R) est orthogonale sitAA = I,.

REMARQUE 2.61. Une matrice A de M,,(R) est orthogonale ssi I’endomorphisme de R”
représenté par A dans la base canonique est orthogonal.

EXEMPLE 2.62.
(1) Les matrices de rotation

cos —sinf
sinf cosf

(2) Si o est une permutation de {1,2,...,n}, la matrice P = (6ig(j))1<i<n est appelée
1<j<n

sont orthogonales.

matrice de la permutation o. Les matrices de permutations sont carrées avec unique-
ment des 0 sauf un coefficient sur chaque ligne et chaque colonne qui vaut 1. Elles
sont donc orthogonales.
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(3) La matrice

est orthogonale.

(4) Une symétrie orthogonale est un endomorphisme orthogonal (remarque|2.31). Une
projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel strict n’est pas un endomor-
phisme orthogonal (remarque|2.25).

Un point de vue supplémentaire donné par I'égalité “* AA = I,,” est le suivant : une matrice
A € M,,(R) est orthogonale si et seulement si les vecteurs colonnes la composant forment
une base orthonormale de R™ muni du produit scalaire canonique. Dans ce cas, la matrice A
est la matrice de passage de la base canonique de R™ a la base orthonormale formée par ses
vecteurs colonnes. On peut généraliser cela de la facon suivante :

PROPOSITION 2.63. Soit B une base orthonormale d’'un espace euclidien (E,{-,-)) et B
une base de E. Alors B’ est orthonormale si et seulement si la matrice de passage de B a 3’ est
orthogonale.

DEMONSTRATION. Lamatrice de passage P := Pz_,pdeB = {e1,...,e,}aBB = {e},... e,
est formée, dans I'ordre, des vecteurs coordonnées des vecteurs e}, i = 1,...,n, dans la base 5.
On a alors, comme B est orthonormale,

ey - (e en)
‘PP=| :
<6'/m 6,1> U <€;w 6;1>

Ainsi, la matrice de passage P = Pg_,p est orthogonale ssi la famille de vecteurs {¢/, ..., e}
est orthonormale. O

REMARQUE 2.64. En particulier, toute matrice de passage d'une base orthonormale a une
autre est orthogonale.

Remarquons ensuite que I'égalité ““AA = I,” permet le calcul du déterminant d’'une
matrice orthogonale et donc d'un endormorphisme orthogonal :

PROPOSITION ET DEFINITION 2.65. Soit A une matrice orthogonale deM,,(R). Alorsdet(A) =
1 oudet(A) = —1. Ainsi, si f est orthogonal, det (f) = 1 oudet (f) = —1.

Sidet(A) = 1, resp. det (f) = 1, on dit que A, resp. f, est une matrice orthogonale directe,
resp. endomorphisme orthogonal direct. Sidet(A) = —1, resp. det (f) = —1, on dit que A, resp.
f, est une matrice orthogonale indirecte, resp. endomorphisme orthogonal indirect.

DEMONSTRATION. Ona‘AA = I, donc 1 = det (YAA) = det (‘A) det(A) = (det(A4))* d’ou
det(A) = 1oudet(A) = -1
Ainsi, si f est orthogonal, comme sa matrice représentative dans une base orthonormale

est orthogonale (proposition|2.59), on adet (f) = 1 oudet (f) = —1. O
EXEMPLE 2.66. (1) La matrice orthogonale A de I'exemple 1. est directe.

(2) Une symétrie orthogonale par rapport a un sous-espace vectoriel I’ de E est directe
ou indirecte suivant la parité de la “codimension” de F': le déterminant d'une telle
symeétrie orthogonale est (—1)""" si p est la dimension de F' (remarque[2.31).

Terminons cette section en remarquant que I'ensemble des endomorphismes orthogonaux
de F muni de la composition forme un groupe. On a déja vu plus haut que I'identité Idg de F
est orthogonale et que, si f est un endomorphisme orthogonal, il en est de méme pour son
adjoint. Enfin, la composition d’endomorphismes orthogonaux est également orthogonale :

37



PROPOSITION 2.67. Soit g un endomorphisme de E et supposons que f et g sont orthogonaux.
Alors la composition f o g (ainsi que la composition g o f) est orthogonale.

DEMONSTRATION. Ona (fog)*o(fog)=g*offofog=g*oldgog=g*og=1dg. O

COROLLAIRE ET DEFINITION 2.68. Lensemble, noté O (E,{-,-)) ou simplement O(E) lorsque
le contexte est clair, des endomorphismes orthogonaux de l'espace euclidien (E,{-,-)) est un
sous-groupe du groupe (GL(E), o) des automorphismes linéaires de E muni de la composition
(appelé groupe linéaire de E). On a appelle (O(E), o) le groupe orthogonal de (E,{-,-)).

De maniere équivalente, 'ensemble O,,(R) des matrices orthogonales de M,,(R) est un
sous-groupe du groupe (GL,,(R), -) des matrices réelles inversibles de taille » muni du produit
matriciel. O, (R) est appelé groupe orthogonal de M,,(R).

REMARQUE 2.69. Le sous-ensemble de O(FE) des endomorphismes orthogonaux directs
est un sous-groupe de (O(E), o) appelé groupe spécial orthogonal de F et noté SO(E).

Le sous-ensemble de O, (R) des matrices orthogonales directes est un sous-groupe de
(On(R), -) appelé groupe spécial orthogonal de M,,(R) et noté SO, (R).

11. Décomposition ) R d’'une matrice inversible

Soit a nouveau (F,{,-)) un espace euclidien. Nous allons étudier le pendant matriciel
du procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt (théoreme[2.18) qui permet notamment
de construire, a partir d'une base quelconque {vy,...,v,} de E, une base orthonormale
{61, . ,en} de E.

THEOREME 2.70 (Décomposition QR d’'une matrice inversible). Soitn € N\{0} et soit
A e GL,(R). Il existe une unique matrice orthogonale () € O,(R) et une unique matrice
R € GL,(R) triangulaire supérieure a coefficients diagonaux strictement positifs telles que
A = QR. On appelle cette écriture la décomposition QR de A.

DEMONSTRATION. Sot A une matrice inversible de M,,(R) (i.e. A € GL,(R). Notons vy, ..., v,
les vecteurs colonnes qui, dans I'ordre, forment la matrice A. La famille B := {v,...,v,},
considérée comme famille de vecteurs de R", est une base de R" : si B, désigne la base
canonique de R", A est alors la matrice de passage Pi,_.5.

Notons ensuite B’ = {ey,...,e,} la base orthonormale de R™ (par rapport au produit
scalaire canonique) obtenue a partir du procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. Si
@ désigne la matrice de passage de By a B’ (i.e. Q est la matrice formée, dans I'ordre, par les

vecteurs colonnes ey, . .., e,), comme les vecteurs colonnes de la matrice ) forment une base
orthonormale de R™ (par rapport au produit scalaire canonique), @) est orthogonale.
Dans le procédé de Gram-Schmidt, pour k£ € {1, ..., n}, les relations
<Uk+17 > €
€k+1 = Vk41 — 2 ZZ € ete; = ——
el i
permettent d’écrire
<'Uk+1, 6’L>
Uk1 = [€rt1ler1 + Z o G
= el
et donc d’obtenir directement la matrice R de passage de la base {ei,...,e,} a la base
{vy,...,v,}. Elle est triangulaire supérieure avec coefficients diagonaux strictement posi-

tifs. On peut aussi noter, puisque la base {e1, ..., e, } est orthonormale que les coefficients de
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R s’obtiennent par produit scalaire

<e;,v1 > <ep,vg> - e < €1,Up >

0 <eg,Up > v cee < €9,Up >

R: 0 0 <e3,vn>
0 0 e 0 <epn,vp >

Maintenant, en considérant la composée d’endomorphismes de R” muni de différentes
bases

(R",B) &5 (R", By) = ((R", B) % (R", B) 1% (R", By))
on peut écrire

A = Pg,—,p = Matpg,(Id) = Matpg,(Id)Matpp (Id)
= Pp,p P -5 = QR.

Il nous reste a montrer I'unicité de la décomposition. Soient donc Q1,Q2 € O,(R) et
R1, Ry deux matrices triangulaires supérieures de GL,, (R) a coefficients diagonaux strictement
positifs telles que A = Q1 R1 = Q2 Ro.

On a alors Ri1R,' = Q;'Q2 et RiR;' = Q;'Q, est alors une matrice orthogonale
((On(R), ) est un groupe) et triangulaire supérieure a coefficients strictement positifs (I'in-
verse d'une matrice triangulaire supérieure a coefficients strictement positifs est une matrice
triangulaire supérieure a coefficients strictement positifs). Il s’agit donc de la matrice I,
d’apres le lemme qui suit cette preuve.

Ainsi, Ri Ry = Q7'Qq = I,, etdonc Q1 = Qs et Ry = Ry. O

LEMME 2.71. Soit A € GL,,(R) une matrice orthogonale et triangulaire supérieure a coeffi-
cients strictement positifs. Alors A = I,,.

DEMONSTRATION. Notons vy, ..., v, les vecteurs colonnes qui, dans I'ordre, forment la
matrice A = (ai;),; ;<,- Le fait que A soit orthogonale signifie que, pour tout s, j € {1,...,n},
(vs,vj) = d; ;. En particulier, (vy,v;) = 1. Mais, comme A est triangulaire supérieure, (vi,v) =
a% , et,comme a; ; est strictement positif, on a nécessairementa;; = 1. Pourtoutj € {2,...,n},
on aalors (v1,v;) = a1 ; = 0 (autrement dit, la premiere ligne n’a que des coefficients nuls sauf
le coefficient a1 qui est égal a 1).

Soit k € {1,n — 1} et supposons que I'on a déja montré que, pour touti € {1,...,k} et tout
je{l,...,n}, a;; = d;; (autrement dit que pour les k premieres lignes, tous les coefficients
d’une ligne i donnée sont nuls sauf le coefficient a;; qui est égal a 1). On considere alors le
vecteur colonne vy dont, par hypothese de récurrence, la seule coordonnée non nulle est
aps1ke1 > 0. Comme (vpy1,Vpp1) = Aprire12 = 1, 0naa,41441 = 1 €t, par suite, pour tout
jef{k+2,...,n}, (Vk+1,v5) = a1 = 0:laligne k + 1 n’a donc que des coefficients nuls sauf
le coefficient a1 .1 qui est égal a 1. O

EXEMPLE 2.72. Considérons la matrice



de M3(R). On note v; := (1,1,0), v2 := (1,2,0), v3 := (0,0,1) € R? et on applique le procédé
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt a la base {v;, v, v3} de R3. On pose

€1 = ’012(1,1,0)
<’U2,61> 3 11 1
= v~ e —py— e =(—=,-,0) = =(-1,1,0
¢y = (=1,1,0)
(vg,er)  (v3,€5) ,
€3 = U3 — €1 — €y =v3 = (0,0,1)
lex]? e 2
1 1
e; = —e =—(1,1,0)
lex]] V2
1, 1
eg = ——en=—(—1,1,0)
ley] % V2
1
es = ——e3=(0,0,1)
les]|
1 _1 9
V2 V2
On note @ la matrice % % 0 | formée par les coordonnées (dans la base canonique
0 0 1
de R3) des vecteurs ey, es, €3.
Détermination de R, Premiere démarche : Comme
v = 612\@61
+ + L
Vg = —€ +e= ¢ —€y = —¢€ —e€
2 gttt e =ga+ g6 NG 1 ) 2
U3 = €3=¢€3
YCRE A
la matrice de passage de la base {e1,es,e3} a la base {vi,ve,v3} est R := 0 % 0
0 0 1
Légalité
1 1 3
oy (V!
0 0 1 0 0 1

est la décomposition QR de A.
Détermination de R, Seconde démarche : Pour éviter d’avoir a suivre les calculs entre les
bases {vi,v2,v3}, {€1, €2, €3} et {e1, e2, €3} on peut

— d’abord écrire la matrice @) sour la forme Q = Q'D ou @’ est la matrice Q' =

1 -1 0
1 1 0] desvecteurs colonnes de la famille orthogonale et D la matrice dia-
0 0 1
/v2 0 0
gonale de I'inverse des normes D = 0 1/4/2 o}
0 0 1
— puis déterminer la matrice R al'aidede R = Q7 'A = 'QA = 'D'Q'A = D'Q’ A.
V2 0 0\/1 1 0\/1 10 V2 550
R=| 0 1//2 0]l-1 10 120:0%0
0 0 1 0 01 0 0 1 0O 0 1
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EXEMPLE 2.73. Un exemple d’application est la résolution des systemes linéaires carrés
inversibles de la forme AX = Y d’inconnue X. En écrivant A = QR, le systeme devient
équivalent au systeme triangulaire RX = QY.

12. Introduction aux espaces hermitiens
Sile corps de base est K = C, on définit 'analogue d'un produit scalaire par

DEFINITION 2.74. Si E est un C-espace vectoriel, une application{-,-) : E x E — C est
appelée
produit scalaire hermitien si

(1) pour tousvy,ve,w € E ettous A\, pu € C, (Mg + pvg, w) = Moy, w) + pulve, w),
(2) pour tousv,w € E,{w,v) = {v,w) (en particulier, pour toutv € E, (v,v) € R),
(3) pourtoutv e E,{v,v) >0, et{v,v) = 0 si et seulement siv = O,

et unC espace vectoriel (E, <, >) munid'un produit scalaire hermitien est appelé espace hermitien.

REMARQUE 2.75. Il resulte des deux premiers axiomes que le produit scalaire hermitien
est anti-linéaire par rapport au second argument, i.e. pour tous v, w1, ws € F ettous A\, u € C,
(v, Awy + pws) = Mo, wi) + i{v, we). La positivité requise dans 'axiome 3 montre que le
produit scalaire hermitien vérifie I'inégalité de Cauchy-Schwarz

v, wyl < ],

(et |{v,w)| = |v||w| si et seulement si les vecteurs v et w sont liés) et induit une norme
|| :E — [0;+00]; v— /{v,v), appelée norme hermitienne.

EXEMPLE 2.76. Soit n € N\{0}, pour tous v = (z1,...,2,) €etw = (y1,...,y,) dans C", on
définit

n
<U, w>can =xyr+ o+ TpYn = Z Y-
=1

C"xC" — C
(’U, ’U)) = <Ua w>can
appelé produit scalaire hermitien canonique sur C".

Lapplication (-, -can : est alors un produit scalaire hermitien sur C",

Les analogues complexes des matrices orthogonales sont les matrices qui conservent
le produit scalaire canonique sur C" i.e. telles que ‘M M = Id. Elles sont appelées unitaires.
On note que le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt vu dans le contexte des
espaces vectoriels euclidiens fonctionne aussi dans le contexte des espaces hermitiens (i.e.
des C-espaces vectoriels munis de produits scalaires hermitiens). Ainsi, tous ses corollaires
comme |’existence de bases orthonormées, les formules de dimension, les propriétés de
I'orthogonalité, sont valides dans ce contexte.
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Chapitre 3

Rappels et compléments sur la réduction des endomorphismes

Introduction

On donne dans ce chapitre des rappels sur la théorie de réduction des endomorphismes,
c’est-a-dire la recherche de bases dans lesquelles un endomorphisme donné possede la
représentation matricielle la plus “simple” possible (la plus “réduite” possible).

On étudiera notamment les criteres nécessaires et suffisants classiques de diagonalisabi-
lité, directs (via la recherche des espaces propres) ou via les polynomes d’endomorphismes.
On étudiera également la triangularisabilité et la réduction la plus aboutie des endomor-
phismes triangularisables, a savoir la réduction de Jordan pour laquelle nous donnerons une
méthode systématique de réduction.

La premiere partie de ce chapitre étant constituée de rappels, les assertions seront la
plupart du temps données sans preuve (on renvoie au cours de 'année passée pour les
démonstrations). Nous les illustrerons cependant, ainsi que les méthodes, par des exemples.
La preuve de |'existence de la réduction de Jordan pour les endomorphismes triangularisables
sera elle donnée, notamment afin de dégager une méthode systématique de réduction.

Tout au long de ce chapitre, K désigne un corps commutatif quelconque et F désigne un
espace vectoriel sur K de dimension finie.

1. Arithmétique des polynomes et applications

DEFINITION 3.1 (Polynomes d’endomorphismes). Soit f € L(F) un endomorphisme de E
et
P(X) = aaX®+ ag1 X"+ ..+ a1X + ag € K[X]

un polynome a coefficients dans le corps K. On définit 'endomorphisme P(f) par
P(f) := adfd + ad_lfd_l +...+a1f +apldg.

o, pourk e {1,...,d}, f* désigne la composée k" de l'endomorphisme f avec lui-méme. Un
endomorphisme de E de cette forme est appelé polynome de l'endomorphisme f.

On peut définir de facon analogue la notion de polynéme de matrice : si l'on reprend les
notations de la définition ci-dessus et si A est une matrice de M,,(K), on définit

P(A) == agA? + ag 1 AT+ 4 a1 A + aol, € M, (K),
o, pourk € {1,..., N}, AF désigne la puissance k®™ de A.

LEMME 3.2. Soit f € L(FE) un endomorphisme de E et P(X),Q(X) deux polynémes de
K[X]. Alors, (PQ)(f) = (QP)(f) = P(f) e Q(f) = Q(f) o P(f).

Comme K est un corps, on a

THEOREME 3.3. Lanneau K[X] possede une division euclidienne : si A et B sont deux
polynomes de K[ X | avec B non nul, alors il existe un unique couple (Q, R) de polynomes de
K[X] tel que A = BQ + R avecdeg R < deg B.

Ce théoreme permet d’obtenir dans 'anneau des polynémes K[X] I'essentiel des pro-
priétés arithmétiques de 'anneau des entiers Z.
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DEFINITION 3.4. On dit qu'un polynéme P de K| X] est irréductible s’il n'est pas constant et
s'il ne peut pas s'écrire comme produit de deux polynémes non constants.

On dit que deux polynémes A et B de K[ X | sont premiers entre eux si leurs seuls diviseurs
communs sont les polynémes constants non nuls.

On dit qu'un polynéme P de K[ X] est scindé s’il peut s'écrire comme produit de polynémes
de degré 1. On dit qu'il est scindé a racines simples sil peut s'écrire comme produit de polynomes
de degré 1 a racines deux a deux distinctes.

EXEMPLE 3.5. Les polyndomes (X — a)™ et (X — b)P avec a, b deux éléments distincts de K
sont premiers entre eux.

Par 'algorithme d’Euclide, on peut montrer

THEOREME 3.6 (Identité de Bezout). Soit A et B deux polynémes de K[ X]. Alors A et B
sont premiers entre eux si et seulement si il existe deux polynémes U etV de K[X] tels que
AU + BV = 1.

Comme conséquence sur les endomorphismes on obtient le

THEOREME 3.7 (Théoreme des noyaux). Soit f € L(E) et Py, Ps, ..., Py, € K[X] deux a
deux premiers entre eux. Alors

ker (HR(f)) = (—mBker Pi(f).
i=1 =0

DEMONSTRATION. Linclusion } " ker P;(f) < ker ([ [~ Pi(f)) résulte des définitions.

Dans le cas de deux polynomes P, P, par le théoreme de Bezout, il existe des polyndmes
U,V tels que P,U + P,V = 1etdonc Pi(f) o U(f) + Pa(f) o V(f) = Idg. Siv est un vecteur de
ker (Py(f) o Pa(f)), alors v = Py(f) o U(f)(v) + Pa(f) o V(f)(v) avec Pi(f) o U(f)(v) € ker Pa(f)
et Po(f) o V(f)(v) € ker Pi(f). On obtient donc I'inclusion opposée ker (P;(f) o P»(f)) <
ker Po(f) + ker Py (f).

Montrons que les sous-espaces ker[ P;(f)] etker[P»(f)] sont en somme directe. On constate
que ker[Pi(f)] < ker[(P U)(f)] et de méme ker[P»(f)] < ker[(P.V)(f)]. Par conséquent,

(f

ker[ P (f)]nker[Py(f)] = ker[(PLU)(f)nker[(P2V)(f)] = ker[(PLU)(f)+(P2V)(f)] = ker[ldg]

Dans le cas général, on raisonne par récurrence en notant que I’hypothese implique que P,
est premier avec [ [ P, O

{0}.

2. Diagonalisabilité et diagonalisation

On note n := dim(E). Soit f € L(F). La forme “la plus simple” pour une matrice carrée
est la forme diagonale. Son action sur un vecteur est alors simplement la multiplication de
chaque coordonnée par le coefficient diagonal correspondant. Nous allons rappeler dans cette
section des conditions suffisantes, voire nécessaires et suffisantes, sous lesquelles f possede
une matrice représentative diagonale (diagonalisabilité) et, dans ce cas, chercher a déterminer
une base de E dans laquelle la matrice représentative de f est diagonale (diagonalisation).

2.1. Coté endomorphisme. On commence par donner la définition précise de la diago-
nalisabilité de f :

DEFINITION 3.8. Soit f un endomorphismede E. Soit \ € K. On dit que \ est une valeur propre de f
s'il existe un vecteur non nulv de E tel que f (v) = \v, autrement dit si 'endomorphisme f —\ld g
n'est pas injectif.

Si A € K est une valeur propre de f, on note E := Ker (f — Mdg) : il Sagit d'un sous-espace
vectoriel de E stable par f appelé sous-espace propre de f associé a la valeur propre \. Tout
vecteur non nul de E) est appelé vecteur propre de f associé a la valeur propre \. Lensemble
des valeurs propres de f dansK est appelé spectre de f, et noté Sp(f).
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EXEMPLE 3.9. Le réel 2 est une valeur propre de '’endomorphisme
R? - R?
I (x,y) — (x+2y,—x+4y)
car, par exemple, f((2,1)) = (4,2) = 2(2,1), etona
Ey =Ker (f —2Idge) = {(z,y) € R? |z = 2y} = Vect{(2,1)}.

PROPOSITION 3.10. Soient Ay, ..., \,, k € N\{0}, des valeurs propres deux a deux distinctes
de f. Alors les sous-espaces propres Ey , . . ., Ey, correspondants sont en somme directe.

DEMONSTRATION. 1l suffit d’appliquer le théoreme des noyaux aux polynomes deux a
deux premiers entre P, := X — \; etdonc E), = ker(f — A\;Id) = ker Pi(f). O

DEFINITION 3.11. On dit que l'endomorphisme f est diagonalisable s'il existe une base B de
E etdes scalaires \1, . .., \, € K tels que

A1 0
Matg (f) = .
0 An
De facon équivalente, l'endomorphisme f est donc diagonalisable si et seulement si il existe une
base de E formée de vecteurs propres de f.

Puisque les espaces propres sont de dimension au moins 1, on déduit de la proposition|3.10
le corollaire

COROLLAIRE 3.12. Un endomorphisme d’'un espace vectoriel de dimensionn qui an valeurs
propres distinctes est diagonalisable.

Plus généralement,

THEOREME 3.13. Soit f € L(FE). Alors f est diagonalisable si et seulement si E est somme
p

directe des espaces propres de f si et seulement si Z dim (Ey,) = dim(E) ott Ay, . .., \p, désignent
i=1
les valeurs propres deux a deux distinctes de f
EXEMPLE 3.14. Reprenons I'endomorphisme f de I'exemple[3.9|On avait déterminé E, =
Vect{(2,1)}. De la méme facon, on obtient que Sp(f) = {2;3} et

B3 =Ker (f —31dge) = {(2,y) e R? |z = y} = Vect{(1,1)}.
Ainsi, dim (E1) + dim (E;) = 2 = dim (R?) : f est donc diagonalisable. De plus, la famille 5 :=
{(2,1),(1,1)} est une base de E formée de vecteurs propres de f et on a Matp(f) = <2 0>

0 3
(on dit qu’'on a diagonalisé f).

Diagonaliser un endomorphisme diagonalisable f de E, c’est déterminer une base B de E
dans laquelle la matrice représentative de f est diagonale et exprimer Matg(f).

2.2. Coté matrice. Soit n € N\{0} et soit A une matrice carrée de M,,(K). On peut, de
facon analogue, définir une notion de valeur propre, d’espace propre et de vecteur propre
pour A : un scalaire \ € K est une valeur propre de A s’il existe un vecteur colonne non nul X
de M,, 1 (K) tel que AX = \X, autrement dit si le sous-espace vectoriel £ := Ker (A — AI,,) de
M,,.1 (K) n’est pas réduit au vecteur colonne nul, et, dans ce cas, £ est appelé sous-espace propre de A associ¢
et tout vecteur colonne non nul de E), est appelé vecteur propre de A associé a la valeur propre A.
Supposons que dim(F) = n et soit B une base de E. Soient A € K et v € E. Si la matrice
A est la matrice de I'endomorphisme f dans la base B (i.e. A = Matg(f)), alors A est une
valeur propre de f ssi A est une valeur propre de A et, dans ce cas, v est un vecteur propre de f
associé a A ssi Matp(v) est un vecteur propre de A associé a \.
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La diagonalisation d'un endomorphisme correspond a un changement de base vers une
base dans laquelle la matrice représentative de I'endomorphisme considéré est diagonale.
L'analogue matriciel du changement de base est I'opération de “conjugaison” par une matrice
inversible : en considérant la composée d’endomorphismes de £ muni de différentes bases

(8.8) % (8.8) - ((B,8) 4 (B,8) L (£.8) 1 (B.B))
on peut écrire
Matg(f) = Pp_.zMatp (f) Pz’ -

DEFINITION 3.15. Soit A et B deux matrices de M,,(K). On dit que A est semblable a B s'il
existe une matrice inversible P € GL,,(K) telle que A = PBP~" (la relation de similitude sur
M,,(K) est une relation d’équivalence).

DEFINITION 3.16. On dit que A est diagonalisable s'il existe une matrice inversible P €

GL,(K) et une matrice diagonale D deM,,(K) telles que A = PDP~'. Ainsi, A est diagonalisable
si et seulement si A est semblable a une matrice diagonale.

Diagonaliser une matrice diagonalisable A de M,,(K), c’est déterminer une matrice inver-

sible P € GL,,(K) telle que la matrice P~! AP soit diagonale et exprimer P~! AP. Diagonaliser
une matrice diagonalisable permet entre autres de calculer ses puissances.

EXEMPLE 3.17. La matrice A := (8 ;) n'a que 5 comme valeur propre car les matrices

0 55—z
propre 5 est

<5 —r 2 > avec z différent de 5 sont toutes inversibles. Mais I’espace propre de valeur

E5 =Ker (A—51dge) = {(z,y) e R* [y = 0} = Vect{(1,0)}
de dimension 1 : la matrice A n’est donc pas diagonalisable. On aurait aussi pu remarquer que
si A était diagonalisable, comme sa seule valeur propre est 5, elle serait semblable a la matrice
5Id et donc égale a la matrice 5Id.

3. Polynomes annulateurs et diagonalisabilité

On va dans cette section présenter des conditions nécessaires et suffisantes de diagonalisa-
bilité, exprimées a I’aide de la notion de polynéme d’endomorphisme. Tous les énoncés et no-
tions présentés ci-apres sur les polyndmes d’endomorphismes ont leur analogues immeédiats
pour les polyndmes de matrices.

DEFINITION 3.18. Soient f € L(F) et P € K[ X]. On dit que P est un polynome annulateur de f

si P(f) est 'endomorphisme identiquement nul de E.

1 0

EXEMPLE 3.19. Considérons la matrice A := <_1 0

X(X —1)deR[X].Ona

P(A) = A(A - 1) = <—11 8> <—01 —01> N (8 8)'

Le polynéme P est donc un polyndme annulateur de A.

> de M3(R) et le polyndbme P :=

Un premier pas entre les polyndmes annulateurs et la réduction des endomorphismes est
donné par le résultat suivant :

LEMME 3.20. Soit f € L(E). Toutes les valeurs propres de f sont des racines de tout polynome
annulateurde f.

DEMONSTRATION. Soit A € K une valeur propre de f et v un vecteur propre associé a la
valeur propre \. Soit P un polynéme annulateur de f. Alors, comme f(v) = \v, P(f)(v) =
P(\)v. Comme P est supposé annulateur de f et v non nul, on en déduit que P(A\) =0. O
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EXEMPLE 3.21. — Reprenons la matrice A del'exemple[3.19] Comme P = X (X — 1)
est un polynéme annulateur de A, Sp(A4) < {0; 1}.
— Sil'endomorphisme f vérifie f3 = f i.e.le polynome X3 — X = X(X — 1)(X + 1)
annule f, alors Sp (f) < {0; —1; 1}.
On en vient a un premier critere, nécessaire et suffisant, de diagonalisabilité d’'un endo-
morphisme mettant en jeu la notion de polyndme annulateur, conséquence du théoreme des
noyaux

THEOREME 3.22. Lendomorphisme | est diagonalisable si et seulement s'il existe un po-
lynéme annulateur de f qui soit scindé a racines simples.

Il est a noter que ce critere permet, si l'on trouve un tel polyné6me annulateur de f scindé
aracines simples, de montrer que f est diagonalisable sans avoir a calculer les dimensions
des espaces propres de f.

EXEMPLE 3.23. Si f vérifie alors f3 = f alors f est diagonalisable car le polynome X3 — X =
X(X —1)(X + 1), annulateur de f, est scindé a racines simples.

Si un endomorphisme f d’'un C-espace vectoriel vérifie f3 = Idg alors f est diagonalisable,
car X2 — 1 est scindé a racines simples sur C.

COROLLAIRE 3.24. La restriction a un sous-espace stable d’'un endomorphisme diagonali-
sable est diagonalisable.

DEMONSTRATION. Si f est diagonalisable et F' un sous-espace de E stable par f, alors la
restriction de f a F' est bien définie comme endomorphisme fr : ' — F. Par ailleurs, puisque
f est diagonalisable, il admet un polynéme annulateur P scindé a racines simples. Mais P
annule aussi fr qui est donc diagonalisable. O

4. Polyn6me minimal

Soit f € L(E). Remarquons que I'ensemble I; des polynomes de K[X] qui annulent f
est un idéal de 'anneau K[X] : le polynéme nul annule f et, si P et @ sont deux polynémes
annulant f et si R est un polynéme de K[ X, (P — Q)(f) = P(f) — Q(f) = 0 et (RP)(f) =
R(f)P(f) = 0.

Lanneau K[ X ] étant muni d'une division euclidienne, I'idéal I; peut étre engendré par un
seul élément de I, que I'on peut de plus supposer unitaire. En fait, il y a un seul générateur
de ce type

PROPOSITION ET DEFINITION 3.25. Il existe un unique polynéme unitaire 1.5 tel que Iy =
(ug). On appelle iy le polynome minimal de f.

REMARQUE 3.26. — Par définition, les polyndmes annulateurs de f sont les mul-
tiples de y:¢. En particulier, siI’'on connait y ¢, on connait alors tous les polyndmes
annulateurs de f.

— puy estle polyndome annulateur de f unitaire de plus petit degré.

On donne un critere de diagonalisabilité en termes du polynéme minimal de f, encore
conséquence du théoreme des noyaux.

THEOREME 3.27. Lendomorphisme f est diagonalisable si et seulement si son polynéme
minimal s est scindé a racines simples.

Ce théoreme ajoute au théoreme|3.22|une information utile pour démontrer qu'un endo-
morphisme n’est pas diagonalisable : il suffit de montrer que son polynéme minimal n’est pas
scindé ou bien qu'une de ses racines n’est pas simple.

EXEMPLE 3.28. Si un endomorphisme f d'un R-espace vectoriel vérifie f3 = Idg mais
f + Idg, alors f n’est pas diagonalisable, car X? —1 = (X —1)(X?+ X +1) et donc le polynéme
minimal de f, diviseur de X3 — 1 différent de X — 1 vaut X — 1 ou X? + X + 1 et n’est donc
pas scindé sur R. Noter que X2 + X + 1 est irréductible sur R.
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5. Polynéme caractéristique
5.1. Définition et premieres propriétés. Comme F est de dimension finie, on a
DEFINITION 3.29. Soit f € L(E). Le polynéme caractéristique de f est le polynome de K[ X |
Xf(X) :=det (f — XIdEg).

LEMME 3.30. Soient f € L(E) et A\ € K. Le scalaire \ est une valeur propre de f ssi
det (f — Aldg) = 0 ssi A est une racine (dansK) de x .

Un exemple d’implications sur les endomorphismes de propriétés des polynémes est la

REMARQUE 3.31. D’apres le théoreme de d’Alembert-Gauss, tout polyndme de C[ X ] est
scindé. Ainsi, tout endomorphisme d'un C—espace vectoriel de dimension finie admet au
moins une valeur propre.

EXEMPLE 3.32. Reprenonsl'endomorphisme f de I'exemple[3.9 La matrice représentative

de f dans la base canonique de R? est (_11 i) et donc

(X)) = det (f — XIdg) = det ((_11 i) _X12> et (1 :1X 4_2X) B 0e-x)
d’'ou Sp(f) = {2;3}.

Soit A € M,,(K), on définit de facon analogue x 4 := det (A — X I,,) € K[ X] et le spectre de
A est alors I'ensemble des racines de x 4 dans K.

0 1
A= <_1 0) ,ona
-1 —-X

Ainsi, si A est considérée comme une matrice de M,,(C), ona Sp(A) = Spc(A) = {—i;4}, etsi
A est considérée comme une matrice de M,,(R), ona Sp(A) = Spr(4) = .

REMARQUE 3.33. Attention au corps de base : si I'on considere par exemple la matrice
xa(X) = det <_X 1 ) = X? +1.

COROLLAIRE 3.34. Sin = dim(FE), le polynome x ;s € K[ X] est de degrén et f posséde donc
au plusn valeurs propres distinctes.

5.2. Calcul du polynéme minimal a 'aide du polynéme caractéristique. Le polynome
minimal de f divise le polyndme caractéristique de f en vertu du théoreme de Cayley-
Hamilton :

THEOREME 3.35 (Théoreme de Cayley-Hamilton). Le polynéme caractéristique de f est un
polynome annulateur de f. Autrement dit x; € Iy i.e. uy divise x ;.

Ce théoreme nous donne en particulier des informations supplémentaires sur . :

COROLLAIRE 3.36. — 1 < deg(py) < n.

— On avu que les valeurs propres de f dans K sont des racines du polynéome annulateur
py dans K. Puisque u ¢ divise x ¢, ces deux polynomes ont exactement les mémes racines
dans K, avec des multiplicités différentes a priori.

— On peut méme montrer que iy et x s ont exactement les mémes diviseurs irréductibles
dans K[ X].
Le théoreme de Cayley-Hamilton nous donne ainsi un moyen de déterminer le polynome
minimal de f a partir de la donnée du polynome caractéristique :
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EXEMPLE 3.37. (1) On considere la matrice

01 2
A={(1 0 2
1 20
de M3(R). Son polyndome caractéristique est x4 = —(X + 1)(X + 2)(X — 3). Ainsi,
nécessairement, g = (X + 1)(X + 2)(X — 3).

(2) On considere la matrice

-1 1 1
A=11 -1 1
1 1 -1
de M3(R). Son polyndme caractéristique est x 4 = —(X —1)(X +2)?. Ainsi, nécessairement,

pa = (X —1)(X +2)oups = (X —1)(X + 2)% Comme deg (X —1)(X +2)) <
deg ((X — 1)(X + 2)?), on commence par tester sile polynéme (X —1)(X +2) annule

A.Ona
-2 1 1 1 11 0 00
(A-L)A+2I3)=|1 —2 1 ||1 1 1|=]0 0 0
1 1 =2 1 11 0 00
etdonc (X — 1)(X + 2) estle polyndme minimal de A.
(3) On considere la matrice
3 -1 1
A=12 0 1
1 -1 2
de M3(R). Son polyndme caractéristique est x4 = — (X —1)(X —2)?. Ainsi, nécessairement,

pa = (X —1)(X —2)ou s = (X — 1)(X — 2)2. Or on constate que la matrice
(A — I3)(A — 2I3) n’est pas la matrice nulle de M3(R) donc, pa = (X — 1)(X — 2)2.
Le théoreme permet donc de conclure que les matrices des exemples 1. et 2. sont
diagonalisables, et que celle de I'exemple 3. ne 'est pas.

5.3. Dimension des espaces propres et multiplicité dans le polynéme caractéristique.
On peut également exprimer la condition sur les dimensions du théoréme al’aide du po-
lyndme caractéristique et plus particulierement a 'aide des multiplicités des valeurs propres
en tant que racines du polyndme caractéristique :

DEFINITION 3.38. Soit A € K une valeur propre de f. On note m) la multiplicité de \ en tant
que racine du polynéme x s € K[ X].

LEMME 3.39. (1) Si\i,...,\, désignent les valeurs propres de f, alors la sommemy, +
-+ my, estinférieure ou égale adeg (xy) = n = dim(E),

() ily a égalité ssi s est scindé surK.

De plus, en calculant le polynéme caractéristique de f dans une base dont les dim F
premiers vecteurs forment une base de F, on obtient la

LEMME 3.40. Si ) € Sp(f), alors
1 < dim (E)y) < my.
Ainsi :
THEOREME 3.41. f estdiagonalisable ssi x s est scindé et, pour tout A € Sp(f), dim (Ey) =
my.

EXEMPLE 3.42. Si f admet n = dim(F) valeurs propres deux a deux distinctes, alors f est
diagonalisable.
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Les résultats de diagonalisabilité d'un endomorphisme énoncés ci-dessus ont leurs ana-
logues matriciels, a savoir :

THEOREME 3.43. Soient \1,..., )\, p € N, les valeurs propres deux a deux distinctes de A
et, pouri € {1,...,p}, notons my, la multiplicité de \; en tant que racine de x 4. Alors A est
P

diagonalisable ssi Z dim (Ejy,) = n ssi (xa est scindé et, pour touti € {1,...,p}, dim (E),) =
i=1
m)\i).

EXEMPLE 3.44. On considere la matrice A := (; _41> de M3(R). Son polyndéme ca-

ractéristique x4 = (X — 2)(X — 3) est scindé a racines simples donc A est diagonalisable.

Une base de E5 est { <_11> }, une base de Fs5 est { (_12> } et on pose P := <_11 _12> )
2 0

0 3

k
AP =p <20 30,€> PLOrpt= ( 21 _11> donc

Onaalors A = P P~ et, par associativité du produit matriciel, pour k£ € N\{0},

Ak‘_ 2k+1_3k 2k_|_3k
T \—2ktl 9.3k _ok_9o.3k )"

5.4. Diagonalisation par bloc.

DEFINITION 3.45. Soit f € L(E) un endomorphisme de E, \1,. .., )\, les valeurs propres
deux a deux distinctes de f et m; la multiplicité de \; dans le polynéme caractéristique .
Pouri € {1,...,p}, on appelle sous-espace caractéristique de f associé a la valeur propre \; le
sous-espace vectoriel de E,

N)\i = Ker (f — )\Z’IdE)mAi .
Il contient le sous-espace propre associé et est stable par f

Une conséquence simple du théoréme des noyaux et du théoreme de Cayley-Hamilton est
le

THEOREME 3.46. Soit f € L(E) un endomorphisme de E. On suppose que son polynéme
caractéristique est scindé i.e. x ;(X) = (—1)" [ [}_, (X — X\;)™i. Alors, E est somme directe des
sous-espaces caractéristiques

EXEMPLE 3.47. Reprenons la matrice

3 -1 1
A=12 0 1]|eMyR)
1 -1 2

de l’exemple Son polyndme caractéristique est x4 = —(X — 1)(X — 2)2. Le sous-espace
caractéristique de A associé a la valeur propre 1 est N; = Ker (A — I3) = E; etle sous-espace
caractéristique de A associé a la valeur propre 2 est Ny = Ker (A — 2I3)%. Or (A — 2I3)* =

0 00 1 0

—1 1 0]doncN; = Ker (A—2I5)> =Vect{ [ 1],]0

-1 10 0 1
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6. Forme réduite des endomorphismes nilpotents

DEFINITION 3.48. On dit qu'un endomorphisme f de E est nilpotent sil existe une puissance
m € N\{0} telle que la composée f™ soit nulle. La plus petite telle puissance est appelée l'indice
de nilpotence de f .

Soit u est un endomorphisme nilpotent de E. Comme il existe I € N\{0} tel que v = 0, le
polyndéme X' est un polyndme annulateur de u et donc le polyndme minimal de u est de la
forme p,,(X) = X” avec 1 < v < [. Alors 0 est une valeur propre de u et c’est la seule. De plus,
le degré v du polynome minimal X* de « est I'indice de nilpotence de u. Par le théoreme de
Cayley-Hamilton, cet indice est inférieur a la dimension de I'espace ambiant.

On notera (e, . . . e, ) la base canonique de K™ et, si m, my, ..., my € N\{0},
0 1 0
o Y 0
J? = (0) € My (K), Jv?z = . . € M, (K) et J70n17---7mk =
| 0
0 0 0 T,
LEMME 3.49. La matrice J°, est nilpotente d'indice m, de rangm — 1 et son noyau est donc
de dimension 1 engendré par e, et, ker(.J0,)P = Vect(ey, ..., e,). De fagon générale, on retrouve
le nombre k de blocs dans J),, . comme la dimension de l'espace propre de valeur propre 0
deJS, .-

Nous allons montrer, de facon algorithmique, que tout endomorphisme nilpotent peut
étre réduit a une forme (de Jordan) Jp,, . avecm,...,my € N\{0}.

THEOREME 3.50 (Réduction des endomorphismes nilpotents a la forme de Jordan). Soitu
un endomorphisme nilpotent de E. Alors, il existe une base B de E et des entiersmy, ..., my €
N\{0} tels que

Matp(u) = JO

my,...;Mp "

DEMONSTRATION. On prouve le résultat par récurrence sur la dimension. Précisément, on
prouve que pour tout n € N\{0}, pour tout espace vectoriel £ sur K de dimension n, pour tout

endomorphisme nilpotent « de E, il existe une base 5 de E et des entiers my, ..., m; € N\{0}
tels que Matg(u) = Jp,, .-

Pour n = 1, le résultat est vrai. En effet, soit £ un espace vectoriel sur K de dimension 1 et
soit v un endomorphisme nilpotent de E. Soit vy € E un vecteur engendrant E. Comme u est
un endomorphisme de E, il existe « € K tel que u(vg) = awvp. Soit maintenant [ € N\{0} tel que
u! soit identiquement nul, alors 0 = u'(vg) = alvy et donc a = 0 car vy engendre F qui est de
dimension 1. Ainsi, si on note B := {vg}, on a Matg(u) = (0) = JV.

Supposons maintenant le résultat vrai pour tout entier naturel non nul strictement
inférieur a un entier n € N\{0} fixé, et soient £ un espace vectoriel sur K de dimension
n et uw un endomorphisme nilpotent de E.

On note v I'indice de nilpotence de u. Si v = 1, u est identiquement nul et, dans toute base
Bde E, Matp(u) = J{_ ;.Siv >1,Keru”~! # E (v estle plus petit entier naturel non plus tel
que v¥ = 0 donc v*~! n’est pas identiquement nul).

Soitalorsv € E\Ker u”~! : nous allons montrer que la famille {v"~!(v), u*~2(v), ..., u(v), v}
est libre. Soient Ao, ..., \,—1 € K tels que

AU + )\111,(1)) + -+ /\V_lu”*l(v) =0g.

En appliquant ¥~ a cette égalité, on obtient, puisque v* = 0, 'annulation \gu*~!(v) = 0 et
donc A\ = 0 car u¥~!(v) # Og par hypothese. On applique ensuite v*~2 a I'égalité

Mu(v) + -+ A1u’ " (v) = 0g
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pour obtenir \ju”*~!(v) = 0g et donc A\; = 0. De proche en proche, on obtient ainsi que

A=A =...=X_1 =0etlafamille B := {u""'(v),...,u(v),v} est donc libre. Il s’agit donc
d’une base du sous-espace vectoriel F' := Vect {u*"!(v),...,u(v),v} de E.
Remarquons ensuite que F est stable par u (i.e. u(F) < F) et
0 1 0
Matlg/ (u‘p) = h h = JB
S
0 0

Siv = n,alors F = E et Matg (up) = Matg (u) = JJ). Supposons a présent que v < n. Nous
allons construire un supplémentaire G de F dans F qui soit également stable par u. Comme
dim(G) < dim(E), on pourra alors appliquer 'hypothese de récurrence a G et u et considérer
une base B” de G et des entiers v1, ... ., 1, € N\{0} tels que Matp» (u¢) = Jy, - De sorte que,
siB:={B,B"},

MatB/ (U\F) 0 JO 0 0
Matzs( ) ( 0 Mat[g// (U\G) 0 ‘]1(/)1, " ']1/ N TN

On construit un tel espace G en utilisant la dualité linéaire. Soit ¢ € E* telque ¢ (v’ (v)) #
0 (un tel ¢ existe car, sinon, u”~!(v) serait nécessairement le vecteur nul par la proposition|[1.9]
2., ce qui n'est pas le cas par hypothese sur v) et montrons que la famille {¢, u(p), .. ., ‘u” (o) }
de E* est libre (‘u est la transposée de u : cf définition|1.28). Soient pq, . .., 1 € K tels que
po® + pa'u(p) + -+ + 1w () = 0.

On applique cette égalité d’'endomorphismes au vecteur v*~!(v) : on obtient

0 = pop (u”_l( ) + palu(e) (W) + -+ 1w ) (v (v))

= Ho®P (U )) "f‘NlSOOU(uV—l(v)) 4+ .- +,uyf1<,00u”_1 (uy—l(v))
= to¥ (U v))
(car v” = 0). Comme ¢ (u”~*(v)) # 0 par hypothese, nécessairement 1,y = 0. En appliquant

I'égalité
ptu(p) + -+ 1 () = 0.

au~2(v), on déduit ensuite que p; = 0. De proche en proche, on obtient ainsi que po = 1 =
.= py—1 = 0 etlafamille C := {¢,u(yp),... ,tu”_l(gp)} de E* est donc libre. Il s’agit d’'une

base du sous-espace vectoriel W := Vect {¢, u(p), ..., "u""(p)} de E*.
On considere ensuite 'annulateur W° de W (deﬁnltlon . Montrons que F n W° =
{0g} :soitw = A\ov + Aqu(v) + - -+ + Ap_1u”"1(v), Ao, - . ., Av_1 € K, un vecteur de F annulé par

toutes les formes linéaires de W. En particulier,

0 = " (p)(w)
= X'u" () (v) + M THR) (w(v) -+ A e () (u T (v))

= oy (' (v))
(u” = 0) etdonc, Commecp( vHv)) #£0, X0 = 0etw = Aju(v) +- - + Ay_1u’ " (v). Le vecteur
w est également annulé par ‘v~ ((,0) et on en déduit de fagon analogue que \; = 0. De proche
en proche, on obtient ainsi que A\g = A\; = ... = A\,_1 = 0 etdonc w = Og. Les sous-espaces

vectoriels F et W° de E sont donc en somme directe.

De plus, dim (W°) = dim(E) — dim(W) = n — v (proposition [1.23) donc dim(F) +
dim (W°) = v +n —v = n = dim(E) et F et W° sont donc des sous-espaces vectoriels
supplémentaires dans E.
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Montrons enfin que W0 est stable par u : soit w € W et soit ¢ = pop + pru(p) + --- +

py—1u’ (@), po, - - -, p—1 € K, une forme linéaire de W. Alors
u(w)) = pop(w(w)) + p'u(e)(w(w)) + - + 1’ () (u(w))
= po'u(p)(w) + e (@) (w) + -+ + 2’ () (w) + 0

=0

carw e WO et W = Vect {¢, u(p),..., w1 (p)}.
On pose alors G := WY : G est un supplémentaire de I’ dans E de dimensionn — v < n et
stable par u. La restriction de u a G reste nilpotente et, par hypothese de récurrence, il existe

donc une base B” de G et des entiers v1, ..., € N\{0} tels que Matp» (uc) = Jp, . Ainsi,
en posant B := {B',8"},on a
_ Matg (U‘F) 0 _ Jz(/) 0 10
MatB (U) - < 0 MatB// (U‘G) - O JBIF'.7VZ - JU7V17"~7VZ' I:’

7. Triangularisabilité et triangularisation

Soit f € L(FE). Apres avoir cherché a diagonaliser, on peut chercher a déterminer si f peut
étre réduit sous forme triangulaire :

DEFINITION 3.51. On dit que l'endomorphisme f est triangularisable s'il existe une base I3
de E telle que Matg( f) est triangulaire (supérieure ou inférieure).

De maniere analogue, on dira qu'une matrice A de M,,(K) est triangularisable si A est
semblable a une matrice triangulaire. Triangulariser un endomorphisme triangularisable f
de E, c’est déterminer une base B de F dans laquelle la matrice représentative de f est tri-
angulaire et exprimer Matg( f). Triangulariser une matrice triangularisable A de M, (K), c’est

déterminer une matrice inversible P € GL,,(K) telle que la matrice P~ AP soit triangulaire et
exprimer P~'AP.

LEMME 3.52. SiT est une matrice triangulaire représentant f, les coefficients de la diagonale
deT sont les valeurs propres de f, apparaissant suivant leurs multiplicités dans x .

3 -1 1
EXEMPLE 3.53. Reprenonslamatrice A= (2 0 1 |del’exemple3.37|3. Onavuque
1 -1 2

xA(X) = —(X — 1)(X — 2)? est scindé sur R. Cherchons une matrice triangulaire 7' de My (R)
semblable a A.

Commencons par remarquer que chaque espace propre de A est de dimension 1. On a

2 -1 x 2e—y+z =0 0
A—I3=1(2 -1 1 donc E; = yl|e M3(R) | = Vect 1 et
1 -1 1 2 { r-ytz =0 1
1 -1 1 x {x gtz =0 1
A— 2[3 =2 -2 1|donc Ey = Y| € Mg(R) | = Vect 1
1 -1 0 2 r—y =0 0
0 1
Si on complétait la famille { 1],|1]; deMs;(R) ainsi obtenue en une base, i.e. de
1 0
0 1 = 1 0 «
facon a ce que lamatrice P:= [ 1 1 x |soitinversible, on auraitalors P~'AP = [0 2 «
1 0 0 0 2

(deux matrices semblables ont les mémes polyndmes caractéristiques).

53



0 1

Ainsi, sionnote X; := | 1 |et Xy := [ 1 |, n'importe quel vecteur colonne X3 de M3 ; (R)
1 0
1
n'appartenant a Vect{X;, X»} convient. On choisit, par exemple, X3 := | 0 |, on pose alors
0
01 1 1 0 1
P:=[1 1 0]estbien inversible etona P~'AP = |0 2 1 |.Sion avait posé X3 :=
1 00 0 0 2
1 011 1 00
l1]etP:= |1 1 1),onauraeu P"'AP = |0 2 1 |.En particulier, on peut donc
1 1 0 1 0 0 2
triangulariser A de plusieurs facons.

On donne des a présent le critere essentiel de triangularisabilité d'un endomorphisme,
que on obtient comme conséquence de la diagonalisation par blocs et de la réduction des
endomorphismes nilpotents.

THEOREME 3.54. Lendomorphisme f est triangularisable si et seulement si son polynéme
caractéristique x y est scindé sur K (ssi son polynome minimal iy est scindé sur K).

COROLLAIRE 3.55. Tout endomorphisme d'un C-espace vectoriel est triangularisable.
Toute matrice de M,,(C) est semblable a une matrice triangulaire.

Mais on peut aller encore plus loin dans la simplification de la représentation triangulaire
del’endomorphisme triangularisable f : cette simplification “ultime” appelée réduction de Jordan
est ’objet de la section suivante. En particulier, on décrira un algorithme systématique de
triangularisation d'un endomorphisme triangularisable f sous “sa” forme dite de Jordan.

8. Réduction de Jordan
Soit f un endomorphisme triangularisable de E et soit x; = (—1)"[[/_;(X — \;)™
son polynome caractéristique scindé sur K, avec Ay, ..., A\, ses valeurs propres deux a deux
distinctes.
Nous allons construire, par un processus algorithmique, une base de f dans laquelle la
matrice représentative de f est une matrice diagonale par blocs dont les blocs diagonaux sont
des blocs de Jordan :

DEFINITION 3.56. Soit A € K. Pour m € N\{0}, on appelle \-bloc de Jordan de taillem la
matrice carrée

Im(A) =

deM,,,(K) (par convention, J;(\) = (\)).
Pourmy, ..., my € N\{0}, onnote J,,, .. m, () lamatrice diagonale par blocs deM,,,, +....m, (K) :

Imy (M) 0

0 ) T (N)

LEMME 3.57. (1) LamatriceJ,,(\) aun espace propre de valeur propre A de dimension
1 engendré par e; et, ker(J,,(\) — A\Id)? = Vect(ey, ..., ep,). La matrice J,,,(\) — Ald est
nilpotente d’indice égal am.
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(2) La matrice Jp,, ... m,(\) a un espace propre de valeur propre X de dimension k. La
matrice Jy,, ... m, (A) — Ald est nilpotente d’indice égal a au plus grand des entiers m;.

Dans cette section, nous allons précisément montrer le résultat de réduction suivant :
THEOREME 3.58. Ilexiste une base3 de E et, pour touti € {1,.. ., p}, desentiersm, ..., mj,_ €
N\{0} telle que
J 1 1 (A1) 0

MMy
MatB(f) = ..
0 Jmp mip ()‘P)

1o

De plus, a permutation pres, les entiers mé-, 1 <i<pl<j<k;, sontuniqueseton

appellent les blocs de Jordan Jm;_()\i), 1<i<p 1<j<k,lesblocsdeJordan de l'endomor-

phisme triangularisable f. La matrice Matg( f) est appelée la forme de Jordan de f (“la” forme
de Jordan de f est unique a permutation pres des blocs de Jordan).

De facon générale, pour tout i on retrouve le nombre k; de blocs associés a \; dans la
décomposition de Jordan de f comme la dimension de I’espace propre de valeur propre \; de
[, etla taille du plus grand bloc associé a \; comme l'indice de nilpotence de (f — A\;1d) |y, la

restriction de f — \;Id au sous espace caractéristique associé a \;.

1 00
EXEMPLE 3.59. Par unicité des blocs de Jordan, la matrice [0 2 1 | obtenue dans
0 0 2
3 -1 1
I'exemple(3.53|est donc la forme de Jordan de la matrice A= |2 0 1.
1 -1 2

Un résultat de “classification” découlant du théoreme précédent est :

COROLLAIRE 3.60. Deux matrices triangularisables de M,,(K) sont semblables si et seule-
ment si elles ont les mémes blocs de Jordan.

La méme démonstration fournira le résultat

THEOREME 3.61 (Décomposition de Dunford). Soit f € L(FE) un endomorphisme de E. On
suppose que son polynoéme caractéristique est scindé. Alors, il existe un unique couple (d,n)
d’endomorphismes de E tel que d soit diagonalisable, n nilpotentetdon = nod.

Dans le reste de cette section, nous allons montrer |’existence de la réduction de Jordan de
f par un procédé constructif algorithmique. Nous ne montrerons pas 'unicité des blocs de
Jordan de f.

8.1. Etape 1. La premiere étape de cette réduction est une réduction suivant les sous-
espaces caractéristiques de f. Pour i € {1,...,p}, soit B; une base de N,, et notons By :=
{Bi,...,By}. Comme E = N, ®---@ N,, (théoreme 3.46) et comme chaque sous-espace
caractéristique de f est stable par f,on trouve la forme diagonale par blocs

Ay 0
MatBo (f) = ..
0 A,
ou, pour tout: € {1,...,p}, A; := Matg, <f‘NX>.

Remarquons a présent que si, pour tout: € {1, ..., p}, on trouve une base 3, de Ny, telle que

Mat <f|NA¢) = Ting..om, (Xi) avecmy, ..., mj_ € N\{0}, alors, en notant 5 := {5}, ..., ,}, on
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It m} (A1) 0
Matg(f) =
0 Tt (Ap)
On va donc rechercher une telle base B, pour touti € {1,...,p}.

8.2. Etape 2. Soit donc ) une valeur propre de f. Nous allons montrer qu'il existe une
base B’ de N, et des entiers my,...,m; € N\{0} tels que Matp (fin,) = Jimy,...m; (A). Pour
simplifier encore un peu plus les écritures, notons N := N,.

On écrit

fiv = Aldy + fiy — Aldy.

Pour montrer I'existence d'une telle base 5/, on commence par remarquer que ’endomor-
phisme v := f|y — Aldy de N est nilpotent. En effet, siv e N = Ker (f — Mdg)™, alors

u™ (v) = (fiy = Aldy)™ (v) = (f = Aldp)™ (v) = 0

(a noter que l'indice de nilpotence de v, i.e. le plus petit entier € N\ {0} tel que u! = 0, est donc
inférieur ou égal a m,). Par le théoreme de réduction des endomorphismes nilpotents,
il existe une base B’ de N et des entiers my, ..., m; € N\{0} tels que Mat (f‘NA — Aldy) =

0
Iy ....m,,- On a alors

Matp (f‘N) = Matp (Aldy) + Matg (f\NA - )\IdN) = M, + JSu,...,mk = Jm1,mi(A)

(rappelons que my = dim (N))).

8.3. Description matricielle de la méthode de réduction ala forme de Jordan. Résumons
la méthode décrite ci-dessus en appliquant son pendant matriciel a une matrice triangula-
risable A € M, (K). On suppose que 'on a déja écrit le polyndme caractéristique y 4 de A
comme un produit

p
xa = (=1"] [(X =)™
i=1
dans K[X], ou Ay, ..., A\, sont les valeurs propres (deux a deux distinctes) de A.
Etape 1: Pour touti e {1,...,p}, calculer la matrice (A — \;I,,)" et déterminer une base B;

de N), = Ker (4 —\1I,)"™ < M, 1(K). Considérer la base By := {By,...,B,} de
M,,1 (K) et la matrice P, dont les colonnes sont, dans I'ordre, les vecteurs colonnes
de la base B,. Calculer la matrice P, L AP, : elle est de la forme

Aq 0
0 A,
o, pour touti € {1,...,p}, Aj € M, (K) (et x4, = (=1)"™% (X — X)™).
Etapez: Pour chaque i € {1,...,p}, calculer la matrice U; := A; — )\Z-ImAi de mei (K) puis

appliquer a la matrice nilpotente U; la méthode décrite ci-apres de réduction des
matrices nilpotentes a la forme de Jordan : on obtient des entiers mf, ..., m; € N\{0}

et une matrice inversible @); de taille m), tels que Q; lU,Qi = J9,

i
ST
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Etape 3:

Q1 0

On note P := e GL,(K) et alors
0 Qp
0
Ay 0 A1 Im/\l 0 Jm%,...,mil 0
B : N
0
0 A, 0 Ap Iy, 0 Tt
Jm1 '7m11e1 <)‘1) 0
0 ‘]mzf, ..,mzp ()‘p)
En posant P := P, P, on obtient donc
Jm%,...,m}cl (>‘1) 0
P lAP = .
0 Jmﬁ),...,mzp (/\P)

L'algorithme récursif permettant de réduire a la forme de Jordan une matrice nilpotente U
quelconque de M,,(K), m € N\{0} (la matrice dans la base canonique d'un endomorphisme
nilpotent u de K™), est le suivant :

Etape a:

Etapeb:

Etape c:

Etaped:

Etapee:

Etape f:

Ftapeg:

Déterminer I'indice de nilpotence de U : il s’agit de la plus petite puissance v € N\{0}
telle que U" est la matrice nulle.

Choisir un vecteur colonne Y € M,, ; (K) (le vecteur colonne des coordonnées dans
la base canonique d’un vecteur v de K™) tel que le vecteur colonne U”~'Y n’est pas
nul, et constituer la famille libre {U*~'Y,...,UY, Y} de My, 1 (K).

Si v = m, on note ) la matrice de GL,,(K) dont les colonnes sont, dans I’ordre, les
coordonnées des vecteurs colonnes de labase {U~'Y,...,UY,Y} de M, 1(K), et on
aalors Q~'UQ = JY.

Siv # m, passer al'étape d.

Si v # m, choisir un vecteur colonne Z € M,, 1(K) (le vecteur colonne des coor-
données dans la base duale de la base canonique d’une forme linéaire  de (K™)*) tel
que la quantité ZU”~'Y (qui est la quantité ¢ (u”~'(v))) ne soit pas nulle, et consti-
tuer la famille libre {Z,'UZ,...,'U"~'Z} de M, 1(K) (correspondant a la famille
{o,u(@), ..., "w" " (p)} de (K™)").

Déterminer une famille libre {X;,..., X,,_,} de M,, ;(K) telle que, pour tout i
{1,...,m —v}ettoutj e {0,...,v — 1}, '('072) X; = 'ZU7X; = 0 (la famille libre
{X1,..., Xm—n} correspond a une base de I'annulateur de Vect {¢, u(y), ..., ‘u’ " (¢)}).

On note @ la matrice de GL,,(K) dont les colonnes sont, dans |'ordre, les coor-

données des vecteurs colonnes delabase {Y,UY, ..., U"7'Y, X1,..., X;—p} de My, 1 (K).
0

Calculer la matrice Q, LAQy : elle est de la forme ({)” (9]> ol U est une matrice nil-
potente de M,,_, 1 (K).

Appliquer la méthode a la matrice nilpotente U (a partir de 'étape a). En appliquant
ce procédé récursif, on obtient une matrice inversible @) € GL,,_,(K) et des entiers
v1,...,v € N\{0} tels que Q~'UQ = J,
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l/l/17 SVt

Etapeh: On note Q := Q <I @> € GL,,(K),etona Q' UQ =

1 00 O
. s . -1 4 1 -2
EXEMPLE 3.62. On considere la matrice A := 9 1 9 —1 de My(R).
1 2 1 0
Etape 0 : On calcule le polynome caractéristique y 4 de A :
1:1X 4—0X (1) —02 i-x —2
xa = det (A — X1I) = —1-X) 1 2-X -1
2 1 2-X -1 5 O x
1 2 1 -X
2—X 1 —2 1 1 —2
— 1-X)] 0 2-X —-1|=01-X)2-X)[0 2—X —1
CrecitCs 2-X 1  —-X 1 1 -X
1 1 -2
= 1-X)2-X)0 2-X -1 |=(1-X)2-X)%
s, 1=XC-X) (1-X)(2 - X)

0 0 2-X

Etape 1 : La multiplicité de la valeur propre 1 dans y 4 étant 1, Ny = E1, et

0 00 O 1
-1 3 1 -2 1
E; =Ker (A— 1) = Ker 9 11 117 Vect 4
1 21 -1 —1
La multiplicité de la valeur propre 2 dans y 4 est 3. Pour déterminer N, = Ker (4 — 21,), on
-1 0 0 O 0 0 0
s |1 000 B 1| (o] |o
commence par calculer (A — 21,)° = 4 0 0 ol¢t donc Ny = Vect ol 11l lolt:
1 O 00 0 0 1
0 00 41 -2 0
o . 100 . s |12 -1 0]
On note Py la matrice inversible 01 0 eton obtient F, " AP, = 5 1 0 ol=
0 0 1 00 0 1
A 0
0 Ay)°
Etape 2 : Le bloc Ay = (1) € M;(R) est déja un bloc de Jordan J; (1).
4 1 -2 2 1 =2
On note U; la matrice 4 — 23 = |1 2 —1]|—-2I3= (1 0 —1|¢€ M3(R)eton ap-
21 0 2 1 -2
plique la méthode de réduction a la forme de Jordan des matrices nilpotentes a Uy :
1 0 -1
Etape a : Déterminons l'indice de nilpotencede Uy :onaUZ = [0 0 0 |etUj estla
1 0 -1

matrice nulle de M3(R). Ainsi, I'indice de nilpotence de U; est 3.
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Etape b : On choisit ensuite un vecteur colonne qui ne soit pas dans le noyau de U? : on
1 2 1
prend par exemple le vecteur colonne Y := | 0 | etoncalcule U1 Y = [ 1 |etUZY = [0 |.
0 2 1

Etape c : Comme l'indice de nilpotence de U; est 3, la famille {U?Y, U;Y, Y} est une base

1 21 010

de M3, (R)etonpose@;:= (0 1 0|.OnaalorsQ;'U;Q= [0 0 1
1 2 0 000

Etape3:0nnote]3:= (%1 O) = , eton

1

O R O

NN

SO O -

N~ N O

O OO
N

—1

aP1AP =

SO O
OO N =
o~ O
—_o oo
Il
N
&
O~
[\)
SN—
S~
Ao
—
N—
~_

4 -2 -3
-3 2
EXEMPLE 3.63. On considere la matrice A := | 0

OO O Wwo

3

0o 3
1 2
Etape 0 : Calculons le polyndme caractéristique y 4 de A :

5—-X 0 4 -2 -3
-2 3—X -3 2 4
xA(X) = det(A—XI;)=| 0 0 3—X 0 0
0 0 0 3—-X 1
1
0

0 2 -1 1-X

5-X —2 -3
-2 3-X 2 4
0 0 3-X 1
1 0 -1 1-X
3-X -2 -3 1 -2 -3
= B-X?3-X 3-X 1 |=3B-X)3[1 3—-X 1
Cretitcs 0 -1 1-X 0 -1 1-X
1 -2 -3
B-X)P0 5—-X 4 |=3B-Xx)3
0 -1 1-X

= B-XPB-X)1-X)+4=0B-X)*(X?*-6X+9)=(3-X)"

5-X -2 -3
=B3-X)?% 0 3-X 1
1 -1 1-X

- (3-X)

5—X 4
-1 1-X

Loy—Lo—L1

Le réel 3 est donc I'unique valeur propre de A.
2 0 4 -2 -3

-2 0 -3 2 4
Remarquonsque A-3I; =| 0 0 0 0 0 |etquelespacepropre E5 = Ker (A — 3I5)
0 0 O 0 1
1 0 2 -1 -2
est de dimension 2.

Etape 1 : 3 étant'unique valeur propre de 4, le sous-espace caractéristique N3 = Ker (A — 315)°

est M5 1 (R) tout entier (on “pose” Py = Is et A; := A).
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Etape 2: Onnote U := A — 315.

10 2 -1 -2
000 O 0
Etape a : On calcule I'indice de nilpotencede U.Onal/2= |0 0 0 0 0 |etUSest
10 2 -1 -2
000 O 0

la matrice nulle de M5 (R) donc I'indice de nilpotence de U est 3.
Etape b : On choisit & présent un vecteur colonne qui ne soit pas dans le noyau de U2, par

1 2 1

0 -2 0
exempleY := | 0 |, puisoncalculeUY = | 0 |etU?Y = |0 |.

0 0 1

0 1 0

Etape c : Lindice de nilpotence de U est strictement inférieur 5.
Etape d : On choisit un vecteur colonne Z € M; ; (R) (correspondant a une forme linéaire)

1 2
0 0
tel que 'ZU?Y # 0, parexemple Z := | 0 [etoncalcule Z; :='UZ = | 4 |etZy:='U%Z =

0 —2
0 -3

1

0

2

-1

—2

Etape e : On détermine une base du sous-espace de Ms ; (R) des vecteurs colonnes X =
I

) o) =0

x3 | quivérifient ZX =7, X =17,X = 0,1.e. { 2z + 4x3 — 224 — 3x5 = 0 par exemple la
T4 x1 + 2w3 — x4 — 275 =0

x5

famille

oo o~ OoO
oON = OO

1 2 1 00 01 000
0 -2 0 1 0 001 00
Etapef:Onnote Qy:= [0 0 0 0 1|etona@y'UQy=|0 0 0 0 0|=J3,
1 0 0 0 2 00 001
0O 1 0 0 O 00 0 O00O
310 00
0 3 1 0O
Etape3:Onnote P:= QuetonaP " AP = [0 0 3 0 0= J52(3).
000 31
000 0 3
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REMARQUE 3.64. Le fait que, dans I'exemple[3.63|ci-dessus, la matrice Q, ' UQy ait directe-
ment été de la forme voulue est un “heureux hasard”. Si I’on avait choisi, pour base du sous-

0 0
1 0
espace vectoriel {X € M5 (R) |"ZX =71 X ="Z,X}deMs;(R),lafamille{ (1|, [1 ]}, on
2 2
0 0
1 2 1 00 01 0 O
0 -2 010 0 01 O
auraitposé Qp:= |0 0 0 1 1 .Pourcettematrice@o,onaQalUQo: 0 00 O
1 0 0 2 2 0 00 1
0O 1 0 00 0 00 -1 -1

J9 0
0 U)
Dans ce cas, on passe alors a I’étape g : on applique le procédé récursif a la matrice

nilpotente U= (11 11> de M3 (R) : I'ordre de nilpotence de U est 2, le vecteur Y = (é)

, ~ 1
n'est pas dans son noyauet UY = <

-1
0 1\
(0 o) -

. s s I3 0
On passe ensuite a I’étape h : on note Q := Qo (03 @) etona

> .Sil’on note @ la matrice (é _11> ,ona @_1(7@ =

01000
00 00100
Q—lUQ=<O3 J0>:§72:00000
2 00001

00000

A l'étape 3 de la méthode appliquée a A, on note alors P := Q eton a P"'AP =

31000
03100
003 00
000 31
0000 3

REMARQUE 3.65. Laréduction de Jordan permet entre autres de calculer les puissances
successives d'une matrice triangularisable. Précisément, soit A une matrice triangularisable de
M, (K), soient Ay, ..., A, les valeurs propres deux a deux distinctes de A et soient P € GL,,(K)
etmi,...,mj € N\{0},ie {1,...,p}, tels que P~' AP soit de forme de Jordan

J 1 1 ()\1) 0 ImM 0 J01 1 0

T ey Mg T ey Mg

0 Jp » (Ap) 0 1

FRRELLL

Comme les deux matrices de cette derniére somme commutent, on peut calculer (P~'AP) b

P~1AFP —et donc A* — pour tout k € N a I'aide du bindme de Newton. De plus, la nilpotence
de la matrice de droite simplifie I'expression du développement.
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EXEMPLE 3.66. Reprenons A =

3.53. Pour P :=

010 100 100 000
1 1 0|eGL3(R),onaP'AP=0 2 1|=(0 2 0]+{0 0 1
1 0 1 00 2 00 2 000
100 000
Soit £ € N. Comme les matrices [0 2 0]et|0 0 1 |commutent, ona
00 2 000
o, /10 0N /0 0 o\
plakp E(Z) (o 2 0 (0 01
i\ |
i=0 00 2 000
1 0 0\ 10 0\"'/0 00 0 0 0\
= 02 0| +k10 2 0 0 0 1| (carlamatrice {0 0 1| estnulle)
00 2 00 2 000 000
1 0 0 00 0 1 0 0
= |0 2 0o)|+k|0 0 261 |=[0 2F K2k
0 0 2k 00 O 0 0 2k
-1 1 0
Enfin,P~!=[ 1 0 0|donc
1 -1 1
1 0 0 2k 4 fok—1 —f2ok—1 pok—l
AF=p o 2k g2kl pl= 2k 4 k21 1 —g2k-1 41 Kok
0 0 2k 2k 1 —2k 41 2k
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Chapitre 4

Exponentielle de matrices

Introduction

On introduit dans ce chapitre une généralisation de la fonction exponentielle aux espaces
de matrices. Cette “exponentielle de matrices” permet notamment de résoudre les systemes
différentiels linéaires du premier ordre a coefficients constants, et peut se calculer a I’aide de
la réduction de Jordan.

Dans tout ce chapitre, K désigne les corps R ou C, et m est un entier naturel non nul.

1. Lespace vectoriel normé M, (K)

1.1. Norme de matrices. On cherche d’abord a munir le K-espace vectoriel M,, (K) d'une
norme.
Sile corps de base est K = C, sip,q € N\{0} et si M = (mi;), ;) 1<j<, € Mp,¢(C), on note

M la matrice (7;;) de M, ,(C) dont les coefficients sont les conjugués de ceux de

M.

1<i<p,1<j<q

DEFINITION ET PROPOSITION 4.1. Pour tout A = (a”) <

HA” = tAA ]aijP € [0, +OO[,
1<1,j§m

My (K)  — [0, +oof

A~ 4]
un K-espace vectoriel normé.

Lapplication | - || : est une norme et le couple (M,,,(K), || - ||) est donc

M, (R) — [0, +-00[
A = A =T (A4)
M,,(R) x M,,,(R) — R
(A, B) — Tr (*AB)

DEMONSTRATION. Si K = R, I'application | - | : est la

norme euclidienne associée au produit scalaire (-,-) :

défini dans I'exemple[2.2]3.
My, (C) — [0, +o0[

A~ |A|=4/Tr (*AA
M,,(C) x M,,(C) —
(A, B) — Tr(*AB

SiK = C, 'application ||-| : ) estlanorme induite de fagcon

analogue par'application ) qui est un produit scalaire hermitien.

O

Cette norme | - | sur M,,(K) posséde une propriété de compatibilité avec la structure
supplémentaire de produit dans M,, (K).

LEMME 4.2. Soient A,B € M,,(K). On a |AB| < |A||B|. Ainsi, si A € M,,(K) etn € N,
[A™] <[ Al".

DEMONSTRATION. On note A = (a”)K”<m et B = (b”)1<”<m Pouri,je {1,...,m}, on
note également v; := (a;1,...,aim),w; := (b1j,...,by ) € K™ (il s’agit respectlvement dela
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i®™me ligne de A et de la transposée de la °™¢ colonne de B. On a alors

m 2
14BI2 = S0 1Y aibis| = Y Ko @)

1<i,j<m |k=1 1<i,j<m
m m 2
N (o
< Y Jlaml, - Y (zm)(zw)
1<ij<m 1<ij<m \k= I=1
2 2
< Z ;| Z b1 | = | A2 B> O
1<ik<m 1<g,l<m

1.2. Propriétés des espaces vectoriels normés. En tant qu’espace vectoriel normé, on
peut définir sur (M, (K), || - |) une notion de limite. Par exemple, une suite (A, ),y d’éléments
d’un espace vectoriel normé (E, | |) converge vers un élément A de E si

Ve > 0,IN e N,Vn = N, ||A, — A| <

On a également une notion de continuité. A titre d’exemples, si A € M,,(K), les applica-
tions M,,(K) — M,,,(K) ; M — AM et M,,,(K) - M,,,(K) ; M — M A sont continues : en effet,
si My, M € M,,,(K),

|AM — AMo| = [A(M — Mo)| < |A[|M — Mo

et
[MA = MoA| = (M — Mo)A| < |M — Mol | Al
On rappelle que pour une suite (A, ),y d’éléments d'un espace vectoriel normé (E, | |),
la notation ), A,, désigne la suite des sommes partielles (Zﬁ:o An> . Une série ), A, est
€

dite convergente si sa suite des sommes partielles est convergente et, dans ce cas, on appelle
somme de la série la limite de la suite des sommes partielles. On dit que la série ) A, est
absolument convergente si la série numérique } |, | A, | est convergente. Un théoreme affirme
qu'une série absolument convergente est en particulier convergente.

On rappelle un résultat relatif au produit de Cauchy de séries d'un espace vectoriel normé
(E,| |) muni dune multiplication compatible avec la norme, qui généralise la multiplication
des polynémes:si ), A, et} B, sontdeux séries absolument convergentes de E, alors la
série Y, (3r_, AxBn_i) estabsolument convergente et a pour somme (> %) A,) (X075 By).

2. Définition et propriétés de base de I'exponentielle de matrices

Nous allons associer a toute matrice de M,,(K) la somme d’une série absolument conver-
gente de matrices, dont I'expression généralise le développement en série entiere de la fonc-
tion exponentielle sur R (et C).

, . L. A"
PROPOSITION ET DEFINITION 4.3. Soif A € M,,,(K). La série ) | —- est absolument conver-
n.

n

+o0
- A"
gente (en particulier convergente) et on noteexp(A) := Z — sa somme.
n—0 n:
DEMONSTRATION. Montrons que la série 3 4+ est absolument convergente. Pour tout
neN,ona0 < ||%TH HAH (parle lemrne , OT la série numerlque > ”A” est absolument
convergente (sa somme estl exponentielle de HAH). Lasérie ) H o H converge donc également.

Ainsi, la série ), 47 est absolument convergente. O
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DEFINITION 4.4. On appelle application exponentielle de M,,(K), 'application

exp - £ gn
A —  exp(A) = ,;0 T
REMARQUE 4.5. — Si A e M,,(K), on note également e := exp(A).

— Pour m = 1, on retrouve I'expression (du développement en série entiere) de la
fonction exponentielle exp : K — K.

EXEMPLE 4.6. (1) On calcule I'exponentielle d'une matrice diagonale quelconque
al 0
de M,,,(K) : soient ay, ..., a, € K, alors, comme pour toutn € N, =
0 am
ay 0
,ona
0 ar,
a1 0 +oo %L 0 2o %71: 0 e 0
exp - > - . _
o) P le ) o ) oo e

En particulier, si A € K, exp(Al,,,) = e, exp(I,,) = el,, et, si0,, désigne la matrice
nulle de M,,,(K), exp(0,,) = L.

(2) De maniere analogue, si A est une matrice diagonale par blocs de la forme A =

Aq 0 A? 0
. de M,,(K), alors, pour tout n € N, A" = et donc
0 A, 0 An
eA1 0
€A =
0 eAr

(3) Soit J € M,,(K) une matrice nilpotente d’'indice de nilpotence v € N\{0}. Alors, pour
toutne N,sin > v, J" =0,, etonadonc

v Jn J2 Jufl
Zn—_l T+t :

2! (v—1)!
010
Par exemple, si J désigne la matrice nilpotente [0 0 1| (= J9) de M3(R), ona
0 0O
0 01
J2=10 0 0],J%=03etdonc
0 0O
72 100 010 00 3 11 4
—Ig—i—J—i-?:OlO—i-OOl—i-OOO:Oll
0 01 0 00 000 0 0 1

PROPOSITION 4.7. Soient A, B € M,,,(K) et supposons que AB = BA. Alors ™8 = e4eB.
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DEMONSTRATION. Comme A et B commutent, on peut appliquer la formule du bindme

n

de Newton : pour toutn € N,ona (A + B)" = 2 <Z> AFB"* et donc

k=0
+00 +00 n
A+ B)" 1
CA+B _ 2 ( +' )" _ Z '<Z>Ak3n—1c
=0 " n=0k=0""
+00 n +0 n k n—~k
1 A* B
- Z kv(n_k)lAanik_ Z I (n—k)!
n=0k=0 n=0k=0
+00 AP +0 Hp
= — Z — | (les deux séries sont absolument convergentes)
n=o " n=0
= eAeB O

REMARQUE 4.8. Si A, B € M,,(K) commutent, on a ede? = eA+8 = B+4 — ¢BeA en
particulier les matrices e” et ¢ commutent également.

COROLLAIRE 4.9. Soit A € M,,,(K). La matrice e* € M,,(K) est inversible et (eA)_1 =e A,

DEMONSTRATION. Les matrices A et —A commutent: A(—A) = A(-1I,,)A = (—A)A.Ona
donc, par la proposition précédente, e 4 e = ede4 = eA+(=A) — 0m — [ 0

PROPOSITION 4.10. Soit A € M,,,(K) et soit P € GL,,,(K) une matrice inversible. On a

exp (P7'AP) = P7leP.

p1aApP)"
DEMONSTRATION. exp (P~'AP) estla somme de la série Z (n') Or,sikeN,
~ !
k ~14p)" k n k' anm
I NS Sl
n=0 n n=0 " n=0 "
donc
k -1 n k n
exp (P7'AP) = lim (PTAP)T iy p > A\ p
k—+00 fopur n! k—+00 w0 n!

k- an
=P ( lim (Z A, >> P (car I'application M (K) o ]1\3/[1,{5\]151)73 est continue)

O

Cette compatibilité de I’exponentielle de matrices avec le changement de base permet de
montrer :

COROLLAIRE 4.11. Soit A € M,,(K). On adet (e?) = e,

66



)\1 *

DEMONSTRATION. Vérifions d’abord cette relation pour une matrice B = .. €
0 Am
AT *
M,,(C) triangulaire : Remarquons que, pour toutn € N, B" = .. (le produit de
0 A
deux matrices triangulaires supérieures reste triangulaire supérieur) et donc
t® pn @ % * I % * et *
B — Z — = Z _ - _
n=0 n=0 0 )7\17"7? 0 Z:L_i% );TnT 0 e)\m

det (e?) = ﬁ N = eXim Al = Tr(B)
j=1

Considérons A comme une matrice de M,,,(C). En tant que telle, elle est triangularisable
dans M,,, (C) (corollaire(3.55) : il existe une matrice @ € M,,,(C) et une matrice triangulaire B
telles que A = QBQ~". Ainsi, par la proposition précédente on a e = Qe?Q ! et donc

det (eA) = det (eB) = T(B) = Tr(4)

car la trace est invariante par changement de base. O

3. Calcul de I'exponentielle d'une matrice via la réduction de Jordan

Soit A une matrice de M,,,(K). Nous allons détailler une méthode pour calculer I'exponen-
tielle de A a partir de sa réduction de Jordan en tant que matrice de M,,, (C).

Soient Ay, ..., A, € Cles valeurs propres complexes deux a deux distinctes de A. D’apres
le théoréme 3.58 'il existe une matrice inversible P € GL,,,(C) et, pour touti € {1,...,p}, des
entiers mg, ..., m;. € N\{0} tels que

Jm%,...,mil (Al) 0
PlAP =
0 Jmlf ..... mzp ()‘p)
Alors
Jm%,..‘,m}ﬁl (Al) 0
exp(A) = exp| P p!
0 Jm’f,...,mip ()‘P)
Jm% ..... mi ()‘1) 0
= Pexp " P~! (par proposition#.10)
0 ‘]m]f ..... mip (Ap)
exp (Jml,...,m,lCl ()‘1)> 0

l
e

, P! (exemple[4.6]3.).
0 exp (Jmf,...,mgp(/\p))

A son tour, chaque exp (‘]miv--wm?;. ()\1)> se calcule par bloc comme dans 1’exemple3.).
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Ainsi, pour pouvoir calculer exp(A), il nous suffit de savoir calculer exp (.J,,(A\)) pour tous
m € N\{0} et A € C.On a J,,,(\) = AL, + JO. Or les matrices \I,, et J2, commutent et la
matrice J9, est nilpotente d’indice de nilpotence m.

J2 Jm—l
exp (Jm (X)) = exp (/\Im + J};) = exp (A, ) exp (J) = e>‘Im0 (Imo +J+ =+ + >

2! (m—1)!
J2 Jmfl
:€>\<Im0 +J_|__|_...+>

2! (m —1)!
U 1 1
T O
01 1 1/2 —
oo 11 o1pe '
00 0 1 1 1/2 5
o0 0 o0 1 1 1/2
00 O 0 0 1 1
00 O 0 0 0 1

REMARQUE 4.12. Si A € M,,,(R), alors e# € M,,(R) : méme si I'on consideére la réduction
de Jordan “complexe” de A pour calculer e, la matrice que I'on obtient a la fin du calcul ne
possede que des coefficients réels.

0
1

d’un quart de tour dans le sens direct. Son polyndme caractéristique est x4 = X2 + 1

EXEMPLE 4.13. (1) On considere la matrice A = ( _01) de Mz (R) de la rotation

. AN . 3 . . . 1 1
qui est scindé a racines simples i et —i sur C : si on note P := <Z —i) ,onaP 'AP =

)

0
B —it 0\ o1 (1 1Y\ [e™ 0) (3
v <o ( 8)m - (1) (4 2)(
1 6it + e—it ,L'eit _ ie—it
= 9 (_Z-eit +ie~it  git 4ot > .

it it it it e - _ (cos(t) —sin(t)
Or, e +e7" = 2cos(t) etie —ie " = —2sin(t). Ainsi, exp(tA) = <sin(t) cos(t)

(_Z ?) (il s’agit de la réduction de Jordan de A) et pour tout réel ¢

w\s.w‘ |
<

est la matrice de rotation d’angle ¢.

3 -1 1
(2) Reprenons la matrice A = |2 0 1] € My(R) de I'exemple [3.66, Pour P :=
1 -1 2
010 1 00 7(1) 0
1 1 0]eGL3(R),onaP AP = (0 2 1]|= ( 10 J (2)) donc, pour tout
10 1 00 2 2
réel ¢,

exp(tly) 0 _
exp(tA) = P ( p() ! exp (tJQ(Q))) P

Or Jo(2) = 215 + JJ et, sion note J := J§ =

exp (175(2)) = €2 (In + £J) = € ((é ?) 4 (8 é)) _ o2 <(1) i) .
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-1 1 0

CommeP'!=|1 0 0] onaenfin
1 -1 1
et 0 0 et 4 te?t —te?t te?t
exp(tA) =P [ 0 e* te? |P71 = | —et + e +te? e —te?t  te?
0 0 2 et g2 of _ o2t Q2

REMARQUE 4.14. Dans le premier exemple, plutot que de passer par la réduction de Jordan,
on aurait pu remarquer que, pour tout n € N,

10 .
0 1) sin =4q,q€N,
0 1 . —1)P 0 .
sin=4q+1,q€eN, (=1) sin=2p,peN,
n p
A — 0 1 _ -1 0 0 (-1)
S\ o) )/ o0 - 0 (=)
0 —1 sin=4q+2,q€N, (—1)pt! 0 sin=2p+1,peN.
0 -1 .
) O) sin=4q+ 3,q€ N,

4. Application a la résolution des systémes différentiels linéaires d’ordre 1 a coefficients
constants

On s’intéresse dans cette section aux systemes différentiels linéaires de la forme
X' = AX
ou A est une matrice de M,, (K) quelconque fixée et ou la fonction inconnue X désigne une
fonction vectorielle dérivable
R — K™ =M, (K)
z1(t)

Tm(t)
autrement dit aux systemes de la forme

/
) =a1121 + -+ a1 mTm

Ty, = Am1%1+  + Gnm®m

Ol (aij)<; j<pm € Mm(K) etles fonctions inconnues 1, . . ., z, sont dérivables de R dans R.
Précisément, soit A une matrice de M,,(K). On souhaite déterminer I'’ensemble des fonc-
tions vectorielles dérivables X : R — R™ telles que, pour tout ¢ € R, X'(t) = AX(¢).
Nous allons d’abord étudier la fonction

R — Mm(K>

t — etA

PROPOSITION 4.15. La fonction ¢ est dérivable surR et, pour toutt € R, ' (t) = Aet4.

DEMONSTRATION. Soit ¢t € R. On montre que I'expression W possede une limite
finie quand h tend vers 0 et que cette limite est égale a Ae4. Soit donc h € R*. Remarquons

tout d’abord que, puisque les matrices tA et hA commutent,

6(1t+h)A . etA ehA etA . etA ehA —1I, A
= = e
h h h ’
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et nous allons en fait montrer que la quantlte h € —In tend vers A quand h tend vers 0, i.e. que

la quantité %‘M H tend vers 0 quand h tend vers 0.
hA)"
C hA ( +hA +
omme e T;O w Z [~ ona
hA &G hA
et — 1, — na] - |3 A" < 3} I = el 1 g = A1 )
donc
ehd — I, —hA| _ ellllAl — 1
< — [ 4]
h A
Al

tend alors vers la dérivée de

Or, quand & tend vers 0, |h| tend vers 0 et la quantité ]

lafonctionR — R ; ¢ — ¢!l4l en 0, c’est-a-dire | A|. Ainsi, la quantité #}““H tend donc
bien vers 0 quand h tend vers 0.

Au total, la quantité gt );j = _ ,: L 14 tend donc bien vers Ae!4 quand h tend vers
0 : ’application ¢ est donc bien derlvable entety (t) = Aet. O

On s’intéresse a présent a la résolution du systeme différentiel linéaire (S) X’ = AX de
fonction vectorielle dérivable inconnue X : R — K™. Les solutions de (S) sont données par
I'exponentielle de matrices :

PROPOSITION 4.16. Les solutions de (S) sont les fonctions vectorielles de la forme
R K™
t

N
N
avec Xy € K™,

DEMONSTRATION. On montre tout d’abord que, si X, € K™, la fonction dérivable X :
R — K™ ; t — ¢4 X, est une solution de (S) : pour tout ¢ € R, on a, d’apres la proposition
précédente,

X'(t) = Ae' Xy = AX(2).

Réciproquement, soit X : R — K™ une solution de (S) et considérons la fonction dérivable
Y:R—-K";t— e X(t).Pourtoutt e R, ona

V/(t) = —Ae A X (1) + e A X/ (t) = e (X' (1) — AX (1)) = 0
donc il existe un vecteur X, € R™ tel que, pour toutt € R, Y (t) = X < X(t) = " Xo. O

REMARQUE 4.17. — Si Xy € K™, lafonction X : R — K™ ; t — e X, est 'unique
solution de (S) prenant pour valeur Xy en 0 (on a X(0) = ¢ X = I,, Xy = Xo).
L'égalité X (0) = X, est appelée condition initiale en 0.

— Pour m = 1, on retrouve la résolution des équations différentielles linéaires du
premier ordre 2/(t) = ax(t) aveca € Ketz : R — R.

EXEMPLE 4.18. On considere la matrice

3 -1 1
A=(2 0 1]eMs®R)
1 -1 2

de I'exemple 2. et le systeme différentiel linéaire (S) X’ = AX, avec X : R — R3, dont on
souhaite déterminer I’ensemble des solutions.
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D’apres la proposition précédente, les solutions de (S) sont les fonctions de la forme
X:R - K™; t— e Xyavec X, € R%. Soitt € R. D’apres le calcul de I'exemple [4.13[2., les
solutions du systeme différentiel (S) sont donc les fonctions de la forme

R — R3
et 4 te?t —te?t te?t

t — | —et+e2 +te?t et —te?t te?t | X,
et 12t of 2t Q2

avec X € R3.

71






Chapitre 5

Réduction des endomorphismes des espaces euclidiens

Introduction

Dans ce chapitre, on aborde la question de la réductibilité de certaines classes d’endo-
morphismes des espaces euclidiens. En particulier, on montre que tout endomorphisme
auto-adjoint est diagonalisable dans une base orthonormale, et que tout endomorphisme
orthogonal est diagonalisable par blocs, suivant des blocs identité ou symétrie de dimension 1
et des blocs de rotations vectorielles de dimension 2.

On abordera également la notion de positivité d'une matrice symétrique, montrant notam-
ment qu'une matrice symétrique positive possede une “racine carrée”. Cela nous permettra
d’établir I'existence d’'une “décomposition polaire” pour toute matrice a coefficients réels
inversible.

1. Compléments sur la diagonalisation

Tout endomorphisme d'un C-espace vectoriel de dimension finie admet une valeur propre,
donc une droite stable. L'analogue réel est

LEMME 5.1. Tout endomorphisme d'un R-espace vectoriel de dimension finie admet une
droite ou un plan stable.

DEMONSTRATION. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n et f un endomor-
phisme de E. Notons ;(X) € R,[X] son polyndme minimal et ;;(X) = IIj,_, P, son écriture
en produit de polynomes irréductibles sur R. Par minimalité de s 7, IT} _, Py, (oulsir = 1) n'est
pas un polynéme annulateur de f. Soit donc = € E tel que y = II} _, P;(f)(z) est non nul et
donc Py (f)(y) = u(f)(z) = 0. Comme P; est de degré au plus 2, f?(y) = f(f(y)) s’écrit a'aide
de y et f(y) et appartient donc a Vect(y, f(y)). Ce sous-espace est donc stable par f. O

Il résulte de la démonstration que tout élément y du noyau d'un endomorphisme P(f)
ou P est un facteur irréductible de ¢ (donc de x ¢) fournit un espace stable Vect((y, f(y)) de
dimension 1 ou 2.

Si (E,<{-,-)) est un espace euclidien et f un endomorphisme de E, I'adjoint f* de f est
par définition 'unique endomorphisme de E tel que pour tous vecteurs v et w de E, <
fw),w>=<wv, f*(w) >.

LEMME 5.2. Soit (E,{-,-)) un espace euclidien et f un endomorphisme de E. Soit F' un
sous-espace de E stable par f. Alors Uorthogonal F* est stable f*.

DEMONSTRATION. Soit z € F-. Montrons que f*(z) appartient a F*. Soit donc y € F. On
a< f*(z),y >=<ux, f(y) >= 0, car f(y) appartient a F. Donc, F'- est stable f*. O

On rappelle que f est dit symétrique (ou auto-adjoint) s’il est égal a son adjoint f*, i.e.
si et seulement si, pour tous vecteurs v et w de E, (f(v),w) = (v, f(w)). Lendomorphisme
f est symétrique si et seulement sa matrice dans une base orthonormale de (E, (-, -)) est
symétrique.

EXEMPLE 5.3. Lendomorphisme  : R? — R?; (z,y) — (x+2y, 2z+y) de R? est symétrique
pour le produit scalaire canonique de R?.
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L'endomorphisme f est dit orthogonal s’il est I'inverse (f*)~! de son adjoint, i.e. si et
seulement si, pour tous vecteurs v et w de E, {f(v), f(w)) = (v, w). Lendomorphisme f est or-
thogonal si et seulement sa matrice dans une base orthonormale de (E, (-, -)) est orthogonale.

Dans ces deux cas, le lemme|5.2|devient

LEMME 5.4. Soit (E,{-,-)) un espace euclidien et f un endomorphisme de E symétrique ou
orthogonal. Alors l'orthogonal F+ d'un sous-espace F de E stable par f est aussi stable f.

On note pour terminer que, par les caractérisations en termes de produit scalaire, la
restriction a un sous-espace stable d'un endomorphisme symétrique (resp. orthogonal) est
encore symétrique (resp. orthogonal).

2. Diagonalisabilité des endomorphismes symétriques

LEMME 5.5. Soit (F,<-,-)) un espace euclidien de dimensionn € N\{0} et soit f un endomor-
phisme auto-adjoint de E. Alors, les sous-espaces propres de f sont deux a deux orthogonaux.

DEMONSTRATION. Soit \; et Ao deux valeurs propres distintes de f et v; et vo deux vec-
teurs propres respectifs. Alors, puisque f est symétrique, \; < vy,vy >=< f(v1),v2 >=<
vy, f(vg) >= Ao < v1,v9 >. Comme \; + A9, on en déduit que v; et v, sont orthogonaux. O

Un des principaux théoréme de ce chapitre est

THEOREME 5.6 (Réduction des endomorphismes symétriques réels). Soit (E,{-,-)) un
espace euclidien de dimension n € N\{0} et soit f un endomorphisme symétrique de E. Alors f
est donc diagonalisable dans une base orthonormale de E.

DEMONSTRATION. On montre le résultat par récurrence sur la dimension n de E. Précisément,
on montre par récurrence l'assertion suivante : pour tout n € N\{0}, pour tout espace euclidien
(E,{,-)) de dimension n, tout endomorphisme symétrique f de E est diagonalisable dans
une base orthonormale.

Toute matrice carrée de taille 1 étant diagonale, le résultat est vrai pour n = 1.

Soit maintenant f un endomorphisme symétrique d'un espace euclidien de dimension

2. Sa matrice A dans une base orthonormale est symétrique donc de la forme <Z g) . Son

polynéme caractéristique est x;(X) = X% — (a + ¢)X + (ac — b*). Son discriminant est
A = (a+ ¢)? — 4(ac — b?) = (a — ¢)? + 4b* > 0. Par conséquent, f admet une valeur propre
réelle )\ et un vecteur propre v; unitaire. Lorthogonal de Vect(v) est une droite stable par
f symétrique, donc propre avec un vecteur propre unitaire v,. La base (v1,v2) est une base
orthonormale de vecteurs propres de f.

Supposons a présent la propriété vraie au rang n pour n € N\{0; 1} fixé, et montrons-la
pour un endomorphisme symétrique f de I'espace euclidien £ de dimension n + 1 > 3.
Comme tout endomorphisme d'un R-espace vectoriel de dimension finie, f admet une droite
ou un plan stable. Létude en dimension 2 montre méme que f admet une droite £ stable donc
propre, engendrée par un vecteur unitaire v;. Par le lemme 'orthogonal F* de F est un
sous-espace stable par f. Uhypotheése de récurrence appliquée a la restriction f. de f a F*,
qui est un endomorphisme symétrique de F-, donne I'existence d'une base orthonormale
(v2,...,vn41) de F+ de vecteurs propres de f. La base (vy,v,...,v,41) de E est une base
orthonormale de vecteurs propres de f. O

EXEMPLE 5.7. On consideére 'endomorphisme
R3 — R3
I (x,y,2) — (bx—y+2z,—x+5y+ 22,2z + 2y + 2z2)
de R3. La matrice représentative de f dans la base canonique de R? (qui est une base ortho-
5 —1 2
normale pour le produit scalaire canonique de R3) est A := | —1 5 2 |. La matrice A
2 2 2
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étant symétrique, 'endomorphisme f est symétrique. Le polyndome caractéristique de f est
xf(X) = (6 — X)?(—X) etles valeurs propres de f sont donc 6 et 0.

OnaFEs = Ker (f —61dgs) = {(z,y,2) e R® | —2 —y + 2z = 0}. Lafamille {(2,0,1), (1,1,0)}
est une base de Fg. En appliquant le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt a

cette famille libre de R3, on obtient la base orthonormale {%(2, 0,1), \/%(1, —5, —2)} de

Es. D’autre part, le vecteur unitaire normal a Eg, %(—1, —1,2) engendre Ej. La famille

B = {%(2,0, 1), \/%(1, —5,—-2), 2 (-1, -1, 2)} est alors une base orthonormale de R? et

V6
6 0 0
la matrice représentative de f dans Best |0 6 0
0 00

Le pendant matriciel du théoreme/5.6|est

COROLLAIRE 5.8 (Rédution des matrices symétriques réelles). Soit A une matrice deM,,(R).
On suppose que A est symétrique i.e.'A = A. Alors il existe une matrice orthogonale O € O, (R)
et une matrice diagonale D € M,,(R) telles que

D=0"140 =t0A0.

DEMONSTRATION. La matrice A représentate un endomorphisme 4 de R" dans la base
canonique Bj de R", qui est orthonormale pour le produit scalaire canonique de R"”. Comme
A est symétrique, h est auto-adjoint et, par le théoréme précédent, il existe une base orthonor-
male B et une matrice diagonale D € M,,(R) telle que Mati(h) = D. Les bases B et B étant des
bases orthonormales de R"”, la matrice de passage O := Pg,_,5 est une matrice orthogonale
(proposition[2.63) et on a alors

tOAO = 07140 = Ps_,p, Matpg, (h) Pg,.p = Matp(h) = D. O
5 -1 2
EXEMPLE 5.9. Sil'on reprend la matrice A := | —1 5 2 | définie dans |'’exemple|5.7
2 2 2
2 1 1
précédent et si'on note O := (1) \ng? \7§ , la matrice O est orthogonale et O~1 A0 =
V5 VB0 V6

t*0AO =

SO
S O O
S O O

3. Réduction des endomorphismes et matrices orthogonaux

LEMME 5.10. Soit (E,{-,-)) un espace euclidien de dimensionn € N\{0} et soit f un endo-
morphisme orthogonal de E. Alors, les seules valeurs propres possibles de f sont —1 et 1. Les
éventuels espaces propres E_; et E; sont orthogonaux.

DEMONSTRATION. Soit A une valeur propre de f orthogonal et v un vecteur propre unitaire.

Alors, puisque f conserve la norme euclidienne, 1 = |v| = |[f(v)|| = |Mv| = |A|[Jv] = |\ et
donc les seules valeurs propres possibles de f sont —1 et 1. Soitv € E_; et w € E;. Puisque f
conserve le produit scalaire, < v, w >=< f(v), f(w) >=< —v,w >= — < v,w >. Ainsi, v et w
sont orthogonaux. O

Nous allons montrer le théoreme de réduction des endomorphismes orthogonaux :

THEOREME 5.11. Soit (E,{-,-)) un espace euclidien de dimension n € N\{0} et soit f un
endomorphisme orthogonal de E. Alors, U'espace E est somme directe orthogonale de droites
propres pour la valeur propre 1, de droites propres pour la valeur propre —1 et de plans de
rotation.
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Autrement dit, il existe une base orthonormale B de E dans laquelle la matrice représentative
de f est de la forme

€1 0

Matg(f) = R(6,)

0 R(6s)
ouwr,s € N, pour touti € {1,...,7}, ¢ € {+1;—1} et, pour tout j € {1,...,s}, R(0;) =

cost; —sinf; ‘
(sin 6, cost ) avec; e R\{km | k € Z}.

La version matricielle de ce résultat est le suivant : si A € O,,(R), il existe une matrice
orthogonale P € O, (R) telle que P~'AP = ! PAP soit de la forme ci-dessus.

REMARQUE 5.12. En particulier, si'on applique le théoreme|5.11{en dimensions 2 et 3, on
obtient que :

— Les isométries directes (i.e. les endomorphismes orthogonaux de déterminant 1) de

cosf —sin 0), 6 € R, dans la

R? sont les rotations de R?, de matrice représentative |
sinf cosf

base canonique de R?.

Les isométries indirectes (i.e. les endomorphismes orthogonaux de déterminant
—1) de R? sont les symétries orthogonales par rapport a une droite vectorielle, de

matrice représentative > dans une base bien choisie formée d'un vecteur en-

0 -1
gendrant la droite fixe et d'un vecteur orthogonal (pour le produit scalaire canonique
de R?) A la droite fixe.

1 0 0
— Lesisométries directes de R3 sont les rotations autour d'un axe, de matrice | 0 cosf —siné
0 sinf cosf
0 € R, dans une base orthonormale bien choisie (quand § = 7, on parle de retournement).
Les isométries indirectes de R? sont les compositions d'une symétrie orthogonale
par rapport a un plan (une telle transformation est également appelée réflexion)
et d'une rotation autour de I'axe orthogonal a ce plan (par rapport au produit
-1 0 0
scalaire canonique de R?), de matrice représentative | 0 cosf —sinf |, 0 € R,
0 sinf cosf
—1 0 0
dans une base orthonormale correspondante. Noter que | 0 cosf —sinf | =
0 sinf cosf

1 0 0 -1 0 0
0 cosf —sind 0 1 0].
0 sinf cosd 0 01

DEMONSTRATION DU THEOREME[G. 11l On procede par récurrence sur la dimension n de
E : on montre que pour tout n € N\{0}, tout espace euclidien (E, (-, -)) de dimension n et tout
endomorphisme orthogonal f de F, il existe une base orthonormale de FE dans laquelle la
matrice représentative de f est de la forme voulue.

Pour n = 1, soit E un R-espace vectoriel euclidien de dimension 1 et soit f un endomor-
phisme orthogonal de E. Par le lemme[5.10} f est soit Idg, soit —Idg.
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Pour n = 2, on a vu que tout endomorphisme orthogonal a dans toute base orthonormée
cosf; —sinb;

une matrice de la forme R(6;) := (sin 0, cosd
J J

> avec 0; € R, si son déterminant est +1 et

de la forme (CQS b5 sinb; , si son déterminant est —1. Cette description repose sur le fait
sinf); —cos0;

que tous les couples de nombres réels (a, b) tels que a? + b? = 1 sont de la forme (cos(f), sin(6)).
Reste a dire que dans le cas de déterminant —1, 'endomorphisme a 1 et —1 comme valeurs
propres et est donc diagonalisable. Puisque les espaces propres sont orthogonaux par le
lemme[5.10} il est diagonalisable dans une base orthonormée.

Supposons maintenant la propriété vérifiée pour tout entier naturel non nul plus petit
ou égal an avec n € N\{0; 1} fixé et considérons I'’endomorphisme orthogonal f de I'espace
euclidien F de dimensionn + 1 > 3.

Comme tout endomorphisme d’'un R-espace vectoriel de dimension finie, f admet une
droite ou un plan stable, noté F'. L'étude en dimension 1 et 2 montre I’existence d'une base
orthonormale B’ de F sur laquelle la matrice de la restriction fr de f a F' ala forme voulue. Par
le lemme 'orthogonal F- de F est un sous-espace stable par f. Lhypotheése de récurrence
appliquée a la restriction fr. de f a F*, qui est un endomorphisme orthogonal de F-, donne
I'existence d’'une base orthonormale B” de F* sur laquelle f;. ala forme voulue. La base
B’ U B” de E est une base orthonormale de £ = F @ F*- surlaquelle f ala forme voulue. [

2 -1 2
EXEMPLE 5.13. Considérons la matrice orthogonale A:= % | 2 2 -1 |del’exemple
-1 2 2
1.Onaxa(X) = (1 — X) (X? - X + 1). On montre par calcul que le vecteur colonne
1 T
Y] = % 1 | de norme 1 engendre F;. De plus, (El)L = yleR|z+y+2=0},dont
1 z
1 1
une base orthonormale est formée des vecteurs Ys := % —1]etY;:= % 1 ].Ona
0 —2
1 1 1
V2 V2 1 1 1 V3
av =A== 0 |=—|0 |- (V2024 VE¥3) = Vo + Vi
0 V2
et
1 _ 1 1
Vo Y6 T 1 V3.1
avs=a| g |- & |mr | 2 |=0r (3vama+von) - - v+ v
s f)m g (VR T
V6 V6
1 1 1
ﬁ 751 ﬁ 1 0 0
Ainsi,sionnote P:= | 7z —75 0 [€ O3(R),ona P~'AP ='PAP = (0 1 —§
1 0o -—-1 0 ¥3 1
V3 V2 2 2
1 0 0

0 cos(%) —sin(%) |. Lamatrice A est doncla matrice représentative dans la base cano-

0 sin(%) cos (%ﬁ
nique de R? de la rotation d’axe la droite vectorielle engendrée par le vecteur (1, 1, 1) et d’angle
5
4. Matrices symétriques positives, racines carrées

Nous allons a présent exhiber une caractérisation du caractere positif, resp. défini positif,
d’'une matrice A de S,,(R) en termes de ses valeurs propres (voir les définitions|2.36|)
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PROPOSITION 5.14. La matrice symétrique A est positive, resp. définie positive, si et seule-
ment si toutes ses valeurs propres sont positives ou nulles, resp. strictement positives.

DEMONSTRATION. Supposons que A est positive (resp. définie positive) et soit A une valeur

propre de Aetv = (x1,...,z,) un vecteur propre de A pour la valeur propre \. Alors
x1 Ty N
(:L'la 7$n)A : (l’l, al‘n)A = )\Z‘r%
T Tn !

est positif (resp. strictement positif). Donc, A est positif (resp. strictement positif).
Réciproquement, supposons que toutes les valeurs propres \; de A sont positives (resp.
strictement positive). Comme A est symétrique, d’apres le corollaire de diagonalisation
des matrices symétriques réelles, il existe une base orthonormale (11, ..., V,,) de R" formée
de vecteurs propres de A. Soit X € R™. On écrit X = 3 z;V;. Alors ‘"X AX = Y, ; z;x;' VAV =
Y TiwiAtViVy = 35 Aja} carlabase (V4, ..., V;,) est orthonormale pour le produit scalaire
standard et donc 'V;V; vaut 0 sii + j et 1 sii = j. La matrice A est donc positive (resp. définie
positive). O

EXEMPLE 5.15. Reprenons les exemples de I'exemple

2
directement en déduire que la matrice symétrique A est définie positive.

(1) Onaya(X) = (X?>—3X +1) (3—X) donc Sp(A4) = {3*‘/‘?’, %—ﬁ,S},etonpeutdonc

(2) On a xp(X) = (X2 — 13X +13) (—X) donc Sp(4) = {13*3 107 13+y1I7 0}, et on
peut donc directement en déduire que la matrice symétrique B est positive, non
définie positive.

REMARQUE 5.16. Une matrice symétrique définie positive est en particulier inversible.
THEOREME ET DEFINITION 5.17. Soit A € S,,(R) une matrice positive. Il existe une unique

matrice R € S, (R) positive telle que A = R?> = RR. De plus, si A est définie positive, R l'est
également. On appelle R la racine carrée de A.

DEMONSTRATION. Montrons tout d’abord ’existence de cette décomposition. Comme
A est une matrice symétrique positive, il existe une matrice orthogonale O € O,,(R) et une

Al 0
matrice diagonale D = e M, (R) telles que ‘'OAO = D avec, pour tout i €
0 An
{1,...,n}, \; = 0 car A est positive (voir la proposition[5.14). Pour i € {1,...,n}, notons
K1 0
wi = /A = 0etposons R := O 'O € M, (R). C’est une matrice symétrique
0 o
(‘R = R) de valeurs propres 1, . . ., i, positives ou nulles donc, positive par la proposition

.14
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Enfin,

H1 0 1 0
R*=RR = O : (fO0) 0

0 fn 0 fin
M1 0 U1 0

= O .. .. tO (car O est orthogonale)
0 Hn 0 Hn
w3 0 A 0

= 0 '0=0 t0O=0D'0 = A.
0 I 0 An

Remarquons que si A est définie positive alors, pour touti € {1,...,p}, A; > 0donc u; > 0, et

R est donc également définie positive.

Montrons ensuite 'unicité des racines carrées de A. On fixe un polynéme L € R[X] tel
que, pour tout i € {1,...,n}, L(\;) = p; (par exemple le polynéme donné par I'interpolation
de Lagrange). Montrons précisément que la seule racine carrée de A est L(A).

Soit R € S, (R) une matrice symetrlque positive telle que 2 = A. Il existe une matrice
O orthogonale et une matrice diagonale D positive telles que & = *ODO. En particulier,
A = R? = O~'D20. Le carré d’'une valeur propre de D est donc I'un des \;. Comme D est

positive, L(D?) = D. Par conséquent, R = t{ODO = ‘OL(D?)0 = L(*OD2?0) = L(A). O
11 -5 5

EXEMPLE 5.18. On considere la matrice symétrique A:= | -5 3 -3 | € S3(R).Ona
5 -3 3

xA(X) = (—=X)(16 — X)(1 — X). En particulier, comme les valeurs propres de A sont positives
ou nulles, A est positive (non définie positive car 0 est une valeur propre de A).

0 2 1 0
Par ailleurs, | 1| € Eg (= Ker A), | -1 )€ Eiget | 1 | € E; donc % est une
_ 1
1 1 1 7
2 1
v o
base orthonormale de £, ~75 est une base orthonormale de EF ¢ et 7 est
1 1
V6 V3
0o 2 1
S
une base orthonormale de F;. La matrice P := 5 T v |est alors une matrice
1 1 1
V2 V6 VB
0 0 O
orthogonale et ona P~'AP = 'PAP = [0 16 0 |.La racine carrée de A est donc R :
0 0 1
0 0 0 3 -1 1
PO 4 0|/ P=|-1 1 -1
0 0 1 1 -1 1

5. Décomposition polaire

Soit n € N\{0}. L'existence d'une racine carrée pour toute matrice symétrique positive va
nous permettre de montrer le théoreme de décomposition suivant, analogue matriciel de
I'écriture des nombres complexes non nuls sous la forme z = ¢r avec [¢| = 1 et r > 0.

THEOREME 5.19 (Décomposition polaire). Soit A € GL,(R) une matrice inversible. Il
existe une matrice orthogonale O € O,(R) et une matrice symétrique définie positive S €
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Sh(R) telles que A = OS. De plus, le couple (O, S) est unique, et I'égalité A = OS est appelée
la décomposition polaire de A.

Pour démontrer ce résultat, nous aurons besoin du lemme suivant :

LEMME 5.20. Soit M € M, (R). La matriceM M de M,,(R) est symétrique positive. Si M est
de plus inversible, la matrice symétrique ™M M est alors définie positive.

DEMONSTRATION. La matrice ‘M M est symétrique car * ("M M) = ‘M *('M) = "M M.

Soit X € R™ Alors X (*MM)X = {(MX)(MX) =< MX,MX >can= |[MX|? > 0. Donc
Y M M est positive. De plus, si M est inversible, ! X (*M M) X est nul si et seulement si M X = 0,
si et seulementsi X = 0. O

DEMONSTRATION DU THEOREME[5.19l On considére la matrice ‘AA € M, (R), qui est symétrique
définie positive par le lemme précédent. On note ensuite S la racine carrée de ‘AA : S est
également symétrique définie positive. On pose ensuite O := AS~!.Ona

'00 =1(AS™Y) AS™ =18 114 A5 =151 52§71 (S estlaracine carrée de 'AA)
—t871§ = 5718 = I, (S est symétrique donc *S = S)

donc O € O,(R),etona A = OS.
Montrons I'unicité de ce couple (O, S). Soient donc O € O,,(R) une matrice orthogonale et

S € S,,(R) une matrice définie positive telle que A = OS. Alors ‘A4 = t<5§> 08 =t5t00 S =

t3 S = 52 donc S est la racine carrée de tAA donc S = S. Enfin, O = AS—! = O. O
1 2 1
EXEMPLE 5.21. On cherche la décomposition polaire de la matriceinversible A := | -2 —1 -1
-1 -1 -2
6 5 5
de GL3(R). Pour déterminer laracine carrée de ‘A4, ona’4AA = |5 6 5 |etyiqa(X) = (16—
5 5 6
1
e 1 1
X)(1-X)2. Une base orthonormale de F; est % .Unebase de £} est { —-1/1,{ 0
% 0 -1
En appliquant le procédé d’orthonormalisation a cette derniere famille libre de M3 ; (R), on ob-
1 1 1 1
tient la base orthonormale -5 | v de F;. En posant P := @ 7 T% €
0 ) \"% VR ;
16 0 0 4 0 0
O3(R),onaalors’AA=P | 0 1 0|'Petlaracinecarréede’dAestdoncS:=P [0 1 0]|'P=
0 01 0 01
2 1 1 100 3 -1 -1
1 2 1|.Enfin,S'=P|0 1 O|'P=1|-1 3 —1]etoncalculeO := AS™! =
1 1 2 0 01 -1 -1 3
0 1 O 0 0 2 11
—1 0 0 |eO3(R).Ladécomposition polairede AestainsiA=|[—-1 0 0 1 21
0 0 -1 0 0 -1 1 1 2

6. Dans les espaces hermitiens

On décrit dans ce chapitre la réduction des endomorphismes auto-adjoints et unitaires des
espaces hermitiens, sans donner de démonstration. Comme sur C les polynomes irréductibles
sont de degré 1, les démonstrations ne nécessitent par I’étude des plans stables, et sont donc
plus simples.
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Soit (E, <, >) un espace hermitien (voir la définition[2.74). Ladjoint f* d'un endomor-
phisme f de FE est par définition 'unique endomorphisme de E tel que pour tous vecteurs
vetwdeE, < f(v),w >=< v, f*(w) > . Dans une base orthonormale B de FE, la matrice
de I'adjoint f* est Matg(f*) = ‘Matg(f) la transposée de la conjuguée de la matrice de f.
Un endomorphisme f de E est dit normal s’il commute avec son adjoint f*. En particulier,
les endomorphismes auto-adjoints (i.e. égaux a leur adjoints) et unitaires (i.e. égaux a I'in-
verse de leur adjoint ou de facon équivalente les endomorphismes qui conservent la norme
hermitienne) sont normaux.

LEMME 5.22. Si f est un endomorphime normal etv un vecteur propre de f de valeur propre
A alors v est aussi vecteur propre de f* de valeur propre \. En particulier, les valeurs propres des
endomorphismes auto-ajoints sont réels et celles des endomorphismes unitaires de module 1.

DEMONSTRATION. Il suffit de remarquer que
0= |(f = Md)()|> =< (f = Md)(v), (f = Md)(v) >=<v,(f* = Xd)(f = Md)(v) >
=<, (f = Md)(f* = Md)(v) >= |(f* = Xd) ()| o
Avec la méme démonstration que dans le cas euclidien, on obtient

LEMME 5.23. Soit (E,{-,-)) un espace hermitien et f un endomorphisme de E. Soit F' un
sous-espace de E stable par f. Alors Uorthogonal F* est stable f*.

Deux ces deux lemmes, on déduit qu'une droite propre de f normal est une droite propre
de f* et que son orthogonal est donc stable par ((f)*)* = f.

On obtient donc le théoreme de réduction, avec la démarche de démonstration par
récurrence, initiée par le fait que tout endomorphisme d’'un C-espace vectoriel admet une
valeur propre.

THEOREME 5.24 (Réduction des endomorphismes normaux). Soit (E,{-,-)) un espace
hermitien de dimensionn € N\{0} et soit f un endomorphisme normal de E. Alors f est donc
diagonalisable dans une base orthonormale de E.

Le pendant matriciel du théoreme|5.24|est

COROLLAIRE 5.25 (Rédution des matrices hermitiennes). Soit A une matrice de M,,(C)
hermitienne (i.e. vérifiant ‘A = A). Alors il existe une matrice unitaire U (i.e. vérifiantU = U~!)
et une matrice diagonale D € M,,(C) telles que

A=UDU ' =UDT.
7. Réduction des coniques

Y
la forme quadratique associée. La conique centrée C, définie par la forme quadratique q est le

sous ensemble de R? défini par
Cpi={X = @) e R?/q(X) = 1}.

THEOREME 5.27. SoitC, une conique centrée définie par une forme quadratique q. Alors,
il existe des nombres réels a etb et une base orthonormale B = (I, .J) de (R?,{-, )can) telle que
pourX =2'I +vy'J

DEFINITION 5.26. Soit{-,-) une forme bilinéaire symétrique surR? et q( <§>) = <<§) , <x>>

XeC = a@)?+by)* =1
DEMONSTRATION. Soit Bean = (i, 7) la base canonique de R2. Soit (-, -) une forme bilinéaire
symétrique sur R? et ¢ : R? — R la forme quadratique associée. On note A := <§;’ Z@i 8’ ji)
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x
Y
réduction des matrices symétriques réelles (corollaire [5.25) il existe des nombres réels a
et b et une base orthonormale une base orthonormale B = (I,.J) de (R?,{-, )can) telle que

/
A = Pg,—B <g 2) PK;}mHB' On note (;j,) = PB_C;HB (g) = ' PBon—B <§> les coordonnées
de X = zi +yj = 2'I + ¢'J dans la base B. Ainsi,

g(X) =" (i) A (i) =t (5) PBen—B (8 2) Py <§>
= (5 (5 0) () = ater? b2 O

Les directions Vect([) et Vect(J) sont appelées les directions propres de la conique. Dans
la base orthonormale B = (1, J), il est facile de représenter la conique, en fonction des signes
des valeurs propres a et b.

La démonstration précédente repose sur la correspondance suivante. On notera S, (R)
I'ensemble des matrices symétriques de M,,(R) et S} (R) 'ensemble des matrices symétriques
réelles de M,,(R) définies positives. On notera BS(R") I'ensemble des formes bilinéaires
symétriques sur R" et PS(R™) I'’ensemble des produits scalaires sur R".

A toute matrice symétrique A de S,,(R) on associe I'application bilinéaire, symétrique (car
A est symétrique)

la matrice de la forme bilinéaire (-, -). Ainsi, g( z ) =" A '; . Par le théoreme de

R" x R™ — R

T1 U1 T n I Y1
P = <|:[A]l:]zan="]1:[A

Tn Yn Tn Yn Tn Yn

On obtient donc une application
v: Sp(R) — BS(R™)
A — <'7 '>A
Par la représentation matricielle des formes bilinéaires symétriques, cette application est une
bijection.

La matrice A est positive si et seulement si’application (-, -) 4 est positive et la matrice A
est positive définie si et seulement si l'application (-, -) 4 est un produit scalaire sur R”. Dans
ce cas, A = Matg ((,-)4) car, pour touti,j € {1,...,n}, "E;AE; = (e;,e;ya (cf preuve de la
proposition|2.39). La restriction aux matrices symétriques définies positives

et SHR) — PSR")
A = <" ‘>A
est donc une bijection.
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Chapitre 6

Normes matricielles subordonnées, rayon spectral,
conditionnement

1. Introduction

Dans ce chapitre, on étudie des normes particulieres sur les espaces de matrices carrées a
coefficients réels ou complexes : les normes dites subordonnées. Ces normes possedent des
propriétés adaptées a I’étude des matrices dans différents aspects et utilisations.

On fait également le lien avec la notion de rayon spectral : il s’agit du plus grand module
des valeurs propres complexes d'une matrice carrée complexe. On verra notamment que la
donnée du rayon spectral d'une matrice permet de déterminer si la suite de ses puissances
successives converge vers la matrice nulle ou non.

Enfin, on aborde la question de la sensibilité de la solution d'un systeme linéaire inversible
aux erreurs d’approximations sur les données, des perturbations que ’on maitrise a I'aide
d’'une quantité nommée conditionnement.

Dans tout ce chapitre, K désigne les corps R ou C, et n est un entier naturel non nul.

2. Normes matricielles subordonnées

On rappelle la définition

DEFINITION 6.1. Soit E un K-espace vectoriel. Une application -1 f : [O’JTO[ est
une norme sur E, si
(1) pourtousve E et A€k, [|Av| = |A||v],
(2) pourtoutv € E, |v| = 0 si et seulement siv = O,
(3) pour tousv,w € E, v+ w|| < |v| + |w]|.
DEFINITION 6.2. On dit que la norme | - | : M,,(K) — [0, +oo[ sur M,,(K) est une norme
matricielle si pour tous A, B € M,,(K),
|AB| < [[A]lB]-
EXEMPLE 6.3. — Soit A = (aij),; ;<, une matrice de M, (K). Dans la définition et

proposition 4.1} on avait défini la norme de A.

Al = W T (A A) € [0, +o0].
1<ij<n

La norme | - |, sur M, (K), appelée norme de Frobenius sur M,,(K), est induite, si
M, (R) x M,(R) — R

K = R, par le produit scalaire {-,-) : (A, B) — Tt (‘AB) sur M, (R)
R . . . M, (C) x M,,(C) — C
et, si K = C, par le produit scalaire hermitien (4, B) o Ty (tZ B) (cf

preuve de la définition et proposition|4.1), et nous avions montré qu’il s’agissait, dans
les deux cas, d'une norme matricielle.
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[0y s Mn(K)  — [0, +o0f

— Lanorme A - 4], ,avec, pour A = (a;;);; i<, € Mn(K),
IAL == D) lagl
1<i,j<n
est également une norme matricielle. En effet, si A = (a;;),; j<,p B = (bij) 1< i< €
M, (K), ona
|AB], = Z 2 @ kbr 5| < Z Z |ai by 5| = Z Z |ai k] [br 5]
1<i,5<n k=1 1<i,j<n k=1 1<i,j<n k=1
< )] Z |a; k| (Z \%) > lail > lbl | = 1AlL1BI,
1<z,y<nk 1 1<ik<n 1<j,l<n
— Lanorme
I M, (K) — [0, +oo[
A= (aij)icijen = Alw = maxigj<nlai;|
, . . . 1 -1 1 0
n’est pas une norme matricielle. En effet, avec les matrices 0 0 et 10 de

M3 (R) € M3(C),ona

o @) (5 0)l, =[G o), ~2aorsanel (6 )],
ool -

Remarquons que |||, = v/n et |I,[, = n.Pour différents usages, on aimerait construire
des normes matricielles pour lesquelles la norme de la matrice identité est 1. Les normes dites
“subordonnées” satisfont cette condition.

LEMME 6.4. Soit| - | : K" — [0, +o0[ une norme sur K". Soit A € M,,(K). Lapplication
K™J{(0,...,0)} — [0,400[
v s lAvl
Tl
admet un maximum et on note || A[| := max,egn\{(o,....0)} ”mH
DEMONSTRATION. Considérons'application de la spheére unité S” e ={weK"||w| =1}

f: Sml — [0, 400[

w = [Auw]
f est une application continue (comme composée des applications continues -] : K"

[0, +oo] et K" — K" ; w — Aw) sur le compact Siy ! de K" (la sphere SH | est fermée bornée

dans le K-espace vectoriel normé de dimension finie (K", || - |)) : f est donc bornée et atteint

ses bornes.

Siw e Sm L f(w) = ¥(w) donc max flw) < sup 1,/1( ). Maintenant, si v € K™\{(0,
weS; veK™\{(0
[I-1

ot =l - (i |>‘ T

o]
appartient a la sphere unité SW” L. Ainsi, (v) = f (H%\) < max, -1 f(w) et'applica-

P(v) =

car
HUH -1
tion ¢ est bornée et sup P(v) < max f( ). On conclut
veK™\{(0,...,0)} weSH i
max f(w) = sup P(v) = max P(v). O
weS' ! () veK™\{(0,...,0)} ) veK™\{(0,...,0)} (v)
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REMARQUE 6.5. Dans la démonstration précédente, on a montré au passage que

| Av]
Al = | Av].
vk (000} [0 veR o1
PROPOSITION ET DEFINITION 6.6. Soit| - | : K" — [0, + o[ une norme sur K". Lapplication
=P My (K) - — [0, +0o0f
A= A
est une norme matricielle sur M,,(K), appelée norme subordonnée a la norme|| - |. De plus,
Hnll =1
et pour tout A € M,,(K) etv € K",
[Av] < [l Al[llv]-
2 ) I’ﬂ
DEMONSTRATION. Onremarque d’abord que || I, | = max,exn\((o,....0)} w = Mmax,ekn\((0,...,0)} H =
1. Par construction de la norme matricielle, pour tout A € M, (K) et v € K™"\{(0,...,0)},
[l < || A]| et donc et pour tout A € M, (K) etv € K*, [ Av| < || A]|[v].
Montrons ensuite que || - || : M,,(K) — [0, +oo[ est une norme sur M, (K) :
— soient A e M,(K)et A e K,ona
|Ad)v] | Av]
IAA]l =" max = IM = [A[IAl-
vek™\{(0,..0)}  [[v] vk (0 vl
, AvH
— soit A € M,,(K) telle que || A|| = max H = 0, alors, pour toutv € K™\{(0,...,0)},
" veKm\{(0,...,0)} [V
Hm“ = 0 donc |Av| = 0 donc Av = (0,...,0) (car || - | est une norme sur K"). En
particulier, si {ey, ..., e,} désigne la base canonique de K", pour touti € {1,...,n},

Ae; = 01i.e.1ai®™e colonne de A est nulle, et donc A=0,.

— soient A, B € M,,(K), alors, pour toutv € S|'/

[(A+ By

I K

|Av + Bu||
|Av|| + | Bv| (car | - | est une norme sur K™)
LA+ 1Bl

NN

et donc
|A + Bl = max [[(A+ B)v| < [|A[| + || BI|-

ves(

Montrons enfin que la norme ||| - || sur M,, (K) est une norme matricielle. Soient donc A, B €
M, (K) etsoitv e K\{(0,...,0)}.Si Bv = (0,...,0), ona LGB — LABIL — o < 4| B]|. Si
Bv # (0,...,0),ona
[(AB)v| _ [(AB)v| [ Bo| _ [A(Bv)|  [By]

= = x < (1Al B]l-
o] [Bol " ol | Bu] el
- [(AB)v| _
Ainsi, || AB|| = < IAlIBII. -
vekn\((0,..00 o]
On rappelle que, siv = (vi,...,v,) € K", |v], = Z lvi| et |v]., = ax |vi|]. Soit A =

=1
(@i3)1<; j<n € Mn(K). On va donner les expressions de || A[|, et || A|.,, en fonction des coeffi-
cients de A.

THEOREME 6.7. Ona
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— [IAfl; = max 2 i jl,

1<j<n

I<isn

— [lA]l; = max Z |aijl-
j=1

REMARQUE 6.8. — Pourietjdans {1,...,n}, sion note L; lai®™¢ ligne de A et C; la
7€ colonne de A et si on les considere comme des vecteurs de K™, on a

Al = max |Gy, et JAll, = max |Li,

— Si A est une matrice symétrique [|A||, =

— Attention : en général ||A||, # |Al, (esp. [|A]|,, # |A].)-

DEMONSTRATION DU THEOREME[6.7l. Pour j dans {1,...,n}, on note C; la j®™ colonne
de A et on la considére comme un vecteur de K”.
Montrons tout d’abord I'é = max. 1C;l = max Z la; j|. Soitv = (z1,...,2,) €
K™\{(0,...,0)}. Alors,
n n
|4vl = [ YS25C50 < D laslICsh < max |Gyl fola.
1 1
n n
Mais, si I'on note j, I'indice de {1,...,n} tel que Z; |a; jo| = gjagxnz la; ;| et si{er,... en}
1= 1=

désigne la base canonique de K", on a

n

[ Aejo
py = HAejoHl = Z |al]0| = maX 2 |alj|

” .]OHl i=1

; [ Acso [, ot I _

= ’ ¥R

Puisque < ||A]|,, on obtient 1 = max E |a |
les Isisn i3

= max Z la; j|. Avec les notations ci-dessus, on a
<isn 4

|Av| = max

1<ign 1<ign 1<i<n

n
Z Qi Tk
. n
< max Z_j oael o] ) = e Z k] [ollo = (mx 3 w) folle

< max Z jaikay| = max > aix| |zl
—1

Av
et ainsi ”| || max Z jaik| et [|A]|,, < max Z |a; k).
Notons ensuite iy 'indice de {1, ...,n} tel que Z laig 1| = Jnax Z la; ;| et notons vy le
k=1
vecteur de K" dont, pour tout j € {1,...,n},la ;™ coordonnée notee yj est

e—iArg(ain) si iy j £0 (Sl iy j € R, e—iArg(aioj) IS {—17 1}),
0 si Qi j = 0,

n n
alors Z Qig kYk = Z |ai0 k‘
k=1 k=1
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Si vy est le vecteur nul de K", cela signifie que tous les coefficients de la matrice A sont

= max Z |a; j|. Si v n'est pas le vecteur nul,
<

alors, comme les coefficients non nuls de vy sont de module 1, vg appartient a la sphere unité

S} = {we K" | |w],, =1} etona

n n
14l < max Z |aik| = Z |aiokl = Y aip ki < Z i kYK
k=1 k=1

max

= max Z la; k- O
1 0 —6

EXEMPLE 6.9. Pour A := | -2 —4 3 | e M3(R),ona ||A4||, = max{1 +2+ 1,0+ 4+
-1 5 2

5,6 +3+2} =1let]|Al|], =max{l1+0+6,2+4+3,1+5+2}=09.

3. Rayon spectral

Soit A € M,,(K) = M,,(C). On considere dans cette partie les valeurs propres complexes de
A :onnote Spc(A) le spectre de A en tant que matrice de M,,(C).

DEFINITION 6.10. On appelle rayon spectral de A la quantité p(A) := R rsnaxA) |A| € [0, +o0].
- €Spe(

EXEMPLE 6.11. — Le rayon spectral de la matrice <é _02> € Ma(R) est 2.

— Le rayon spectral de la matrice <_03 !

?) € My(C) est 3.

_SiA— (_11 i) € Ms(R), Spe(A) = Spr(A) = {2:3) (exemple[3.32) donc p(A) = 3.

— SiA:= (_01 é) € Ma(R), Spc(A) = {—i;i} (remarque|3.33) donc p(A) = 1.

1 0 0
—SiA:=(0 0 —2 e M3(R), xa = (1-X)(X?+2) = (1-X) (v2i — X) (—v2i — X)
0 1
donc Spe(A) {1 24, —+/2i} donc p(A4) = /2.
REMARQUE6.12. Si A € M,,(R) et x 4 estscindésur R, Spr(A) = Spr(A) etdonc p(A) = R rspa)(cA)
ESPR
LEMME 6.13. Soit| | une norme sur C" et || - || la norme matricielle subordonnée. Soit
A e M,(C). Alors,
p(A) < [l Al
DEMONSTRATION. Soit v un vecteur propre de A associé a une valeur propre A de module
Av
p(A). lors, p(A) = A = Il < [|4]]. 0

Dans cette section, nous allons établir deux résultats importants en relation avec le rayon
spectral. Le premier consiste en une expression de la norme matricielle subordonnée a la
norme euclidienne de R mettant en jeu le rayon spectral. Le second est un lien entre le rayon
spectral d'une matrice complexe et la convergence de la suite de ses puissances successives.

Ci-dessous, la notation || - ||, désigne la norme matricielle sur M,,(R) subordonnée a la
norme euclidienne || - |, sur R i.e. 'application qui a tout vecteur v de R" associe |v|, :=
AV, V)ean = Vtyv (ici et ci-dessous, on identifie un vecteur de R” avec le vecteur colonne de
ses coordonnées dans la base canonique de R™).
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THEOREME 6.14. Supposons que A € M, (R). Alors ||A|, = +/p (tAA).
La preuve de ce théoreme reposera sur le lemme technique suivant :

LEMME 6.15. Soit S € S,,(R) une matrice symétrique positive. On considere l'application

Rs:R™{(0,...,0)) - R
vSv

v >

(appelée quotient de Rayleigh). L'application Rg est bornée et

sup Rs(v) = max Re(v) = o(S).
veR™\{(0,...,0)} s(v) veR™\{(0,...,0)} s(v) = p(5)

DEMONSTRATION. Comme S est une matrice symétrique positive, d’apres le corollaire
et la proposition [5.14} il existe une matrice orthogonale O € O, (R) et une matrice
AL 0
diagonale D = € M,,(R) avec Ay, ..., \, € [0, +o0] telles que ‘OSO = D. On
0 An
peut supposer, quitte a permuter les colonnes de la matrice O (ce qui modifie pas son caractere
orthogonal), que 0 < A\; < --- < A,. En particulier, p(S) = A,.
Soit maintenant v € R™\{(0,...,0)} et notons w = (wy,...,wy,) := 'Ov € R™\{(0,...,0)}
(les matrices O et ‘O sont inversibles). On a ‘ww = v OtOv = tvv et

n n
)\iwz )\nwz
tySv  WwOD'Ov  ‘twDw Z; ' FZl ‘
Rs(v) = = ; = = — < =5 = .
vv vv ww 9 9
PN
i=1 i=1
Lafonction Ry est donc bornée. De plus, pour vy := Oe,, avec e, le n°™€ vecteur (0, ..., 0,1)
de la base canonique de R", on a !Ovg = e, et
tvoS te, D
Rs(vg) = Yoot _ Enln te, Dey, = A\,
tvovo te,en
donc la borne ), est atteinte et
sup Rs(v) = max  Rg(v) = A\, = p(9). O
veRM{(0,...,0)} veR™{(0,...,0)} "

DEMONSTRATION DU THEOREME[6.14]. Soitv € R™\{(0,...,0)},ona

| Av]], >t Av)(Av tvtAAv
(nm) = L) = T = Rua(o).

(0
Ainsi, comme la matrice ‘A A est symétrique positive (lemme|5.20),

IlA]12 = < max |AU|2>2 = max <||Av|2>2 = max R (v) = p ("AA)
= = = A = .
> \werRn\{(0,..0)} vl veR™\{(0,..,0} \ [[v], veR™\{(0,...,0)} -

Vv

COROLLAIRE 6.16. Si A € S,,(R), alors || A||, = p(A).
DEMONSTRATION. A étant une matrice symétrique, il existe O € O, (R) et une matrice
A1 0
diagonale D = e M,(R) telles que ‘OSO = D. En particulier, Spc(A) =
0 An
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Spr(A) = {\1,..., A\, }. Ainsi,
A2 0
‘AA = A? = (OD'0)* =0D*0 =0 ‘0
0 22
et Spg (A%) = {)%,...,A\2}. Finalement,

2
H\A\Hg:p(tAA): max |u| = max |)\2‘: max )\]2:< max |)\|> =p(A)2

€SPy (A?) AeSpg (4) AeSpg (4) AeSpg (A)
d’ou le résultat (|| A||, et p(A) sont deux quantités positives). O
1 2 1
EXEMPLE 6.17. — Onconsiderelamatrice A := | —2 —1 —1 | e M3(R)del’exemple
-1 -1 -2
OnaSpg (fAA) = Spy (*AA) = {1;16} donc ||A||, = 1/p (AA) = /16 = 4.
1 11
— On considere lamatrice S := |1 1 1 ]e M3(R). Comme S est symétrique, ||S]|, =
1 11

p(S). Or Spe(S) = Spr(S) = {0;3} done [|S]], = 3.

Nous allons a présent expliciter un lien entre le rayon spectral p(A) de la matrice A de

M,,(K) et la convergence éventuelle de la suite (A*), ..

THEOREME 6.18. Soit A € M,,(K). Si p(A) > 1, alors la suite (A*), . ne converge pas.

keN
DEMONSTRATION. Soit | || une norme sur K" et || || la norme matricielle subordonnée

sur M, (K). Soit A une valeur propre de module p(A) et v un vecteur propre associé. Alors

AR Ao

|
A% = =
[l [l

= AJE = ()"

qui tend vers +co car p(A) > 1. Par conséquent, la suite (AF) 4oy 1€ converge pas dans M,, (K).

U
THEOREME 6.19. Soit A € M,,(K). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) la suite (A*) Lo Converge et kEr-iI-loo Ak =0,
2) p(A) < 1.
REMARQUE 6.20. Le cas p(A) = 1 est a étudier au cas par cas.
REMARQUE 6.21. Considérons, pour tout k£ € N, une matrice A; = (agl;)) ) de M,,(K).
él,]ﬁn
Alors la suite (Aj),.y converge ssi pour tous 4, j € {1,...,n}, la suite (agl;))keN converge, et
(Ak) ke cOnverge vers une matrice B = (b;5),; ;,, Si pour pour tous, j € {1,...,n}, la suite

<a£§)) o SOTIVEIgE VETS bi ;.
Cette convergence matricielle est au sens de n'importe quelle norme sur M,,(K) (en effet
M,, (K) est un K-espace vectoriel de dimension finie) et on peut par exemple montrer ces

équivalences a 'aide de la norme | - ||, sur M, (K).

DEMONSTRATION. On peut travailler sur le corps C. Par conséquent, A admet une forme
deJordan A = PJP~! et méme une forme de Dunford A = P(D + N)P~". Sila suite (A*) tend
vers 0, alors la suite ((D + N)*) tend vers 0. Par conséquent, ses termes diagonaux tendent vers
0, et donc (D¥) tend vers 0. Les valeurs propres de A sont donc toutes de module strictement
inférieur a 1.
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Réciproquement, si p(A) < 1, on utilise aussi la décomposition de Dunford. En particulier,
N nilpotente vérifie N = 0. Alors la suite

k n—1 n—1
k .y k!
AF = P(D+N)EP~! = Z ( >PD’c NPT =) (Z,)PDkZNZPl =) WPD’“ INTpT!
i=0 =0 =0

tend vers 0 comme somme de n suites = ), ,PD’“ iNP~! qui tendent vers 0. Noter que pour

tout A de module strictement plus petit que 1, \ w M=) < ]T/\“N, tend vers 0. O
. . . . 1 -3

EXEMPLE 6.22. — La suite des puissances successives de la matrice | | 1] €
8 4

Ma(R), de spectre {1, 1} et de rayon spectral 3, converge vers la matrice nulle de

taille 2.

— Pour chacune des matrices de 'exemple|6.11} la suite de ses puissances successives
ne converge pas vers la matrice nulle.

— Lasuite (I%), _ converge, vers la matrice identité.

keN

4. Conditionnement

Pour amener et motiver la notion de “conditionnement” d’'une matrice carrée inversible,
on étudie en préambule I'’exemple suivant issu du livre cité précédemment de Philippe G.
Ciarlet (section 2.2).

On considere la matrice

0 7 8 7
7 5 6 5
A 8 6 10 9
7 5 9 10

de M4 (R). Le déterminant de A est 1 et A est donc inversible. En particulier, pour tout vecteur
colonne B € My ;(R), le systeme

AX = B, X € My, (R)

possede une unique solution X = A~!B. Considérons par exemple le vecteur colonne B :=

32 1
a3 | €t le systeme linéaire AX = B de solution X = 1 .
31 1
0,1
Nous allons “perturber” le systeme AX = B: on considere le vecteur B’ := B + _00’11
-0,1
9,2
et la solution du systeme AX’ = B’ est alors le vecteur X' = _i25’ 0 . On constate ainsi que,
1,1
meéme si |’ “erreur relative” % de B’ par rapport a B n’est “que” de %§ ~ 0,003, 'erreur
relative de X' par rapport a X est elle de % = 138 — 13,6 : le rapport d’“amplification”

de I'erreur est de 1% — 4488!

33
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Sil’on remplace a présent la matrice A par la matrice

0 0 0,1 0,2
A=A | O —06%12 —0(,)11 o |
—-0,01 —-0,01 0  —0,02
—81
le systeme A”X” = B a pour solution X" = E’ZL . Lerreur relative de A” par rapport a A est
22
”AH;“L“;H‘” = %2 = 0,02 et I'erreur relative de X” par rapport a X est % = 136, d’ot1 un
rapport d’amplification de 35 = 6800!

Perturber méme légerement les données du systeme AX = B peut donc entrainer des
perturbations tres importantes sur sa solution, alors méme que la matrice A peut paraitre
“sympathique” (ici, la matrice est symétrique, son déterminant est 1, son inverse est A~! =

25 —41 10 -6
—-41 68 —17 10
10 —-17 5 =3
-6 10 -3 2

Nous allons définir une notion qui va permettre d’étudier et de maitriser ce phénomene.
Soit A une matrice inversible de M, (K).

).

DEFINITION 6.23. Soit | - | une norme sur K" et || - || la norme subordonnée sur M,,(K)
associée. Le conditionnement de A par rapport a la norme | - || est la quantité

cond(A) := [ Al ] A7H].

REMARQUE 6.24. Le conditionnement de la matrice A dépend de la norme choisie sur K".
Usuellement, on note cond;, conds et condy, les conditionnements respectifs par rapport aux
normes | - [, | - |, et | - |, sur K=

EXEMPLE 6.25. — Pour la matrice A ci-dessus, par le théoreme|6.7|ainsi que la re-
marque (6.8, on a cond; (A) = condy (A) = [|A]|,[[A7Yl,, = 33 x 136 = 4488.
1 10 1 -1 1
—SiA:=|0 1 1]eM3R),A'=|0 1 —1]|etdonc
0 01 0 O 1

condes (A) = [| Al JIAT],, =2 x3=6

et
condi (4) = [|A]l,[JATH, =2 x 3 =6.
6 5 5
— On considere la matrice symétrique A := |5 6 5] € S3(R). On a Spc(A4) =
5 5 6
Spr(A) = {1,16} (voir exemple[5.21) et Sp (A~') = {5, 1} donc
conda(4) = [JAJl[]A7H]], = 16 x 1 = 16

(on a utilisé ici le corollaire(6.16).

Soit | - || une norme sur K. Nous allons tout d’abord énoncer quelques propriétés de base
du conditionnement cond associé :

PROPOSITION 6.26. On a
(1) cond(A) = cond (A_l),
(2) pour tout A € K\{0}, cond(AA) = cond(A),
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(3) cond(A) > 1
DEMONSTRATION. (1) Ona
cond (A7) = [Ja7H| | (™) 7| = [l |14l = cond(a).
(2) Soit A € K\{0}, on a

_ 1,
cond(A) = [AA][(A) | = a4l 14

1 _ _
= [Al ‘/\‘ IIANIATH = HANIATH] = cond(A).

(3) Ona
1= |IZall = JAA7Y < AN AT = cond(A)
(|l - || est une norme matricielle). O

Etant donné un systeme AX = B, on utilise le conditionnement de A pour estimer et
maitriser I’erreur induite sur la solution du systeme par une perturbation ou une erreur
d’approximation sur les données A ou B :

THEOREME 6.27. Soient B, B' € M,, 1(K) avec B différent du vecteur colonne nul. On note
X la solution du systéme linéaire AX = B et X' la solution du systéme linéaire AX' = B'.Ona
X = X' |B—B|
——— < cond(4)———
Ry |B]

DEMONSTRATION. On ad'une part A(X — X') = B—-B'ie. X — X' = A"Y(B—-B') et
donc | X — X'| < ||A7||B - B|.

D’autre part, B = AX donc |B| < || A||| X donc S w.
Ainsi,
X — x| , 1 Al B- B
— = || X = X'| x < ||AH|[|B — B’ | x = cond(4)——— O
x| g < 47 5| 5]

En conséquence, l'erreur relative HX”%)H(/” sur la solution est d’autant plus petite que la

conditionnement de la matrice A (ainsi que I'erreur relative sur la donnée du second membre
”B|B]”3 ||) est petit.

Le résultat relatif a la perturbation du premier membre autrement dit de la matrice A est
le suivant :

THEOREME 6.28. Soit B € M, 1(K) différent du vecteur colonne nul. Soit A’ € GL,(K)
et notons X la solution du systeme linéaire AX = B et X' la solution du systéeme linéaire

A'X'"=B.Ona
1—1
¥ - x| pa-ay | x—xq_ o pa—ay 47
1 4] ] T AT

DEMONSTRATION. Ona AX = B = A’X’'donc0,, = AX — AX' = AX — AX' + AX' —
AX' = AX - X))+ (A- A’)X’ dou X — X' =-A"1 (A - A")X'etdonc

< cond(A) ond(A)

[X =X = A7 (A= )X'| < [|A7H (A - )| X7
A—A
<flat A - afxs = A g L
A — a1
= d(A X'
conda) 52
lA—A"|

Finalement, H)ﬁ)}/)ﬁ/“ < cond(A)
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Pour établir I'autre inégalité, on considere I'égalité 0,, = AX — A'X’' = AX —A'X + A'X —
AX' = (A-ANX + A(X —X')dou X — X' = —A"'(A— A")X et donc

I - x| = |47 4 - x| < [|at (a- ) 1x)
1—1 Y _ =1 Y cond(4)
<[t na-amixr = a4 - ANx e
—1
pa—ay 47|
ord DA Ty
. _X —an At
Finalement, HXHX)H( I < cond(A) H‘fllH ﬁ‘” H\‘HA—H\‘\H' O
REMARQUE 6.29. Par continuité de ’application qui a une matrice inversible de GL,, (K)
1—1
associe son inverse, la quantité "\‘\\i—l H‘IH tend vers 1 quand A’ tend vers A (i.e. quand || A — A'||

tend vers 0).

Ainsi, le conditionnement de la matrice inversible A permet de majorer I'erreur (relative)
sur la solution du systeme AX = B quand il y a perturbations sur les données du premier ou
du second membre du systeme. Sil’on maitrise les erreurs d’approximations sur les données,
on peut alors maitriser les erreurs sur les solutions obtenues.

Un systeme AX = B dont la matrice A possede un conditionnement petit (proche de 1)
sera d’autant plus robuste face aux perturbations (i.e. sa solution sera peu sensible aux erreurs
sur les données) et on dira qu'un tel systeme est bien conditionné. Dans le cas contraire (si le
conditionnement de A est grand), on dira que le systeme est mal conditionné.

93






Chapitre 7

Matrices stochastiques et théoremes de Perron-Frobenius

Introduction

On commence par un exemple de situation qui motive la progression du chapitre et
les résultats qui y sont énoncés. Ces derniers sont appliqués dans d’autres situations plus
générales et complexes, comme |’algorithme de classification des pages web utilisé (en tout
cas a ses débuts) par des moteurs de recherche.

La situation que nous considérerons dans cet exemple introductif est celui de I'évolution
d’'une maladie au sein d'une population donnée. Pour la maladie considérée, chaque individu
de la population peut étre dans I'un des trois états suivants :

— 1:Sain (i.e. pas malade) et Inmunisé
— S: Sain mais non immunisé
— M : Malade

D’une semaine sur I'autre, un individu peut “passer” d’'un état a un autre : on parle de
transition d'un état a un autre. On modélise I’évolution de la maladie semaine aprés semaine
par la probabilité pour un individu de passer d'un état donné a un autre. Les différentes
transitions ainsi que leurs probabilités d’avenement sont représentées par le graphe suivant :

0,9

0,8
0,1 0,2

0,5 0,5
Par exemple, la probabilité de passer, d'une semaine sur 'autre,
— del'étatI al’état S (i.e. de perdre son immunité) est de 0,1,
— del’état S al’état M (i.e. de tomber malade) est de 0,5,
— del’état M al’état M (i.e. de rester malade) est de 0,2.

On peut rassembler les probabilités d’avenement des différentes transitions dans une
matrice

I S M
| | |

A= (0,9 0 0,8\ <«1I
0,1 0,5 0 S

0 0,5 0,2 — M
appelée matrice de transition. Chaque colonne de la matrice de transition donne les probabi-
lités de passer d'un état donné a I'un des trois états. Par exemple, la troisieme colonne consiste
en les probabilités de passer de I'état M a I’état I (0, 8), de passer de I'état M a I’état S (0) et
de passer de I'état M al’état M (0, 2), i.e. les probabilités de passer a I'un des états (I, S ou M)
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“sachant que” 'on est a I’état M (pour employer le langage des probabilités conditionnelles).
Remarquons que les coefficients de la matrice de transition sont positifs ou nuls et que la
somme des coefficients sur chaque colonne de la matrice de transition est égale a 1.

La matrice A va nous permettre de déterminer I’évolution semaine apres semaine de
I’état de la population que I'on considere. Notons z la proportion des individus qui sont
immunisés (état I), y la proportion des individus sains (état S) et z la proportion des individus

T
malades (état M). On note ensuite V := | y | € M3 ;(R). Remarquons que les coefficients de
z
V sont positifs ou nuls et que leur somme est égale a 1. Le vecteur V représente |’“état” de la
population a une semaine donnée (désignée semaine 0). L'état de la population a la semaine
suivante est le vecteur
0,9z + 0, 8z
Vi:=AV = 10,1z 4+ 0,5y
0,5y + 0,2z
Par exemple, 90% des personnes immunisées sont restées immunisées et 80% des personnes
malades sont devenues immunisées.

Sik € N, notons V4 le vecteur de I'“état” de la population apres k£ semaines. On a la relation

de récurrence Vi1 = AV4, k € N, et donc, pour tout k € N,

Vi = ARV

L état apres k semaines dépend donc de la puissance k™€ de la matrice de transition A4 et de
I’état initial V' de la population. Considérons par exemple la matrice

I S M
Lo |
A?= /(0,81 0,4 0,88 1T

0,14 0,25 0,08| <« S
0,05 0,35 0,04) <« M

— le coefficient situé 0, 14 sur la ligne 2 et la colonne 1 de A? est la probabilité de passer,
au bout de deux semaines, a I’état S sachant que I'on était a I’état I a la semaine 0, i.e.
la probabilité de perdre son immunité au bout de deux semaines,

— le coefficient 0, 05 situé sur la ligne 3 et la colonne 1 de A? est la probabilité de passer,
au bout de deux semaines, a I’état M sachant que I'on était a I'état I a la semaine 0,
i.e. la probabilité de tomber malade au bout de deux semaines alors que I'on était
immunisé lors de la semaine 0.

Lintérét de la matrice de transition A et de I’étude de ses puissances successives est ainsi
de pouvoir modéliser, comprendre, anticiper I’évolution de I’état de la population semaine
apres semaine, et a long terme.

Ici, une étude numérique nous apprend que la suite (A*), _ semble avoir une limite de la

keN
forme
0,7547... 0,7547... 0,7547...

0,1509... 0,1509... 0,1509...
0,0943... 0,0943... 0,0043...

ou les trois colonnes de la matrice sont identiques. Ainsi, au bout d'un temps “suffisamment
long”, i.e pour k assez grand, I’état de la population sera

0,7547... 0,7547... 0,7547... 0,7547... 0,7547... 0,7547...\ [z 0,7547 . ..
0,1509... 0,1509... 0,1509... |V = {0,1509... 0,1509... 0,1509... ][y |= {0,1509...
0,0943... 0,0943... 0,0943... 0,0943... 0,0943... 0,0943...) \ 2

(carz +y + z = 1) et ce, quel que soit I’état initial de la population.
Ces constats soulevent les questions suivantes :

96

0,0943. ..



— pourquoi la suite (A") ey @dmet-elle une limite et pourquoi toutes les colonnes de
cette limite sont-elles identiques?

— peut-on déterminer 1'“état limite” de la population a priori, i.e. sans passer par le
calcul des puissances successives de A?

Nous allons répondre au cours de ce chapitre. Dans la suite, n désignera un entier naturel non
nul.

1. Matrices stochastiques et vecteurs stochastiques

La matrice A de l'introduction vérifie une propriété particuliere : ses coefficients sont tous
positifs ou nuls et la somme des coefficients de chaque colonne est égale a 1. Il s’agit de la
transposée d'une matrice dite stochastique :

DEFINITION 7.1. Une matrice A deM,,(R) est dite stochastique si tous ses coefficients sont
positifs ou nuls et si, sur chaque ligne de A, la somme des coefficients est égale a 1.

EXEMPLE 7.2. La transposée de la matrice A considérée dans l'introduction est stochas-
tique (la matrice A ne l'est pas).

REMARQUE 7.3. Méme si cela peut paraitre moins “naturel”, en théorie des probabilités,
la matrice de transition est “traditionnellement” définie comme la transposée de la matrice
que nous avions considérée. Le vecteur de I'état initial prend quant a lui la forme d’un vecteur
ligne et on obtient I’état suivant en effectuant le produit a gauche de ce vecteur par la matrice
de transition.

On commence par établir quelques propriétés des matrices stochastiques.

PROPOSITION 7.4. Le produit AB de deux matrices stochastiques A et B de M, (R) est
également une matrice stochastique.

DEMONSTRATION. Notons A = (a; ;) et B = (b;;) . Comme les matrices A et

1<i,j<n 1<i,j<n

n n
B sont stochastiques, on a, pour tout i € {1,...,n}, 2 aij=let Z bij = 1.
j=1 =1

Soit maintenant: € {1,...,n}.Sij € {1,...,n}, le coefficient sur la ligne i et la colonne j
n

de AB estla somme 2 a; by, j, qui est positive ou nulle, et la somme des coefficients de la
k=1
ligne i de AB est donc

> (Z az‘kbkj> = > air (Zbk]) = Yaip=1 U
j=1 \k=1 k=1 j=1 k=1

PROPOSITION 7.5. La limite d'une suite convergente de matrices stochastiques de M,,(R) est
une matrice stochastique.

DEMONSTRATION. Les conditions d’inégalités larges Vi, j € {1,...,n}, a;; = 0, et d’égalité
Vie{l,...,n}, X7_; a;; = 1 subsistent dans les limites. (On dit que I'ensemble des matrices
stochastiques est un fermé de M,,(R)). O

COROLLAIRE 7.6. Soit A une matrice stochastique de M,,(R). Si la suite (A*), . des puis-
sances successives de A converge, alors sa limite est une matrice stochastique.

DEMONSTRATION. En utilisant la proposition on montre par récurrence que, pour
tout k € N, A* est une matrice stochastique. La suite (Ak) ren €St donc une suite de matrices
stochastiques de M, (R) convergente : la proposition[7.5|précédente permet de conclure. O

DEFINITION 7.7. Un vecteur deR" est dit stochastique si toutes ses coordonnées sont positives
ou nulles et si leur somme est égale a 1.

97



EXEMPLE 7.8. Le vecteur V considéré dans l'introduction est stochastique.

REMARQUE 7.9. Deux vecteurs stochastiques de R" proportionnels sont égaux. En effet,
soientv = (vy,...,v,) etw = (wy,...,w,) deux vecteurs stochastiques de R" et supposons
qu’ils sont proportionnels : il existe A € R\{0} tel que w = Av (A ne peut étre nul car w
est stochastique donc en particulier différent du vecteur nul). Onaalors 1 = ", w; =

J
2o Avj =AY v; = A (v etw sont stochastiques) et donc w = v,

2. Matrices positives, strictement positives, primitives, irréductibles

Afin de comprendre et expliquer les phénomeénes constatés dans I'introduction, nous
introduisons les notions suivantes :

DEFINITION 7.10. Soit A = (@i5)1<i j<n € Mn(R). On dit que A est :
— positive si pour tousi, j € {1,...,n},a;; =0,
— strictement positive si pour tousi,j € {1,...,n},a;; >0,

— primitive s'il existe k € N tel que la matrice A* est strictement positive,

— 1irréductible si pour tous i,j € {1,...,n}, il existe k € N (k dépend de i et j) tel que
(Ak)ij >0 ( (Ak)l.j désigne le coefficient a la lignei et la colonne j de la matrice A*).

Noter que
stochastique

ﬂ

strictement positive =——=> positive

ﬂ

primitive

ﬂ

irréductible

2

REMARQUE 7.11. Il ne faut pas confondre les notions de “positivité” de matrices introduites
ci-dessus avec les notions de matrice symétrique positive ou définie positive. A titre d’exemple,

la matrice S := <_21 _21> est une matrice symétrique (définie) positive mais n'est pas une
matrice positive.
EXEMPLE 7.12. — La matrice (; i) de Mz (R) est positive mais non stochastique.
— La matrice nulle 0,, de M,,(R) est positive mais non strictement positive.
— La matrice _01 :1> est primitive (car son carré est la matrice G ;)) mais non
positive (et donc non strictement positive).

01
10
10
01

— La matrice A := ( > de Mz (R) est irréductible. En effet, (A);2 > 0, (4)21 > 0.

> 0. Mais A n’est pas primitive

De plus, A% = ( 99

>, et donc (4%),, > 0, (4?)

car, pour tout p € N, les matrices A% = ((1) (1)> et A%+l = ((1) é) ne sont pas

strictement positives.
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— Lamatrice A de l'introduction est une matrice primitive (son carré A? est une matrice
strictement positive) non strictement positive.

A tout graphe fini a n sommets numérotés de 1 a n, on peut associer une matrice carrée de
taille n, positive avec un coefficient 1 en a;; s'il existe une aréte du sommet j au sommet ; et 0
sinon. Les matrices des graphes

Strasbourg

sont

B R P L S B R P L S
U A R
01000\ <B 01000\ <B

A= [1 010 0] <R etC:= |10100 <R
00001 —P 01001 —P
00100 —L 00100 —L
00110 S 00110 S

La matrice A n’est ni primitive, ni irréductible car de Rennes ou de Brest, on ne peut aller ni a
Paris, ni a Lille, ni a Strasbourg; autrement dit les 0 sur les deux premieres colonnes subsistent
dans les puissances. En ajoutant la liaison de Rennes vers Paris, on peut aller d'une ville a
I'autre, par exemple en quatre étapes exactement. La matrice obtenue C est donc telle que C*
soit strictement positive.

Réciproquement, a toute matrice positive carrée de taille n, on peut associer un graphe a
n sommets numérotés de 1 a n avec une aréte du sommet j au sommet ¢ si a;; est strictement
positive.

La notion de matrice positive irréductible correspond a un graphe ou toute paire d’états
communique (On dit alors que le graphe est fortement connexe). La notion de matrice positive
primitive correspond a un graphe pour lequel il existe k tel que deux états quelconques
communiquent en k étapes.

3. Les théoremes de Perron-Frobenius
Le théoreme de Frobenius concerne les matrices positives et irreductibles.

THEOREME 7.13 (Théoreme de Frobenius). Soit A une matrice positive et irréductible de
M, (R). Alors

(1) lerayon spectral p(A) de A est strictement positif.

(2) le rayon spectral p(A) de A est une valeur propre réelle de A, de multiplicité 1 dans le
polynéme caractéristique, (et donc dim (E,4)) = 1)

(3) il existe un vecteur propre de A pour la valeur propre p(A) stochastique et de coor-
données strictement positives.

Nous admettrons ce résultat (pour une preuve du théoreme de Frobenius, on renvoie
aux références citées dans le document de Bachir Bekka intitulé “Le théoreme de Perron-
Frobenius, les chaines de Markov et un célebre moteur de recherche”, disponible sur sa page
web). Si de plus, on considere une matrice positive et primitive, on a

THEOREME 7.14 (Théoreme de Perron). Soit A une matrice positive et primitive de M,,(R).
Alors

(1) les conclusions du théoreme de Frobenius subsistent et
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(2) pour tout X € Spc(A)\{p(A)}, |A| < p(A) (on dit que la valeur propre p(A) de A est
dominante).

REMARQUE 7.15. Les conclusions du théoreme de Perron ne sont plus vraies si I'on retire
I'hypothese de positivité de la matrice A. Sil’on considere par exemple la matrice primitive
0 -1

M := 1 1 de 'exemple|7.12} son polyndme caractéristique est xy = X2+ X — 1 =

<X — _1%‘/5> (X - _1%‘/5) donc p(M) = 1*—2*/5 n’est pas une valeur propre de M.

REMARQUE 7.16. Si A est une matrice positive et seulement irréductible, la valeur propre
p(A) de An’est pas nécessairement dominante. Si on considere par exemple la matrice positive

et irréductible A := <(1) (1)> de M2(R), Sp(A) = {—1;1} etla valeur propre p(A) = 1 de A n’est
pas dominante.

Pour une preuve du théoreme de Perron[7.14} on renvoie a nouveau au document de
Bachir Bekka intitulé “Le théoreme de Perron-Frobenius, les chaines de Markov et un célebre
moteur de recherche”. Nous allons établir certaines de ces conclusions sous des hypotheses
plus fortes. Précisément, nous montrerons le résultat suivant et nous admettrons le cas général

PROPOSITION 7.17. Soit A une matrice strictement positive. Alors
(1) p(A) >0
(2) p(A) est une valeur propre réelle de A,

(3) il existe un vecteur propre de coordonnées strictement positives pour la valeur propre
p(A) de A.

Dans la preuve ci-dessous, nous utiliserons les notations suivantes :

I n
—siv=| ! |etw= [ ! |sontdeuxvecteurs de R", on note v > 0 (resp. v > 0) si,
In Yn
pour touti € {1,...,n}, z; = 0 (resp. z; > 0), etv > w (resp.v > w) siv — w = 0 (resp.
v—w > 0) i.e. si, pour touti € {1,...,n}, z; = y; (resp. x; > y;),
21 |Zl‘
— siu= | : |estunvecteur de C", onnote |u|levecteur | : |[deR":onau| > 0.
Zn |2n|

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION([7.17. Comme A est une matrice strictement posi-
tive, p(A) > 0. En effet, si p(A) = 0, alors Spc(A) = {0} etdonc x4 = (—X)", en particulier A
est nilpotente, ce qui est en contradiction avec le fait que A et donc pour tout k € N\{0}, A*
est strictement positive.

1

Quitte a remplacer A par lamatrice ;A dontle rayon spectral est p (ﬁA) = ﬁ p(A) =

1, on peut supposer p(A) = 1. Soit A € Spc(A) telle que |A\| = 1 (existe car p(4) = 1) et soit
u € C™ un vecteur propre (complexe) de A pour la valeur propre .

On montre tout d’abord que |u| < A|u|. On a, d'une part, Au = A\u donc, si z1, .. ., 2z, sont
les coordonnées de u dans C”, puisque |A| = 1

[Azi] Al 21 |21
[Auf = dul = | 2 )= = =] [ =lul
[Azn] RYIEA |2n]
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D’autre part, si on note A = (ai;),; ;,, pourtoutie {1,...,n},la i®™€ coordonnée (Au); du
n
vecteur Au est Z a;jz; etona

j=1

(lAul)i = [(Au)i| =

n
DL

J=1

n n
< Z |ai | 2] = Z aij|zj| = (Alul);
j=1 J=1

(les coefficients de A sont réels et positifs). Ainsi, |u| = |Au| < Alu.

Nous allons maintenant montrer que, nécessairement, |u| = A|u|. Pour cela, on procede
par I'absurde : on suppose qu'il existe i € {1,...,n} tel que (Alu| — |u]), > 0. Comme A est
une matrice strictement positive, on a alors A (A|u| — |u|) > 0 (appliquer une matrice de
coefficients tous strictement positifs a un vecteur de coordonnées positives ou nulles avec au
moins une coordonnée strictement positive donne un vecteur de coordonnées strictement
positives).

Il existe alors ¢ > 0 tel que A (A|u| — |u|) > €Alu] i.e. (i

1+e
exemple choisir e de telle sorte que la plus grande coordonnée du vecteur e A|u| soit strictement
plus petite que la plus petite coordonnée du vecteur A (A|u| — |u|)). On a ensuite, puisque la

matrice (%JFGA) est également a coefficients strictement positifs (et préserve donc la relation

<1$€A> Alu| > Alu)),
1 2 1
<A>AM><A>mm>mm
1+e¢ 1+e¢

puis, par récurrence, pour tout k € N,

1 k
(A) Alu| > Alul.
1+e

A> Alu| > Alu| (on peut par

Orp (%ﬁA) = =p(4) = 1= < 1. D’apres le théoreme 6.19|du chapitre précédent, la suite

k k
((1}F€A> > converge donc vers 0. Le vecteur (ﬁA) Alu| converge donc vers le vecteur
keN

nul et, en faisant tendre & vers +oo dans I'inégalité de vecteurs (%ﬁA) ’ Alu| > Alul, on obtient
que les coordonnées du vecteur A|u| sont négatives ou nulles, ce qui est impossible car |u| > 0,
u n’est pas le vecteur nul (car vecteur propre), et la matrice A est strictement positive (i.e. tous
ses coefficients sont strictement positifs).

Ainsi, nécessairement, A|u| = |u| et, comme |u| n’est pas le vecteur nul, 1 = p(A) est
une valeur propre de A. De plus, |u| = AJu| > 0 car |u] > 0, u n’est pas le vecteur nul et
A est strictement positive. Le vecteur |u| de R™ est donc un vecteur propre pour la valeur
propre 1 = p(A) de coordonnées strictement positives. En le normalisant, on peut le rendre
stochastique. O

4. Le cas des matrices primitives stochastiques

Nous allons a présent appliquer le théoreme de Perron au cas particulier des matrices
primitives et stochastiques afin de répondre aux questions posées dans I'introduction.

PROPOSITION 7.18. Le rayon spectral p(A) de la matrice stochastique A deM,,(R) est 1.

1 1
DEMONSTRATION. Ona A | : | = | ¢ | (car la somme des coefficients sur chaque ligne

1 1
de A vaut 1) donc 1 est une valeur propre de A. En particulier, p(A) > 1. D’autre part, p(A4) <
IIA]l, par le lemme et ||A||.., qui est la plus grande somme des valeurs absolues des

101



coefficients sur les lignes de A par le théoreme|6.7}, est égal a 1 (car les coefficients de A sont
positifs ou nuls et, sur chaque ligne, la somme des coefficients est égale a 1). Ainsi, on a
1<p(A)<lie.p(A) =1 O

Nous allons a présent nous intéresser aux matrices stochastiques primitives, pour les-
quelles on peut appliquer le théoreme de Perron :

THEOREME 7.19. Supposons que la matrice stochastique A soit primitive. Alors la suite
(AF) . des puissances successives de A converge, vers une matrice stochastique de la forme

keN
1‘1 ..

. xn
outlesréels x, . .., x, forment un vecteur stochastique (z1, . ..,x,) € R™.
xr1 e Tn

REMARQUE 7.20. — Avec les notations ci-dessus, le vecteur (z1, ..., z,), présenté
souslaforme d'unvecteurligne (z; --- ay) € My,(R), estappelé état limite associé a A.

— Ce théoreme répond a la premiere des deux questions de 'introduction.

DEMONSTRATION DU THEOREME[7,19. On commence par triangulariser la matrice A, considérée
en tant que matrice de M,,(C), sous forme de Jordan : il existe P € GL,(C), s € N et pour tout

1 0
. 1 Jml ()‘1)
ie{l,...,s}, miy e N\{0} et \; € Ctelsque P~ AP = . . De plus,
0 Ims(As)
pourtouti € {1,...,s}, |\ < 1:eneffet, comme A est stochastique, p(A) = 1 (par proposition

7.18) et, comme A est primitive, p(A) est une valeur propre simple de A et cette valeur propre
est dominante (par le théoreme de Perron : théoreme|7.14).

Afin de simplifier les écritures, notons, pouri € {1,...,s}, J; := Jpn, (\;). Alors, pour tout
keN,ona

Pour touti € {1,...,s}, comme p (J;) = |\i| < 1, d’apres le théoreme|6.19} la suite (J}), _, de
1 0 1 0
: | Orm,
M, (R) converge vers la matrice nulle 0,,,. Ainsi, . —

e e , . M,(K) — M,(K) i 1

et, par continuité de l’application . p-luyp A P P P
0 O

Déterminons enfin la forme de cette matrice limite. Comme la matrice A est stochastique,

1
le vecteur | : | est un vecteur propre de A pour la valeur propre 1 = p(A). Comme A est

1
de plus primitive, le sous-espace propre associé a la valeur propre p(A) est de dimension
1

1 (par le théoreme de Perron). Le vecteur | : | constitue donc une base de E; et on peut
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supposer que la premiere colonne de la matrice de passage P estle vecteur | : |. On a alors
1
b 0 10 0
P ™ = : et, si (1 y,) estla premiere ligne de P~1,
0 O, 1 0 0
1 0 0 1 0 0 T Tp
P " Pt = Pt =
0 O, 1 0 0 T Tn
xr1 v T
Notons L cette matrice limite | : : |. Comme A* — L,pour toutk € N, AF €
—+0

M,,(R), et M,,(R) est un fermé de M,,(C), la matrice limite L est dans M,,(R). De plus, comme
la matrice A est stochastique, L est également une matrice stochastique par le corollaire[7.6]:
le vecteur (z1,...,x,) est donc un vecteur stochastique de R". O

Avec les hypotheses et notations du théoréme ci-dessus, on souhaiterait pouvoir déterminer
I'état limite [ := (x; --- ) de la matrice stochastique primitive A sans passer par la
réduction de Jordan de A. La solution de ce probléeme est donnée par la proposition suivante.
Il s’agit de la réponse a la deuxieme question de I'introduction.

PROPOSITION 7.21. Supposons que la matrice stochastique A soit primitive et notons| €
M; ,(R) son état limite. La matrice'A transposée de A posséde un unique vecteur propre associé
a la valeur propre 1 qui soit stochastique, et ce vecteur est le vecteur colonne'l.

DEMONSTRATION. Comme la matrice A est primitive, sa transposée ‘A 1’est aussi (pour
tout k € N, (tA)k = (4%)). De plus, on a x4 = x4 donc 1 = p(4) = p (‘A) est une valeur
propre simple (par le théoréme de Perron[7.14) de ‘A. Lespace propre F; de ‘A est donc de
dimension 1. De plus, comme ‘A est primitive, d’apreés le théoreme de Perron[7.14 il existe un
vecteur propre v pour la valeur propre p (‘A) = 1 de ‘A qui soient de coordonnées strictement
positives. Si on note vy, . .., v, les coordonnées du vecteur v, le vecteur normalisé w := ﬁv
est alors un vecteur stochastique de R", qui est également un vecteur propre pour la valeur
propre 1 de ‘A.

Montrons a présent que w = ‘I. On a ‘Aw = w et donc, pour tout & € N, (tA)k w=w <
?(A*) w = w. Comme la transposition est une application continue sur M, (R), si L désigne la
matrice limite de la suite des puissances successives de A, on a alors, par passage a la limite,

‘Lw = w, autrement dit w = ‘Lw et w est donc dans I'image de la matrice 'L. Or 'L = (*1|---| ')
etdonc w € Im ‘L = Vect {‘l}. Il existe donc un scalaire a € R tel que w = « 'I. Mais le vecteur
= (l,...,l,) est, comme le vecteur w, un vecteur stochastique donc finalement w = ¢/ par
la remarque U

Ainsi, sila matrice stochastique A est primitive, son état limite est l'unique vecteur ligne
stochastique [ tel que ‘A%l = !I. Nous allons appliquer cette propriété a notre exemple intro-
ductif :

EXEMPLE 7.22 (Retour al'’exemple introductif). La matrice stochastique A := | 0

0,8 0

(il s’agit de la transposée de la matrice que nous avions considérée dans I’exemple) est pri-
mitive car la matrice A? est strictement positive, et 1’état limite de A est le vecteur ligne

103



0 0,5 0,2/ \ls 0,5l +0,2l3 =13

—0,14 + 0,83

0,9 0 0,8\ /4 L 0,90 + 0,83 I,
A=< (01 05 0 lo|=1l]|< <01 +0,50 =1y
0,5 I3
=0
<~ 0,1[1—0,5[2 =0<
=0

i =8l
{1 _8;’136R

0,505 — 0,813 2 =5
De plus,
l1+lg+l3=1@8[3—1—%34—13:1@%[3:1®l3=%,
doncl’étatlimite de A estlevecteurlignel = (33 & ) = (0,7547... 0,1509... 0,0943...).

EXEMPLE 7.23. Le théoreme de Perron a également été utilisé pour le classement des pages
web : Notons W := {z;,i € I} 'ensemble des pages web présentes sur le “World Wide Web”,
oul:={1,...,N}avec N entier supérieur a 13 x 10'3.

On forme un graphe avec ces pages webs : pour i,j € I, on écrit x; — x; si la page z;
contient un lien vers la page x; (on dit alors que z; pointe vers z;).

Si, pouri € I, la page z; contient au moins un lien, on fait I'hypothese que chacun des liens
présents sur la page x; pointe vers une page différente et que, depuis la page z;, la probabilité
de cliquer sur I'un de ces liens est toujours la méme : si on note d; le nombre de liens présents
sur une telle page x;, cette probabilité est de di Pour tous i, j € I, on pose alors

aij =44 si z; pointe vers x;,
0  six; nepointe pas vers z;,

et on forme la matrice de transition A := (a;;) ~ (par exemple, sii,j € {1,...,n}, le

1<i,j<
coefficient (AQ)”. = SV | a;ray; de A2 est la probabilité, partant de la page x;, d’aboutir a la
page z; en deux clics).

Soiti € 1. Remarquons que s’il y a au moins un lien sur la page z;, alors la somme Zj\f: 1G5
des coefficients de la ligne i de A est Z dl =d; X di = 1 et que, s'il n'y a aucun lien

j | P 7 )
sur la page z;, tous les coefficients de la ligne i de A sont nuls. Afin de “rendre” cette matrice
stochastique, on remplace tous les coefficients des lignes nulles de A, lignes qui correspondent
a des pages sans lien, par % On note A la matrice ainsi obtenue, qui est alors une matrice
stochastique.

Cependant, la matrice A n’est pas nécessairement primitive. Pour remédier a cela, on
considere la matrice Gy, := oA + (1 — a)E ot a €]0; 1] et E est la matrice de My (R) dont les
coefficients sont tous égaux a % Alors la matrice G, est stochastique et strictement positive
(en particulier primitive) : on peut donc lui appliquer le théoreme(7.19|et la proposition|7.21
En classant ensuite les coordonnées du vecteur d’état limite de cette matrice de la plus grande
a la plus petite valeur, on obtient un classement des pages web, suivant “leur probabilité d’étre
visitée a la limite”.

Dans la pratique, il faut choisir un nombre « qui soit “proche” de 1 pour que la matrice
G, soit “proche” de la matrice A, mais “pas trop proche” pour que le calcul de I'état limite
ne soit “pas trop difficile”. Dans les derniers documents publics détaillant cette méthode de
classement des pages web, « avait été choisi égal a 0, 85.
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Chapitre 8

Résolution de systemes linéaires, décompositions LU et
décomposition de Cholesky

Introduction

Soit K = R ou C et soit n un entier naturel non nul.
On fixe une matrice A € M, (K) et un vecteur colonne B € M,, ;(K), et on considere le
systeme linéaire

() AX =B

de vecteur inconnu X € M,, 1 (R). Lobjectif de ce chapitre est de présenter des méthodes de
résolution d’un tel systeme qui soient “peu” cotiteuses en calculs pour »n “grand”.

On suppose tout d’abord que A est une matrice inversible. Dans ce cas, le systeme (S)
posséde une unique solution X = A~!B. En particulier, le calcul de I'inverse A~! de A permet
de résoudre le systeme (S). Une méthode de calcul de cet inverse consiste a déterminer les
vecteurs colonnes de la matrice A~! = (Y1|---|Y,) al'aide de la résolution des n systemes
linéaires

AT =Xi
AY, =X,
de vecteurs inconnus Y1, ..., Y, € M,, 1(R), o, pouri € {1,..., }, X; désigne le vecteur colonne

de M,, 1 (R) dont toutes les coordonnées sont nulles sauf la i®™® coordonnée qui est 1 : on a

AAT =T, 881 A (V1] |Yn) = (Xa| -+ |Xy) ssi Vie {1,....n}, AY; = X,.

Dans la visée de la résolution du seul systeme (S), cette méthode est bien trop cofiteuse en
calculs. Il faut donc recourir a d’autres méthodes plus “efficaces”.

Par exemple, lorsque A, en plus d’étre inversible, est une matrice triangulaire supérieure,
il existe une méthode permettant de résoudre le systeme (S) avec un minimum de calculs :
la méthode dite de remontée. Cette méthode consiste a partir de la derniere équation du
systeme (S) et puis “remonter” les équations une a une pour déterminer successivement les
coordonnées du vecteur solution. Précisément, on procede de la maniere suivante. Notons
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ai1 - Gln b1 1

A= : |,B=]: |etX =] : | alors
0 ann b, Tn
ai1 -+ Qlp €1 by a11z1+ ... +aipTy, =0b;
0 Ann In bn Ay nTn = bn
e a11r1 + + a1 nTn = b
a11x1+ ...+ a1px, =b1
<= < : <<
b, An—1n—1Tn—1 + Gn—1nTn = bn—l
Tn = b
Qan n T — n
n Qan n
a11x1 + ... +aipry, = b1
< < 1
Tn—1 R (bn—l - (an—lnwn»
_ 1
\ In - ann T
( 1
T = E(b1—(a12x2+...+a1nxn))
1
X2 = a(bz—(&zgﬂ?g%—...-ﬁ-@znl‘n))
=
1
Tn—1 = G (bn—l - an—lnxn)
_ by
In - Ann
(il estici a noter que, pour touti € {1,...,n}, a;; # 0, car A estinversible). On dit que 'on a
X1
obtenula solution X = | : |dusysteme (S) par “remontées successives” : on obtient une
Tn
coordonnée z;,i € {1,...,n}, a partir des coordonnées x;, j > i déterminées “plus bas”. Les

calculs mis en ceuvre dans cette méthode sont en particulier simples et “peu” nombreux.

EXEMPLE 8.1. On considere le systeme

1 -2 5 x 2 r—2y+5z =2
(S) {0 —4 3 yl=10|<< —4y+3z =0
0 0 —-1/\z 3 . _3
€T
de vecteur inconnu | y | € M3 ;(R). Alors
z
T —2y+52=2 T —2y+52=2 r=2+42x(-2)—-5x(-3)=2
(S)e{ ~dy+3:=0 <= y="2 = eqy=-%
z=-3 z=-3 z=-3

REMARQUE 8.2. On peut adapter la méthode de remontée décrite ci-dessus dans le cas ou
A est une matrice triangulaire supérieure non inversible (i.e. au moins un coefficient diagonal
de A est nul). Considérons par exemple les deux systemes suivants.
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X
Soit | v | € M3 1(R). Alors le systeme

z
37 0 T 1 3r+Ty=1 3x+ Ty =1 3x+Ty=1
0 0 2 yl=17 | 22 =17 = 2 =7 < 0= _%
00 =5/ \z —2 —5z = =2 z=2 z=2
n’a pas de solution, et le systeme
1 -2 3\ [z 5 T—2y+32=5 rT—2y+32=95
0 4 5|lyl=1[1]|<= y+5z2=1 < y =152
0O 0 O z 0 0=0 0=0
1-5 11—11
R :?_EZQ(TZ)—?’Z:TZ
vy ="
a pour ensemble de solutions
11-11z 1 -1
2 ? 2
152 | 5
TZ = 1 +z -1 zeR
z 0 1

Sila matrice A est triangulaire inférieure, il existe une méthode dite de descente, analogue
de la méthode de remontée pour les systemes triangulaires supérieurs. On illustre la méthode

x
de descente avec le systeme triangulaire inférieur suivant:si | y | € M3 1(R), alors
z
2 0 0\ [« 3 2z =3 © 5
-1 7 0|lyl=1|2 |e<—x+Ty =2 S {—x+Ty 2
L 3 4/ \z -1 r+3y+4z =-1 T+3y+4z =-1
€T :% X —%
=1 —le+h=teiy -
r+3y+4z =-1 z =1(-1-2-3x3)=-1

Les méthodes de résolution des systemes linéaires que nous allons présenter dans ce
chapitre vont consister en des “factorisations matricielles” permettant de se ramener a des
systemes triangulaires, systémes triangulaires que I’on résout ensuite a I'aide des méthodes
de remontée et/ou de descente décrites plus haut.

Nous allons étudier une méthode qui permet de ramener la résolution du systeme (S) ala
résolution d'un systéme triangulaire supérieur.

1. Méthode du pivot de Gauss pour la résolution de systemes linéaires

Considérons le systeme (S) AX = B comme dans l'introduction, avec A € M,,(R) quel-
conque. Une premiere méthode de résolution de ce systeme consiste a lui appliquer I’algo-
rithme du pivot de Gauss : en utilisant des “pivots”, on effectue des opérations sur les lignes
de A et sur les coordonnées du vecteur colonne B (les mémes), de facon a se ramener a un
systeme triangulaire supérieur, pour lequel on peut alors employer la méthode de remontée.

On introduit cette méthode avec I’exemple suivant. On suppose que A est la matrice

) 2 1 12
5 —6 2| deMs(R) et que B est le vecteur colonne | —1 | de M3 ;(R). Alors, si X =
-4 2 1 3
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y | € M31(R),
z
ox+2y+z =12 5 2 1 T 12
(S)AX =B < bx —6y+2z =-1 < 5 =6 2)lyl|l=1[-1
—4dr+2y+z =3 -4 2 1)\ 3
or +2y+ z =12 5 2 1 T 12
= .\ —Sy+ 2z =-13 <= 0 -8 1 yl=1-13
Ly—Lo—L1, L3—L3+: L1 %y I %Z _ %73 0 % % > %
or+2y+2z =12 5 2 1 T 12
< —8y+z =-13 < 0 -8 1 yl=1-13
L3<—L3+? gLQ %Z _ % O 0 % 2 %

Ce dernier systeme étant triangulaire supérieure, on peut le résoudre par remontée et on a

finalement
z =3(12—(2y+2)=$(12—-(2x2+3)) =1

(S)e<y =-3(-13—2)=-3(-13-3) =2
z = % X % =3
T 1
et le systeme (S) possede donc une unique solution |y | = | 2 |.
z 3

Les opérations sur les lignes du systeme effectuées ci-dessus a chaque étape de I’algo-
rithme du pivot de Gauss reviennent a multiplier a gauche la matrice A et le vecteur B par
certaines matrices particulieres, appelées matrices d’élimination :

DEFINITION 8.3. Soitn etk deux entiers naturels non nuls aveck < n. On appelle matrice d’élimination
toute matrice de la forme

k

|
1

Ek(ak+17"‘7an) = 1 — k
Ok+1
oy, 1
ot tous les coefficients non indiqués sont nuls et a4 1, . . ., ap, € K.

LEMME 8.4. Soientk € {1,...,n} et agy1,...,a, € K. Soit une matrice A de M,,(K) et
Ly,..., Ly, seslignes (dans l'ordre). Alors, la matrice Ey (a1, - . ., ) A est la matrice obtenue a
partir de la matrice A en ajoutant, pour toutl € {k + 1,...,n}, ;L ala ligne L,.

DEMONSTRATION. Soitl € {k + 1,...,n} alors, pour tout j € {1,...,n}, le coefficient situé
alaligne [ etla colonne j de la matrice Ej (o1, ..., on)A €St agay; + a; ;. O

Dans 'exemple ci-dessus, la premieére étape de 'algorithme consistait a multiplier a
1 00
gauche A et B par la matrice d’élimination £y (—1,%) = [ =1 1 0 ], la deuxiéme a multi-
4
01
5
plier a gauche la matrice E; (-1, 1) A etle vecteur Ey (—1, ) B par la matrice d’élimination
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1 0 0
E, (2%) = 8 % (1) . Autrement dit, pour passer du systeme initial (S) au systeme triangu-
20

0
laire de la fin de I'algorithme, nous avons multiplier a gauche la matrice A et le vecteur B par
la matrice

[a—

1 0

0 0
9 4 9
M = E2 - E1 —1,* = E2 - -1 1 0]= —1 0
20 5 20 1 g 1 7 9 4
5 20

20

)

REMARQUE 8.5. — Pourke{l,...,n}etagi,...,a, € K, lamatrice d’élimination
Ey(ag+1,-..,ap) estinversible d'inverse Ej(—ag41, ..., —).

— Pourke {1,...,n}etag1,...,an € K, det (Ex(agit,...,an)) = 1.
— La matrice identité I,, est une matrice d’élimination: I, = E;(0,...,0).
Lorsque 'on applique 'algorithme du pivot de Gauss pour résoudre un systeme linéaire,

on peut également étre amené a effectuer un échange de lignes pour “déplacer” un pivot a la
“bonne place”. Par exemple, dans le systeme

011
0
1

-1
0
)

IS
I

1 1
1 1

le coefficient situé a la ligne 1 et la colonne 1 de la matrice est nulle et on échange alors, par
exemple, les deux premieres lignes de la matrice, afin de se ramener au systeme équivalent

1 0 1 T 0
011 yl=1-1
1 11 z 5

ou le coefficient non nul situé a la ligne 1 et la colonne 1 peut étre utilisé comme premier
pivot.

Les échanges de deux lignes ainsi appliqués au cours de I'algorithme du pivot de Gauss
correspondent a des multiplications a gauche par des matrices dites de transposition : Dans
I'exemple considéré plus haut, on a multiplié a gauche la matrice et le vecteur considérés par

010
la matrice de transposition732 = |1 0 0 ].
0 01

DEFINITION 8.6. On appelle matrice de transposition toute matrice obtenue a partir de la
matrice identité I,, en échangeant deux lignes. Pouri, j € {1,...,n}, la matrice de transposition
obtenue en échangeant les lignes:i et j de I, est notéeT; ;.

REMARQUE 8.7. Soienti,j € {1,...,n}.Ona

— Loy =Tj
— la matrice 7; ; est inversible et égale a son inverse,
— det (T5;) = —1.
LEMME 8.8. Soienti,j € {1,...,n}. La matriceT; ; A est la matrice obtenue a partir de la

matrice A en échangeant les lignesi et j de A.
DEMONSTRATION. Soit k,l € {1,...,n}.Sik ¢ {i,7}, le coefficient situé a la ligne % et la
n

colonne [ de la matrice 7; ; A est Z Ok,mam1 = ai. Le coefficient situé a la ligne i et la colonne

m=1
! de la matrice T; ; A est a;;. Enfin, le coefficient situé a la ligne j et la colonne [ de la matrice
T; ;A estlui a;;. O
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Nous allons a présent montrer que la méthode du pivot de Gauss pour la résolution de
systemes linéaires fonctionne toujours, autrement dit qu'’il est toujours possible, a partir d'un
systeme (S) AX = B quelconque, de se ramener a un systeme triangulaire supérieur a I’aide
d’opérations élémentaires sur les lignes, i.e. a I’aide de produits a gauche par des matrices
d’éliminations et de transpositions :

THEOREME 8.9 (Méthode du pivot de Gauss). Soit A € M, (K). Il existe une matrice M €
GL,,(K), produit de matrices d’éliminations et de transpositions telle que M A soit une matrice
triangulaire supérieure.

REMARQUE 8.10. Si M est une telle matrice alors, en particulier, le systeme (S) AX = B
est équivalent au systeme M AX = M B, qui est triangulaire supérieur.

DEMONSTRATION DU THEOREME[8.9l On montre le résultat par récurrence sur n. Précisément,
on montre que pour tout n € N\{0}, pour tout A € M,,(K), il existe une matrice M € GL,(K),
produit de matrices d’éliminations et de transpositions, telle que M A est une matrice triangu-
laire supérieure.

Le résultat est vrai pour n = 1 car toute matrice carrée de taille 1 est en particulier
triangulaire supérieure.

Supposons a présent la propriété vérifiée au rang n — 1 pour n € N\{0, 1} fixé et reprenons
notre matrice quelconque A de M,,(K).

0O = --- *

Si la premieére colonne de A est nulle, A est de la forme | . B ouBeM,_(K):

0
d’apres I'hypothese de récurrence, il existe alors une matrice N € GL,_1(K), produit de
matrices NVy,..., N, oum € Net, pour tout s € {1,..., m}, N5 est une matrice d’élimination
ou une matrice de transposition de M,,_;(K), telle que N B soit une matrice triangulaire
supérieure de M,,_1 (K). On note alors pour tout s € {1,...,m},

10 -+ 0
0

M, =1 . € GL,(K)
: N,
0

m

etM = H M. Pour tout s € {1, ..., m}, si Ny est une matrice d’élimination, resp. de transition,
s=1

de M,,_ (K), alors M est une matrice d’élimination, resp. de transposition, de M,,(K). Enfin,

la matrice

1 0 0 0 * 0 = *
0 0 0
MA=1]. . =1.
: N : B : NB
0 0 0

est triangulaire supérieure.

Supposons maintenant que la premiere colonne de A soit non nulle, et notons i le plus
petit indice i € {1,...,n} tel que a;; # 0. Si iy # 1, on multiplie tout d’abord a gauche la
matrice A par la matrice de transposition Tj,; (afin d’échanger les lignes iy et 1 de A) et
on considere alors la matrice A’ := T;, 1 A. Si iy, = 1, on pose A’ := A. Ainsi, si on note
A = (a’

; j) , on a dans tous les cas a}; # 0 et on peut alors multiplier, a gauche, la
1<i,5<n

a/

/
matrice A'par la matrice d’élimination E := F; (— 21 ..,— 1) afin d’éliminer les autres
11

/ ) )
ajq
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coefficients de la premieére colonne de A’ : on a

/
all * e *

EA =
B

0
ou B € M,_;(K). On applique ensuite I'hypotheése de récurrence a B comme dans le cas
précédent : reprenant les mémes notations, le produit

1 0 --- 0 all 1 * e * all 1 * e *
0 0 0
MET;,,A=MEA = | . . =1 .
: N : B : NB
0 0 0
est une matrice triangulaire supérieure, et la matrice M E T, ; est bien une matrice inversible
produit de matrices d’éliminations et de transpositions. O

2. Ladécomposition LU

La décomposition dite LU consiste en la “factorisation” de matrices vérifiant une cer-
taine condition de “régularité” en le produit d’'une matrice triangulaire inférieure (L pour
“Lower”) par une matrice triangulaire supérieure (U pour “Upper”). Cela permet de ramener
la résolution de systemes linéaires mettant en jeu ces matrices particulieres a la résolution de
deux systemes triangulaires.

Précisément, la décomposition LU existe pour les matrices dont toutes les sous-matrices
principales sont inversibles :

DEFINITION 8.11. Soit A € M,,(K) et soiti € {1,...,n}. Lasous-matrice principale de taille i
de A est la sous-matrice de A obtenue en en supprimant les n — i dernieres lignes et n — i
dernieres colonnes. On appelle également mineur principal d’ordre i de A le déterminant de la
sous-matrice principale de taillei de A.

) 2 1
EXEMPLE 8.12. Les sous-matrices principales de | 5 —6 2| sont (5), (5 2) et

-4 2 1 > =0
) 2 1
5 —6 2|, etses mineurs principaux sont donc 5, —40 et —90.
-4 2 1

THEOREME 8.13 (Décomposition LU). Soit A € M,,(K). On suppose que tous les mineurs
principaux de A sont non nuls (i.e. toutes les sous-matrices principales de A sont inversibles).
Alors il existe des matrices L (comme lower) et U (comme upper) de GL,,(K) uniques telles que

— L est une matrice triangulaire inférieure dont tous les coefficients diagonaux sont
égauxal,
— U est une matrice triangulaire supérieure,
— A=1LU.
REMARQUE 8.14. Si tous les mineurs principaux de la matrice A sont non nuls, alors A

est en particulier inversible (car la sous-matrice principale d’ordre n de A est A elle-méme).
La réciproque est fausse : par exemple, le mineur principal d’ordre 1 de la matrice inversible

(g é) € My(R) est égal 2 0,

La démonstration de I'existence de la décomposition LU va consister a appliquer 1’algo-
rithme du pivot de Gauss. Dans la preuve du théoreme|8.13} nous aurons également besoin
du lemme suivant :
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LEMME 8.15. Supposons que tous les mineurs principaux de A sont non nuls, et soit F €
M,,(K) une matrice d’élimination. Alors tous les mineurs principaux de la matrice produit E A
sont non nuls.

DEMONSTRATION. Soiti € {1,...,n}. Notons A; la sous-matrice principale de taille i de
A. Alors A = (fclf g) avec B € M;,_i(K), C € M,—;;(K) et D € M,_;(K). Quant a la

E" 0in—i
Cl D/
également des matrices d’éliminations, et C’ € M,,_; ;(K). On a alors

matrice d’élimination F, elle est de la forme ou E’ € M;(K) et D' € M,,_;(K) sont

EA — E’ Oi,nfi A;, B . E’Ai+0i7n,i0 E/B+Oi7n,iD . E/AZ E'B
- \C" D C D) \ C'A;+DC C'B+D'D | \C'A;+D'C C'B+D'D

et la matrice principale de taille  de F' A est donc la matrice E’A;. Or
det(E’'A;) = det(E')det(A;) = 1 x det(A4;) # 0. O

DEMONSTRATION DU THEOREME[8.13. On montre tout d’abord I'existence de la décomposition
LU de A, par récurrence sur n : on montre que pour tout n € N\{0}, toute matrice A € M,,(K)
dont les mineurs principaux sont tous non nuls admet une décomposition A = LU telle que
L € GL,(K) est une matrice triangulaire inférieure dont tous les coefficients diagonaux sont
égauxa l, U € GL,(K) est une matrice triangulaire supérieure et A = LU.

Pour n = 1, si (a) € M;(K) est inversible (i.e. a # 0), alors (a) = (1) (a) est une
décomposition LU.

Maintenant, supposons la propriété vérifiée au rang n — 1 pour n € N\{0,1} fixé, et
reprenons notre matrice A € M,,(K) dont tous les mineurs principaux sont supposés non nuls.

Notons A = (ai;),; j<,- On applique la premiére étape de I'algorithme du pivot de Gauss
a A en choisissant le coefficient a; ; comme pivot : a; ; est le mineur principal d’ordre 1 de A

et est donc non nul. Sil'on note F; := F; (—%, ce —‘Zﬁ), on a alors
a1 aiz - Ain
0
E1A =
: A
0
ou A’ € M,,_1(K). Soiti € {1,...,n — 1} et notons A} la matrice principale d’ordre ; de A" et

(Eq1A);41 la matrice principale d’'ordre i + 1 de E;A.Ona

arp arz -0 Gli4l
0
(E1A)iy1 =
: Al
0
etdet ((E1A);+1) = a11det (A}). D’apres le lemme(8.15, det ((E1A);4+1) # 0 etdoncdet (A%) # 0.
On a ainsi montré que tous les mineurs principaux de la matrice A’ de M,,_; (K) étaient
non nuls. On peut appliquer I'hypothese de récurrence '’hypothese de récurrence a A’ : il
existe une matrice triangulaire inférieure L’ € GL,,_; (K) de coefficients diagonaux tous égaux
a 1 et une matrice triangulaire supérieure U’ € GL,,_ (K) telles que A’ = L'U’. On a alors

ail a2 - Qlp 10 --- 0 a11 Q1o -+ Qin
0 0 0

EIA: M = . .
: Lo’ : L : U’



et on pose

10 --- 0 10 --- 0 aiy ar2 -+ QAin
0 0 0
L = (El)_l . = El %7 ) @ . etU = .
: r ai ai r : U’
0 0 0

La matrice L est une matrice triangulaire inférieure de GL,,(K) dont tous les coefficients
diagonaux sont égaux a 1 (car L' € M,,_1(K) et (E1)~! € M, (K) sont des matrices triangu-
laires inférieures de coefficients diagonaux tous égaux a 1) et U est une matrice triangulaire
supérieure inversible de M,,(K) (car U’ est une matrice triangulaire supérieure inversible de
Mn_l(K) etayq # 0).

On montre maintenant I'unicité de la décomposition LU de A : soit L € GL,(K) une
matrice triangulaire inférieure dont tous les coefficients diagonaux sont égaux a 1 et soit
U € GL,(K) une matrice triangulaire supérieure telles que A = LU. On va montrer que L = L
etU = U.

Ona LU = LU etdonc L~'L = UU. Or le produit L~'L est une matrice triangulaire
inférieure dont tous les coefficients diagonaux sont égaux a 1 (car L, L et donc L~ sont toutes
de telles matrices) et le produit U ! est une matrice triangulaire supérieure (car U, U et U~}
sont toutes de telles matrices). Ainsi, nécessairement, L'L=0U"!= I,,etdonc L = I et

U="U. O
) 2 1
EXEMPLE 8.16. On calcule la décomposition LU delamatrice A:= [ 5 —6 2 | M3(R)
-4 2 1
dont tous les mineurs principaux sont non nuls (exemple[8.12)
100 d e f
Nous savons quil existe L := {a 1 0] e GL3(R)etU : 0 g h|e GL3(R) telles
b ¢ 1 0 0 k
que

1 1
A= 5 -6 2|=|a
1 b

(1) d=5,e=2, f =1, ainsi

On a alors

5 2 1 1 0 O 5 2 1
5 —6 2l=1a 1 0|0 g &
1 b ¢ 1 0 0 k
2) 5=ax5donca=1,et—4 =bx5doncb=—3,ainsi
1 0 0 5 2 1
—6 2 1 0l[o g n
1 % c 1)\0 0 k
B) 6=1x2+1xgdoncg=—-8,et2=1x1+1x hdonch = 1, ainsi
5 2 1 1 0 0 5 2 1
5 —6 2= 1 1 0 0 -8 1
-4 2 1 ~3 ¢ 1J\0 0 k

(4) 2 = (—%) x 2 4 ¢ x (—8) donc ¢ = —4%, ainsi
) 2 1 1
5 —6 2|=1|1 1 0 0 -8 1
-4 2 1 -3 -5 1J\0 0 %



(5) 1= (—2) x1+ (—55) x 1 +1 x kdonck = 2, ainsi
5 2 1 1 0 0 5 2 1
A= 5 —6 2|= 1 1 0 0 -8 1
4 9 9
4 2 1 4 9 1)\o o0 ¢

et cette derniere expression est la décomposition LU de A.

EXEMPLE 8.17. On va maintenant utiliser une présentation plus proche de 'algorithme de

Gauss. On rappelle d’abord la propriété suivante : soient & € {1,...,n} et agy1,...,q, €
K. Soit une matrice A de M,,(K) et C1,...,C, ses lignes (dans I'ordre). Alors, la matrice
AFEk (a1, - -, an) estla matrice obtenue a partir de la matrice A en ajoutant a la colonne Cj,
la combinaison linéaires " , . ; «;C; de colonnes.
) 2 1
Onreprend lamatrice A:= | 5 —6 2 |e M;3(R) dont tous les mineurs principaux sont
—4 2 1

non nuls. Alors, en appliquant I’algorithme de Gauss

502 1 A L[5 2 1 100\ /5 2 1
A=[5 -6 2|=BEQ,-2)E(-,2) |5 —6 2]=[1 1 0o]fo -8 1
4 2 1 g P \ea 2 1) \~t o 1)\o B ¢
100 o o [0 21 10 0\/5 2 1

|1 1 o)mgpmGy (0 -8 1= 1 1 offo -8 1

-5 01 0 % 3/ \-5 —x /\0 0 %

Supposons que tous les mineurs principaux de la matrice A soient non nuls. Comme
illustré par ’exemple ci-dessus, le calcul de la décomposition LU de A est peu colteux en
calculs. De plus, si B est un vecteur colonne de M, ; (R), cette factorisation nous permet
de résoudre le systeme (S) AX = B, de vecteur inconnu X € M, ;(R), de maniere parti-
culierement efficace. En effet,

UX =Y
AX =B «— L(UX)=B < 3Y € M,,1(R)/
' LY =B
Résoudre le systeme (S) revient donc a résoudre successivement le systeme LY = B puis le

systeme UX =Y (U est également inversible), qui sont tous deux des systemes triangulaires
que I'on peut donc résoudre a I'aide des méthodes de remontée et de descente.

) 2 1
EXEMPLE 8.18. On reprend la matrice A := | 5 —6 2] € M3(R) de 'exemple(8.16
—4 2 1
1 T
précédent et on résout le systeme AX = | 2 | de vecteurinconnu X = | y | € M3 (R).
3 z
1 0 0 5 2 1
La décomposition LU de Aest A = LU avec L := | 1 1 OletU:=|0 -8 1]|.
4 9 9
—5 w0 1 0 0 %
1
Pour résoudre le systeme AX = B, on commence par résoudre le systeme LY = |2 | de

3
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a

vecteur inconnuY = [ b | e M3;(R):ona
C
1 1 0 O a 1 a =
LY =|2]l< | 1 1 0]|b]l=1|2]le=<La+bd =9
4 9
3 -5 —w 1/ \¢ 3 ~da—2b+re =3
a =1 a =1
< 1b =2—-1=1<<b =1
\—%a—%b—l—c =3 c =3+%><1+2%><1=%
1
Puis on résoutle systtme UX = [ 1 |:ona
17
4
1 5 2 1\ [z 1 Sr+2y+z =1
UX=|1]« [0 -8 1 yl=1|1|< —8y+z =1
17 9 17
T 0 0 3/ \# T 9 =1
dr+2y+z2 =1 Sr+2y+z2z =1
_ 1 17\ _ 1
= —8y + 2 —117<:’ Y 1—75(1 5) =73
z :j z :ﬁ
1 117 10 2
ro=5(1-2x5-%F)=—5=-3
Sy =3
—2
etlevecteur X = % [ 1 |estl’'unique solution du systéme AX = | 2 |.
17 3

3. Ladécomposition PLU

Une généralisation de la décomposition LU existe pour toute matrice de M,,(K). Cette
décomposition fait apparaitre, en plus d’'une matrice triangulaire inférieure de coefficients
diagonaux tous égaux a 1 et d'une matrice triangulaire supérieure, une matrice dite de permu-
tation, due aux éventuels échanges de lignes dans I'application de I'algorithme du pivot de
Gauss.

DEFINITION 8.19. Une matrice de permutation de M,,(K) est une matrice dans laquelle
chaque ligne et chaque colonne ne contient qu'un seul coefficient non nul, égal a 1.

REMARQUE 8.20. — Une matrice de permutation est obtenue par permutation (au
sens du groupe symétrique) des lignes de la matrice identité I, i.e. en appliquant
une permutation du groupe symétrique &,, a 'ensemble des lignes de la matrice I,,.
Il est a noter que, une permutation de &,, étant une composition de transpositions
et une matrice de transposition (définition étant obtenue en appliquant une
transposition (au sens du groupe symétrique) a ’ensemble des lignes de la matrice
I,,, une matrice de permutation est un produit de matrices de transpositions.

— Si P € M,,(K) est une matrice de permutation obtenue en appliquant une permu-
tation o € G,, aux lignes de la matrice identité I,,, det(P) = e(o) ol ¢(o) désigne la
signature de la permutation o. En particulier, P est inversible.
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— P e M, (K) est une matrice de permutation obtenue en appliquant une permutation
o € 6, aux lignes de I,,, et si M € M, (K), la matrice produit PM est la matrice
obtenue a partir de M en appliquant la méme permutation o aux lignes de M.

THEOREME 8.21 (Décomposition PLU). Soit A une matrice quelconque de M,,(K). Il existe
des matrices P, L etU deM,,(K) telles que

— P est une matrice de permutation,

— L est une matrice triangulaire inférieure dont tous les coefficients diagonaux sont
égauxal,

— U est une matrice triangulaire supérieure,

— A=PLU.

Dans la preuve de ce théoreme, on utilisera, comme dans la preuve du théoreme de
décomposition LU, I'algorithme du pivot de Gauss mais en faisant, ici, également intervenir
des échanges de lignes. On emploiera également le lemme suivant :

LEMME 8.22. Soienti,j, k € {1,...,n} tels quek < i < j. Soient ay.1,...,ap, € Ket
considérons les matrices de transpositionT; ; et d’élimination Ej, (011, - - ., o) deM,,(K). Alors

Ek(akﬂ,...,ai,...,aj,...,an)TM =’l}vjEk(akH,...,aj,...,ai,...,an)

DEMONSTRATION. Commencons par remarquer que multiplier a droite une matrice M €

M,,(K) par une matrice de transposition 7} 5, 7, s € {1, ...,n}, r # s, échange les colonnes r et
s de la matrice M.
Considérons ensuite la matrice Ej, (g1, - . -, ayp). Il s’agit de la matrice
k
l
1
1 —k
Ak+1

O, 1
Lamatrice Ej, (a1, . . ., o) T; j, obtenue en échangeant les colonnes i et j de Ey, (o1, - - -, o),
estla matrice obtenue en échangeantleslignes:i et j delamatrice Ej, (og11,...,Qj,..., ..., ),
i.e. la matrice Ti,jEk (ak+17 e Oy By Otn) (k<i<y). U

DEMONSTRATION DU THEOREME[8.21] Nous allons montrer le résultat suivant, par récurrence
sur n € N : pour tout n € N\{0}, pour toute matrice A dans M,,(K), il existe une matrice trian-
gulaire supérieure U € M,,(K), il existe r, s € N et des matrices de transposition 71, ..., 7, €
M,,(K) ainsi que des matrices d’élimination E, ..., Es; € M, (K) telles que

(i) 1)

T S
un tel produit (H E) forme une matrice de permutation et le produit (H Ej) forme une
i=1
matrice triangulaire inférieure de coefficients diagonaux tous égaux a 1.

Le résultat est vrai pour n = 1 pour la méme raison que celle évoquée dans la preuve du
théoreme Supposons donc maintenant le résultat vrai au rang n — 1 pour n € N\{0, 1}
fixé, et considérons notre matrice quelconque A de M,,(K).

j=1
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0 a2 -+ ain

Si la premiere colonne de A est nulle, A est de la forme | . B ouB €

0
M,,—1(K) : d’apres 'hypothese de récurrence, il existe alors une matrice triangulaire supérieure
U’ e M,-1(K), il existe des entiers naturels r et s, il existe des matrices de transposition

T S
T],...,T € M,,_1(K) et des matrices d’élimination E1, . .., E. € M,,_; (K) tellesque B = (H T{) (H E;) U
i=1 j=1

0 a2 -+ ain
0
On pose alors U := | . - e M, (K) et, pour tout 7 € {1,...,r} et tout
0
10 0 10 0
. O . / .
jed{l,...,s}, T; := : - etEj = | . B .Pouri e {1,...,7'}, la matrice
: : : y
0 0
T; est une matrice de transposition de M,,(K) et, pour j € {1,..., s}, la matrice E; est une

matrice d’élimination de M,,(K). Enfin,

(i) (1)

Sila premiere colonne de A est non nulle, notons i le plus petitindice : € {1,...,n} tel
que a;1 # 0:siip # 1, on commence par multiplier a gauche la matrice A par la matrice de
transposition 7' := T;, ; et on considere la matrice A’ := T'A, et, siiy = 1, on pose A’ := A.
!/

i)y a}, # 0, on peut ensuite multiplier a gauche la matrice A’
S

Ainsi, si on note A’ = (a

/ /
par la matrice d’élimination E := F; (— 21, ..., ) afin d’éliminer les autres coefficients
11 11
de la premiere colonne de A’ : on a
/ / /
pp G -t A1y
0
EA =
: B
0

ou B € M,,_1(K). En procédant de la méme maniere que dans le cas précédent (i.e. en
appliquant 'hypothese de récurrence a B) et en conservant les mémes notations, on obtient

alors I'égalité
i=1 j=1

o) )

/ ’ —1 / ’
Maintenant, E~! = <E1 (—Z?—l,...,—anl)) = F (a?l ...,“?1). Comme les matrices de
11

!/ )
ayq a1 ajq

i.e.

transposition 73, i € {1, ..., r}, échangent des lignes d’indices strictement plus grands que 1, il

T T
existe d’apres le lemmel8.22} une matrice d’élimination E € M, (K) telle que £~ H T, | = H E) E.
=1

i=1
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Ainsi, on peut écrite A’ = TA = ([ [;_, T3) E (Hj;l Ej> UetcommeT ! =T,

A=T<QT,->E’(EEJ-> U. 0

REMARQUE 8.23. Il n'y a pas unicité de la décomposition PLU. Par exemple :

()26 )Gl )6 )

0 1
EXEMPLE 8.24. Considéronslamatrice A:= |1 0
1 11
du pivot de Gauss pour déterminer une décomposition PLU de A.
On commence par échanger les deux premieres lignes :

10 1
Ty A=[0 1 1
111

1
1 | € M3(R). On applique I'algorithme

Puis on élimine le coefficient non nul de la premiere colonne de cette derniere matrice :

101
E0,-1)Th A= [0 1 1
010

Enfin, on utilise le coefficient situé sur la ligne 2 et la colonne 2 de cette derniere matrice
comme pivotetona:

1 0 1
Ey(=1)Ey(0,-1) Ty A= {0 1 1
0 0 -1
1 0 1
OnposealorsU := [0 1 1 |(lamatrice U € M3(R) est triangulaire supérieure) eton a:
0 0 -1
A (To1) ™" (B1(0, =1) 7! (Bo(-1)) "' U
= Ty1 E1(0,1) Ex(1) U.
010 1 00
Sionpose P:=Tp; = (1 0 O]etL := E;(0,1)Ey(1) = {0 1 0], P estune matrice
0 0 1 1 11
de permutation de M3(RR), L est une matrice triangulaire inférieure de M3(RR) de coefficients

diagonaux tous égauxal,etona:
A=PLU.

Une décomposition PLU d’'une matrice A de M,,(K) permet notamment de résoudre
efficacement tout systeme AX = B de vecteur inconnu X € M,, ;(K), ou B est un vecteur
colonne de M,, ; (K).

UX =Y
AX =B < PLUX =B < 3(Y,2) e M,1(K)?/{ LY = Z
PZ =B

La résolution d’'un tel systéeme revient a la résolution successive des trois systemes

(1) PZ = B, de vecteur inconnu Z € M,, ; (K), systeme possédant une unique solution Z
rapide a calculer car P est une matrice de permutation (les coordonnéesde Z = P~'B
sont obtenues par permutation des coordonnées de B),
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(2) LY = Z, de vecteur inconnu Y € M, ;(K), systeme possédant une unique solu-
tion Y (L est inversible) et résoluble par la méthode de descente (L est triangulaire
inférieure),

(3) UX =Y, de vecteur inconnu X € M,, ;(K), qui est un systeme triangulaire supérieur
et donc résoluble par la méthode de remontée.

EXEMPLE 8.25. Reprenons la matrice A de I'exemple précédent Nous allons utiliser

0
la décomposition PLU calculée alors pour déterminer la solution du systeme AX = | —1
)
T
de vecteur inconnu X = | y | € M3 ;(R).
z
0 o
On commence par résoudre le systtme PZ = | —1 | de vecteur inconnu Z = | 3 | €
5 gl
Ms1(R):ona
0 01 0\ /a g =0 a =-1
PZ = -1 = 1 00 15} = —1 = a =-1 < B =0
5 00 1) \y y =5 v =5
a
Puis on résout le systeme LY 0 de vecteurinconnuY = | b | € M3;(R):ona
) c
-1 100 =-1 a =-1
Ly=(0 =01 0 — 0 ey —
5 L 11 a+b+c =5 c =5—(-1)-0=6
-1
Enfin, on résout le systeme U X 0 ona
6
-1 1 0 1 T -1 z +z =-1 r +z =-1
UX=|0]=[0 1 1 yl=10 |= y+z =0 < y+z =0
6 00 —1)\z 6 . —¢6 . —_6
xr +z =-1 x =—-1—(-6)=5
< =—(-6)=6=4\y =
z =—6 z =—6
5) 0
etlevecteur X = | 6 |estl'unique solution du systeme AX = [ —1 |.
-6 5

4. La décomposition de Cholesky

La décomposition de Cholesky est une factorisation des matrices symétriques définies positives
(définition [2.36). Elle est construite a partir de la décomposition LU de ces matrices : les ma-
trices symétriques définies positives vérifient en effet 'hypothese de “régularité” du théoreme
8.13]

PROPOSITION 8.26. Soit S € S,,(R) une matrice symétrique définie positive. Alors tous les
mineurs principaux de S sont strictement positifs.
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DEMONSTRATION. Soiti € {1,...,n} et notons S; la sous-matrice principale de taille ; de

I 0
S. Remarquons tout d’abord que S; € S;(R). Soit X = Pl e Miq(R)\ : et notons
ZT; 0
71
0
X = %Z € M, 1 (R)\ : | 7. Onaalors tXA;X =tXAX > 0 etlamatrice symétrique S;
0
0

est donc définie positive. En particulier, la matrice S; € S;(R) est diagonalisable (théoreme
et ses valeurs propres sont strictement positives (proposition[5.14) : le déterminant de .S;
est alors égal au produit de ses valeurs propres (avec multiplicités) et est donc strictement
positif. O

COROLLAIRE 8.27. Soit S € S,,(R) une matrice symétrique définie positive. Alors S admet
une décomposition LU . De plus, les coefficients diagonaux de U sont strictement positifs.

DEMONSTRATION. D’apres la proposition précédente, tous les mineurs principaux de S
sont strictement positifs, en particulier non nuls : on peut donc appliquer le théoreme|8.13|a

1 0
la matrice S qui possede alors une décomposition S = LU avec L = e M,,(R) et
* 1
U1l *
U= e M, (R).
0 Unn
Soiti € {1,...,n} et notons S;, L; et U; les sous-matrices principales de taille i respectives
1 0 ui 1 *
deS,LetU:onal; = JU; = e M;(R) et
* 1 0 Ui g

Si A\ . (Li Oins\ ,, (U F
= (5 e)r-(5 ") vl o)

avec A,F e M; ,—i(R), B,D e M,,_; ;(R) et C, E, G € M,,_;(R). Alors

L;U; L;F >

SZLU‘(D@ DF + EG

et, en particulier, S; = L;U; et donc det (S;) = det (L;) det (U;) = H uj ;. Or det (S;) > 0 (par

j=1
i
la proposition précédente) donc H uj; > 0. On a ainsi montré que, pour touti € {1,...,n},
j=1
i
. . .. i i—1
[ [ui; > 0. En particulier uy1 > Oet, sii € {2,...,n}, [[5—;u;; > 0 et [[\Z] u;; > 0 donc,
j=1
i_7 Wi i
Ui; = 2:11 7 > 0. U

Hj:l uj j

THEOREME 8.28 (Décomposition de Cholesky). Soit S € S,,(R) une matrice symétrique
définie positive. 1l existe une unique matrice’T € M, (R) triangulaire inférieure a coefficients
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diagonaux strictement positifs (en particulier T est inversible) telle que

S =T"'T.

DEMONSTRATION. On considére la décomposition S = LU de S. D’apres le corollaire[8.27]
ci-dessus, les coefficients diagonaux v 1, ..., u,, de U sont tous strictement positifs et on
pose alors

A/UT1 0
D= € GL,(R).
0 Unn

Remarquons que 'on a
S=LU=LDD'U =T'T

A/ U11 0 A/ U11 0
ouT := LD = etT = YD71U) = car D71 =
* Unn * Unn
i 0
Uil
. . Notons que 7" et 7" sont des matrices triangulaires inférieures et que
1
0 VUnn

leurs coefficients diagonaux sont tous strictement positifs.
Nous allons montrer que T = T. Comme S est une matrice symétrique, on a T =
S = 'S = T'T et donc, comme la matrice T est inversible, 7-' T = 'T*T~!. A présent,

\/1111 0 1 0 1 *
comme T~ = ,onaT—lT = et tTtT-1 = ,
* o * 1 0 1

douT'T =1I,etdoncT =T.
Montrons enfin que la décomposition S = T'!T, avec T € M,,(R) triangulaire inférieure
a coefficients diagonaux strictement positifs, est unique. Soit donc 7”7 = €
* ton
M,, (K) une matrice triangulaire inférieure a coefficients diagonaux strictement positifs tels que
S = T'*T’" et montrons que 7" = T. Commengons par noter D’ la matrice diagonale inversible
. e M,(R).Ona S = T"'T" = T'D’"'D'*T". Comme T"D'~' € M,,(K) est une
0 tnn
matrice triangulaire inférieure de coefficients diagonaux tous égaux a 1 et D' 'T" € M, (K)
est une matrice triangulaire supérieure, I'égalité S = <T’D’ _1) (D'*T") estla décomposition
LU de S. On obtient ainsi les égalités L = TD~' = T'D' ' etU = D'T = D''T". Or D'T =
ui1 * tt *
et DT = donc, pour tout i € {1,...,n}, t2, = u;; i.e.
0 Unn 0 2
tis = 4/ui; (cart;; > 0), etdonc D' = D.D’ol;, comme TD=' =T1'D'7, Iégalité T = T". O

EXEMPLE 8.29. Considérons la matrice symétrique

6 2 -2
Si=[2 6 —2]|eS5R).
—2 -2 10
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Son polyn6éme caractéristique est xs = (6 — X)(4 — X)(12 — X) donc la matrice symétrique S
a 0 0

est définie positive. On chercheT' = [ b ¢ 0 | € M3(R) triangulaire inférieure de coefficients
d e f

diagonaux strictement positifs telle que

S=T!T =

Qo2
o o O

0
0
f

o O
oo o
~ O

On a alors
(1) a2 = 6donca = +/6 (cara > 0),
_ _ 2
(2) ba =2donch = NGl
_ _ 2
(3) da = —2doncd = ~ 7

(4) b2+c2:6doncc=m:%(c>0),
(5) db+ec=-2donce=1(-2—db) = /& (-2+3) =L
(6) d>+e?+ f2=10donc f = 4/10— 2 — L =3 (f > 0).
Ainsi

Ol o

% ~wv 3J\0 0 3
est la décomposition de Cholesky de la matrice symétrique définie positive S.

V6
2
sS=| %
Vs

2
0 \/6@—%
L -

S

REMARQUE 8.30. — Comme illustré dans I'exemple ci-dessus, le calcul de la décomposition
de Cholesky de S est plus avantageux que le calcul de la décomposition LU de S (il y
a moins de coefficients a déterminer).

— Si B est un vecteur colonne de M,, ; (R), la décomposition de Cholesky de la matrice
S permet de résoudre efficacement le systtme SX = B de vecteur inconnu X €
M,,.1 (R) : résoudre ce systeme revient a résoudre successivement les deux systemes
triangulaires inversibles 7Y = B, de vecteur inconnu Y € M,, ; (R), et 'TX =Y.

5. Méthodes itératives de résolution des systemes linéaires

Soit A € M,,(K) et A = M — N une écriture dans M, (K) avec M inversible. Soit B € K"
fixé. Soit X € K"

AX=B < (M- N)X=B «— X=M'NX+M'B.
On transforme ainsi un systeme linéaire en la recherche de point fixe.

THEOREME 8.31. Soit A € M,,(K) inversible et A = M — N une écriture dans M, (K) avec M
inversible. Soit B € K". On suppose que le rayon spectral p(M~'N) de M~'N est strictement
plus petit que 1. Alors, la suite définie par X, € K" fixé quelconque et pour tout k € N,

X1 =M INX,+ M B
converge et tend vers l'unique solution de AX = B.

DEMONSTRATION. Soit Y I'unique solution de AX = B. On peut donc écrire B = AY =
MY — NY Alors MX;1 — MY = NX; + B— MY = N(X, —Y)etdonc Xy — Y =
M~IN(X} —Y). Par récurrence, on obtient pour tout k € N

X, —Y = (MIN)¥(Xo-Y).
Comme le rayon spectral de M ~! N est supposé strictement inférieur a 1, la suite de matrices
((M~'N)*)ren converge vers 0 et par continuité (Xj)zen converge vers Y. O
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REMARQUE 8.32. Sion dispose d'une norme | || sur K" dont la norme matricielle subor-
donnée || || sur M, (K) vérifie ||M~N|| < 1, alors on dispose d'une majoration de I'erreur

| X =Y = [(MIN)*(Xo = V)| < (M N[ Xo = Y| < [|MTIN]F|Xo — Y.

DEFINITION 8.33. On dit qu'une matrice A = (a;;)1<i<n €St a diagonale strictement domi-

1<j<n
nante si sur toute lignei de A, |a;| > > j_1 |aijl.
JFi
3 1 -1
EXEMPLE 8.34. Lamatrice [2 —5 1 |estadiagonale strictement dominante.
1 2 4

LEMME 8.35. Soit A € M,,(K) une matrice a diagonale strictement dominante.
— Alors A est inversible.
— Soit M € M, (K) la diagonale de A et N := M — A. Alors la norme p(M~'N) <

1M N oo < 1.
r1
, . 2 ..
DEMONSTRATION. Soit A une valeur proprede Aetv = | . | un vecteur propre associé
In

de norme |v||, = 1. Soit i tel que |z;| = 1. Alors

n
A= aiil = [ = ai)zil = | D aijz; Z |aijas| < Z |aijl.
j=1
JFi J:Fl J#Z
On en déduit que A est non nulle et que A est donc inversible.
Par le lemme|6.13] on a p(M ! N) < || M~ N|| . Par calcul de la norme matricielle subor-

2y <1, O

[£27)

donnée a la norme infinie, || M~ N||o = max;{}}j_
JF

Comme conséquence du lemme, on obtient la

PROPOSITION 8.36 (Méthode de Jacobi). Soit A = (aj)1<i<n € My (K) a diagonale stric-

1<j<n
b1 o
by 20
tement dominante. Soit B = | | | € K". Alors, la suite définie par X(© = | "% | € K" fixé
b o
quelconque et pour toutk € N,
(k:+1
a; + —
Z Zj a/ZZ
]4”

converge et tend vers l'unique solution de AX = B.

DEMONSTRATION. La matrice A a diagonale strictement dominante est inversible. On
ail 0 0

0 a2
écrit A = M — N avec M = . € M,,(K) ladiagonalede Aet N := M — A =
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0 —ai —a1n
—azn 0 . 1
. La formule de récurrence pour tout k € N, X1 = M 'NXj +

—anl 0

M !B, s'exprime alors en coordonnées par la formule de la proposition. Par le lemme|8.35} le

rayon spectral de M ~!' N est strictement plus petit que 1. Le théoreme permet alors de
conclure. O
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Chapitre 9

Résolution de systemes linéaires surdéterminés

Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la résolution de systémes linéaires non nécessairement
carrés.

1. Méthode des moindres carrés

Soit A une matrice de M, ,,(K) (i.e. avec m lignes et n colonnes). Soit B un vecteur de K™.
L'équation AX = B d’'inconnue X € K" n'a de solution que si B appartient a 'image de A, qui
est un sous-espace vectoriel de K™ de dimension au plus n. Pour un vecteur B général, sim
est strictement plus grand que n, il n'y a donc pas de solution.

On cherche plutot un vecteur X tel que la distance entre AX et B soit minimale. On note
p(B) la projection orthogonale de B sur 'image de A. Alors, par le théoréeme de Pythagore,
puisque AX — p(B) € Im (A) et p(B) — B e (Im A)+,

|AX = BJ? = |AX — p(B) + p(B) = B|? = |[AX — p(B)|* + [p(B) — B|* = |p(B) - BJ?
est minimale exactement quand AX = p(B). Or,

AX =p(B) — AXelm(A)etAX —B1lIm(A) — VY eK", (AY,AX —-B)=0
— YWeK"'"YAAX —B) =0 «— VY e K" (Y,AAX — B))=0
— UAX =AB.

On est donc conduit a résoudre I’équation 4AX = 4B, dite des moindres carrés, avec
la matrice carrée 4A € M, (K). Le lemme suivant assure l'existence d’une solution a cette
équation.

LEMME 9.1. Soit A une matrice de M,, ,(K). Alors l'équation des moindres carrés' AAX =
AB admet une solution. Si de plus, A est de rangn, alors A A est inversible et il y a une unique
solution (AA)~1AB.

DEMONSTRATION. On va montrer Im (44) = Im (4). On a d’abord par définition, I'inclu-
sion Im (AA) < Im (4). D’autre part, Ker (44) > Ker (A). Soit X € Ker (4A4). Alors |AX|? =
HAX)(AX) = 'XAAX = 0 etdonc AX = 0. Ainsi, Ker (4A) = Ker (A). Par le théoreme du

rang, on en déduit dim Im (4A) = dim Im (A4) = dim Im (A) puis Im (4A) = Im (A) O
00 1 0 01
. 1 3 1 . 1 3 1

EXEMPLE 9.2. Soit A = 5 o€t B = ol Comme la matrice 9 9 0|t derang 3,
3 1 0 310

la matrice A est de rang 2 et B n’est pas dans I'image de A. Comme AA = Gé 12) et

UB = (é) , la solution de I'équation AX = B au sens des moindres carrés est la solution
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14 10\ (=) _ (1) , . s 1 ~(-1/6Y ., ) ~1/6 -
de (10 14> (y> N <3> c'estadire X = ( 1/3 ).Lerreur commise est ||A< 13 ) - B|| =

0
|- v
~1/6

2. Droite de régression

Etant donné un nuage de points ((z;, ¥;))i=1.... m dans le plan K? on cherche une droite
qui I'approche au mieux. Idéalement, on cherche a et b dans K tels que pour touti = 1,--- ,m,
y; = ax; + b autrement dit

1 1 Y1
2 1 a\ Y2
o\ |
Tm 1 Ym

Comme les points ne sont en général pas alignés, on cherche plutdt a minimiser la distance
(au carré) 3" | (aw; + b — y;)%. On calcule avec les moyennes 7 := >, z;/m ety := >, y;/m. La
matrice

r1 1
T owy o owm) | P2 L (Y27 mT
1 1 -+ 1 o \mzT om
Ty 1
T 1
T2 1 . , .
estderang2comme | . . |silesz; ne sont pas tous égaux et a pour inverse
Tm 1

1 < m —mm)
2 =2 \ _m7T 2/
my, 7 —m?T mT Y, x;

Y1
Ce Y2 s
Comme [ *' *2 m = 2 LiYi , on trouve
1 1 .- 1 : my
Ym
_ D5 TiYi — MTY eth — (2 x%)g — T2 Tiyi) ‘
> xi — mz? > x2 — mz?

3. Décomposition en valeurs singulieres
On cherche une forme de diagonalisation des matrices non nécessairement carrées.
DEFINITION 9.3. On dit qu'une matrice D = (dij)1<i<m € My o(K) est diagonale si ses seuls
termes non nuls sont parmi les d;;. s
LEMME 9.4. Soit A € My, ,(R). Alors'AA € M, (R) est symétrique réelle positive.

DEMONSTRATION. La démonstration est formellement la méme que pour les matrices
carrées. D’abord {(4A) = tA(*(A)) = 4A. Pour tout X e R, ona‘XUAX = |[AX|?>0. O

DEFINITION 9.5. Soit A € My, »(R). Les valeurs singulieres de A sont les racines carrées
positives des valeurs propres de la matrice symétrique réelle positive A A.
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THEOREME 9.6 (Décomposition en valeurs singulieres). Toute matrice A € M, ,(R) se
décomposeen A = UX'V ouU € M,,(R) etV € M, (R) sont orthogonales et € M,, ,(R) est
diagonale avec les valeurs singulieres de A sur la diagonale.

DEMONSTRATION. On munit R” et R™ de leur produit scalaire standard noté ( , ). Comme
A A est symétrique réelle, il existe une matrice orthogonale V de M,,(R) de passage entre la
base canonique de R" et une base orthonormale de vecteurs propres V; de 4 A telle que

A1
A2

UA=V . V. Quitte a ordonner les espaces propres, on peut supposer

An
que pour touti = 1,---,r, \; > 0Oetpourtoutj =r +1,--- ,n, A\; = 0. Comme

N sido
(AV;, AV;) = {AV) AV = "VAAV; = NV = 4 0 2 =

0siij.
la famille F = {\/%Avl, ﬁA‘/Q, . \/%AVT} est orthonormale de R™. On complete cette

famille libre, d’abord en une base de R™ puis, par orthonormalisation, en une base ortho-
normée (U;) de R™. On note U la matrice de passage de la base canonique de R™ a cette
01

g2

base. On va montrer que ‘UAV = Y ou X := o, est la matrice diagonale

de M,,,(R) avec les valeurs singuliéres o; := +/); de A. Le coefficient (‘U AV');; se calcule par
('UAV);; = ligne,(*U)A colonne; (V) = 'U; AV;.

Sii < r, il vaut

Vi 0siij.

Sii>r+1letsij <r, U;estorthogonal a AV etle coefficient estdonc nul. Sii > r + 1 etsi
ji=r+1,|AV;|? = 'V;AAV; = TV (AAV;) = 'V;);V; = 0 et donc AV, = 0 et le coefficient est

115(A‘/;)AV}:{\/)‘J'SIZZJ

encore nul. On a donc obtenu !UAV = ¥ et puis A = UX!V. O
EXEMPLE 9.7. On reprend 1’exemple On vérifie que ‘A A <_11> =4 (_11> et 44 G) =
NZE 2 0
1 (11 o v 0 26
24 (1>.OnpeutdoncprendreV.— % (_1 1> orthogonale et ¥ := o o 1710 0|
0 0 0 0
Ensuite,
0 0
1 1 1 1 ]-1 1 1 /1 1 |1
U= —A— =— etUs = —A— = —
: ﬂﬁ(—l) V2o | e 2(1> V3 |1
1
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1 0
qu’on peut compléter en une base orthonormée de R* avec Us := 8 etU := % _12
0 1
0O 0 1 0
-1 1 3 L
On obtient U := ‘65 f 0 l/j orthogonale et on peut vérifier que A = UV
ERVAR
v v

4. Pseudo-inverse

DEFINITION 9.8. Soit A € M,, ,(R) et une décomposition en valeurs singulieres A = US'V
ouU € M,,(R) etV € M,(R) sont orthogonales et € M,, ,(R) est diagonale avec les valeurs

singulieres de A sur la diagonale. La matrice pseudo-inverse de A associée a cette décomposition

1
o1

est la matrice A' .= VX''U avecy) := " de M, ,(R).

(Elle dépend a priori du choix de la décomposition en valeurs singulieres.)

LEMME 9.9. Avec les notations précédentes, sir = rang(A)
— AA’ est le projecteur orthogonal de R™ sur l'image de A
— A’ A est le projecteur orthogonal de R" sur l'image de' A.
— AAA=AetAAA = A
— sir=n<malorsA’A =1,

— etsir =m =<nalors AA' = I,,.

DEMONSTRATION. Comme A = UX!V et A = VXU,

1

AA = U 1 U € My (R) et A'/A =V 'V e My (R)

ou les matrices diagonales ont exactement r coefficients égaux a 1. Toutes les propriétés en
découlent. O

THEOREME 9.10. Soit A € M,,,(R) derangr = n < m et A’ une pseudo-inverse. Soit
B e R™. Alors, la solution de AX = B au sens des moindres carrés est A’ B.

DEMONSTRATION. 1l suffit de vérifier que A’B est solution de I'équation 4AX = AB. Or,

AAA'B = (VIS US'V)(VETU)B = V(IEEY)'UB = V('X)'UB = 'AB. O

128



0 0
EXEMPLE 9.11. On reprend I'exemple(9.2, Une pseudo inverse de A = ; g est

3 1
~1 1
1 G

1 /1 1\(5 0 0 0\|0 = = —% 1 /0 -2 1 4
A =Vvy'U = — 2 V3 VB VB | = —
VU\/§<—11><02\1/500>1000 12(041—2)

1 -2 1
0 % % ¥

On vérifie que A’A = I, et on retrouve que la solution au sens des moindres carrés de AX = B

Jorrn-e2)- ()

avec B = 1 est A/'B=A'

(aw]
S O =
W=

o

129






Version du 2 décembre 2022



	Index des notations
	Chapitre 1. Formes linéaires et dualité linéaire
	Introduction
	1. Formes linéaires sur un espace vectoriel et espace dual
	2. Base duale
	3. Aspects matriciels
	4. Hyperplans
	5. Annulateur d'un sous-espace vectoriel et correspondance duale
	6. Application transposée
	7. Bidual

	Chapitre 2. Espaces euclidiens
	Introduction
	1. Produit scalaire sur un espace vectoriel réel
	2. Norme euclidienne
	3. Orthogonalité dans les espaces euclidiens
	4. Familles orthogonales, familles orthonormales
	5. Orthonormalisation de Gram-Schmidt
	6. Projections orthogonales, distances euclidiennes
	7. Représentation matricielle du produit scalaire
	8. Orthogonalité et dualité dans les espaces euclidiens
	9. Endomorphisme adjoint
	10. Endomorphismes orthogonaux et matrices orthogonales
	11. Décomposition QR d'une matrice inversible
	12. Introduction aux espaces hermitiens

	Chapitre 3. Rappels et compléments sur la réduction des endomorphismes
	Introduction
	1. Arithmétique des polynômes et applications
	2. Diagonalisabilité et diagonalisation
	3. Polynômes annulateurs et diagonalisabilité
	4. Polynôme minimal
	5. Polynôme caractéristique
	6. Forme réduite des endomorphismes nilpotents
	7. Triangularisabilité et triangularisation
	8. Réduction de Jordan

	Chapitre 4. Exponentielle de matrices
	Introduction
	1. L'espace vectoriel normé Mm(K)
	2. Définition et propriétés de base de l'exponentielle de matrices
	3. Calcul de l'exponentielle d'une matrice via la réduction de Jordan
	4. Application à la résolution des systèmes différentiels linéaires d'ordre 1 à coefficients constants

	Chapitre 5. Réduction des endomorphismes des espaces euclidiens
	Introduction
	1. Compléments sur la diagonalisation
	2. Diagonalisabilité des endomorphismes symétriques
	3. Réduction des endomorphismes et matrices orthogonaux
	4. Matrices symétriques positives, racines carrées
	5. Décomposition polaire
	6. Dans les espaces hermitiens
	7. Réduction des coniques

	Chapitre 6. Normes matricielles subordonnées, rayon spectral, conditionnement
	1. Introduction
	2. Normes matricielles subordonnées
	3. Rayon spectral
	4. Conditionnement

	Chapitre 7. Matrices stochastiques et théorèmes de Perron-Frobenius
	Introduction
	1. Matrices stochastiques et vecteurs stochastiques
	2. Matrices positives, strictement positives, primitives, irréductibles
	3. Les théorèmes de Perron-Frobenius
	4. Le cas des matrices primitives stochastiques

	Chapitre 8. Résolution de systèmes linéaires, décompositions LU et décomposition de Cholesky
	Introduction
	1. Méthode du pivot de Gauss pour la résolution de systèmes linéaires
	2. La décomposition LU
	3. La décomposition PLU
	4. La décomposition de Cholesky
	5. Méthodes itératives de résolution des systèmes linéaires

	Chapitre 9. Résolution de systèmes linéaires surdéterminés
	Introduction
	1. Méthode des moindres carrés
	2. Droite de régression
	3. Décomposition en valeurs singulières
	4. Pseudo-inverse


