— Mathématiques — -

aS

Exercices pour I’Agrégation (Algebre)

Le but de cette feuille est de montrer comment étendre les résultats connus sur la similitude
des matrices, I'irréductibilité des polynomes, la classification des espaces vectoriels, a des
structures définies sur un anneau A plutot que sur un corps K.
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1. SIMILITUDE ET EXTENSION DE CORPS

Exercice 1 (Similitude sur R et C)

Le but de I’exercice est de montrer que deux matrices carrées réelles semblables dans M, (C)
le sont également dans M, (R). Soit A et B deux matrices carrées réelles semblables par
P = @ + iR inversible dans M,,(C) avec Q, R € M,(R) (i.e. PA = BP).

1. Montrer que si () ou R est inversible alors, A et B sont semblables dans M, (R).
Réponse : IVégalité PA = BP implique en isolant les parties réelles et imaginaires
QA = BAet RA = BR. Ainsi, si () ou R est inversible, A et B sont semblables sur R.

2. Dans le cas général, montrer que A et B sont semblables dans M,,(R) par une matrice
inversible de la forme Q + xR.

Réponse : Pour tout z € R, (Q + zR)A = B(Q + xR). Par ailleurs, la fonction
polynomiale = — det(Q+x R) est a coefficients réels, non nulle en i puisque P = Q+iR
est inversible. Il existe donc un réel x tel que () + xR soit inversible : A et B sont donc
semblables sur R.

Exercice 2 (Similitude sur K et L)

Soit K un corps commutatif infini et L O K un sur-corps de K. Soit A et B deux matrices
de M, (K) semblables dans M, (L). Le but de ’exercice est de montrer qu’elles sont méme
semblables dans M,,(K'). On cherche donc a montrer I’existence d’une solution P = (p;;) €
M,,(K) du systeme linéaire PA — BP = 0, inversible dans M, (K).

1. Montrer que le rang r de ce systeme sur K est strictement inférieur 2 n?. On notera
m:=n?—r > 0.
Réponse : Comme ce systeme linéaire homogene a coefficients réels d’inconnue P
admet une solution non nulle dans M,,(C), son rang sur C n’est pas maximal : il est
donc inférieur a n?. Mais le rang sur R comme sur C est la taille du plus grand mineur
non nul de la matrice du systeme. Les deux rangs de cette matrice a coefficients réels

sont donc égaux et strictement inférieurs a n?.
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2. Soit Py, P, --- , P, une base de I’espace des solutions sur K. En utilisant le polyndme
det(Xq1 P+ XoPo + -+ + X, Py) € K[Xy, Xs, -+, X,,], montrer que A et B sont
semblables dans M,,(K) par une matrice inversible de la forme x1 P, + xoPy + - - - +
TP
Réponse : Par calcul de mineurs, Py, P, - - - , P, est une famille libre sur L comme sur
K de solutions de PA = BP. Par la question précédente, c’est donc une base de 1’espace
des solutions sur L. On peut donc écrire la solution 7 comme combinaison a coefficients
dans L des P;. Par conséquent, le polyndme det(X1 P, + XoPs + -+ + X, Pp) €
K[Xy, Xy, -+, X,,] est non nul : il existe donc un m-uplet (xy,- -, z,,) € K™ tel que
x1 Py + -+ - + x, P, est une matrice inversible de M,,(K') qui conjugue A et B.

2. IRREDUCTIBILITE DANS A[X] VS K[X]

Exercice 3

Donner I’exemple d’un anneau principal A tel que A[X] ne soit pas principal.
Réponse : Avec I’anneau A = Z euclidien donc principal, dans ’anneau A[X], I'idéal (2, X)
strict n’est pas principal, car les seuls diviseurs communs de 2 et X sont 1 et —1. Avec I’anneau
A = K[X] principal, I’idéal (X,Y") de I’anneau K [X][Y]| = K[X, Y] n’est pas principal.

Exercice 4 (polyndmes irréductibles de A[X])

Le but de I’exercice est de déterminer les polyndmes irréductibles de A[X] si A est un anneau
factoriel. Soit donc A un anneau factoriel (i.e. intégre et vérifiant la propriété suivante : ayant
fixé un ensemble Z de représentants des éléments irréductibles pour la relation d’association,
tout élément a de A s’écrit de fagcon unique comme a = u ] __; 7U=(2) oi1 u est une unité de A,
v, (a) des entiers naturels et si x € A est non nul, 2° := 1.)

On notera K son corps de fractions (i.e. construit comme (Q a partir de Z ou bien si I’anneau
A inclus dans un corps L, K est composé des éléments ab~! de L, avec a,b € A x (A — {0}))

1. Rappeler les définitions d’irréductibilité, de primalité et de la relation d’association dans
un anneau integre.

Réponse : Soit A un anneau (commutatif avec unité) integre. Un élément a est dit
irréductible si ce n’est pas une unité, et si pour tout b, ¢ € A, la relation a = bc implique
que b ou c est une unité (i.e. inversible) dans A.

Un élément p € A est dit premier s’il n’est pas nul, si ce n’est pas une unité et
s’il satisfait la propriété d’Euclide : pour tout a,b € A, p|ab implique p|a ou p|b. Les
éléments premiers sont irréductibles. La réciproque caractérise les anneaux factoriels
parmi les anneaux integres qui ont la propriété d’existence de factorisation en produits
d’irréductibles.

Deux éléments a et b sont dit associés si a|b et bla. Comme A est integre, il est
équivalent de dire qu’il existe une unité u de A tel que a = ub.

2. Montrer que le groupe (A[X])* des inversibles de A[X] est réduit au groupe A* des
polyndmes constants inversibles dans A.
Réponse : En considérant les termes de plus haut degré, puisque A est integre, I’égalité
P@Q = 1 implique que P et () de degré nul sont dans A. Les unités de A[X] sont donc

les polyndmes constants inversibles dans A.
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3. Montrer que A[X] est integre.

Réponse : En considérant les termes de plus haut degré, puisque A est inteégre, I’ égalité
P@Q = 0 implique que P et () de degré nul sont des constantes de A. L’anneau A[X] est
donc integre comme A.

4. On définit le contenu ¢(P) d’un polyndme non nul P de A[X]| comme un pgcd dans A

(bien défini modulo les unités de A) des coefficients de P. Montrer que si P et () sont
deux polyndmes non nuls de A[X] alors ¢(PQ) = ¢(P)c(Q). On pourra commencer par
le cas ol ¢(P) = ¢(Q) = 1 (on dit que P et ) sont primitifs).
Réponse : Soit P = pyg + i X + po X2+ -+ pgXletQ = qo + -+ + ¢ X¢ deux
polynémes de A[X| primitifs. Soit a un élément irréductible de A. Comme P et () sont
primitifs, il existe ¢ < d et j < e tels que a divise les p; pour [ < i et les g, pour
m < j mais ne divise ni p; ni ¢;. Le coefficient de degré ¢ + j < deg P() de P() estla
somme des p;q,, avec soit [ < 7 soit m < 7, divisible par a et de p;g; non divisible par a
premier dans A factoriel. Ainsi, les coefficients de P(Q) n’ont pas de diviseurs communs
irréductibles. Le polyndome P() est donc aussi primitif. Soit maintenant P et () deux
polyndmes de A[X]. Comme P/c(P) et QQ/c(Q) sont des polyndmes primitifs de A[X]
la premigre partie montre que PQ/c(P)c(Q) I’est aussi. Le pged des coefficients de PQ
est donc ¢(PQ) = ¢(P)c(Q).

5. Montrer que les polyndmes de A[X] constants irréductibles dans A et les polyndmes de
A[X] non constants primitifs et irréductibles dans K[X] sont irréductibles dans A[X].

Réponse : Soit P un polyndme constant irréductible dans A. Ce n’est pas une unité de
A, donc pas non plus de A[X]. Si P = )R, par considération des termes de plus haut
degré, () et R sont aussi constants dans A. Puisque P est irréductible dans A, () ou R
est une unité dans A donc dans A[X]. Donc P est irréductible dans A[X].

Soit P € A[X] primitif et irréductible dans K[X]. Ce n’est pas une unité de K[ X],
donc pas non plus de K, ni de A, ni donc de A[X]. Soit @ et R de A[X] tels que
P = QR. comme P = QR dans K[X], soit ) soit R est inversible dans K[X] donc
constant. Comme ¢(P) = 1 = ¢(Q)c(R), @ et R sont primitifs. Ainsi () ou R est une
constante inversible dans A, et P est donc irréductible dans A[X].

6. Réciproquement, soit P € A[X] irréductible dans A[X].

(a) si deg P = 0, montrer que P est un polyndme constant irréductible dans A.

Réponse : Puisque deg P = 0, P est constant. Puisque P est irréductible, cette
constante est irréductible dans A.

(b) si deg P > 0, montrer que P est primitif.
Réponse : Si P n’est pas primitif, P = ¢(P)P/c(P) n’est pas irréductible dans
A[X].

(c) sideg P > 0, montrer que P est irréductible dans K[ X].

Réponse : Comme il n’est pas constant, P n’est pas une unité de K[X|.Si P = QR
avec () et R dans K[X], alors, on écrit () = a/bq avec ¢ primitif dans A[X] et a et
b dans A premiers entre eux et de méme R = c¢/dr avec r primitif dans A[X] et c et
d dans A premiers entre eux. On trouve bd P = acqr, et en calculant les contenus,
puisque P, g et r sont primitifs, bd = ac. Par conséquent, puisque A est integre,
P = gr dans A[X]. L’irréductibilité de P dans A[X| donne que p ou ¢ est une unité
de A et donc P ou () est une unité de K [X|. Donc, P est irréductible dans K[X].



3. A-MODULE ET K-ESPACES VECTORIELS

Exercice 5 (Exemples)

1. Donner I’exemple d’un anneau A et d’un sous A-module libre de rang n strict dans A™.
Peut-on choisir que A soit un corps ?
Réponse : 27, C 7 est un Z sous module libre strict de rang maximal dans le Z-module
Z. Par contre, un sous espace vectoriel de dimension maximal d’un espace vectoriel de
dimansion finie ne peut pas étre strict.

2. Donner I’exemple d’un anneau A et d’un A-module de type fini qui n’admet pas de base.
Peut-on choisir que A soit un corps ?

Réponse : Le Z-module Z /27 de type fini n’admet pas de base car tous ses éléments a
vérifient 2a = 0. Par contre, tout espace vectoriel de dimension finie admet une base.

Exercice 6 (classification des A-modules de type fini sur les anneaux principaux)

On admettra le théoreme de la base adaptée, qui précise le fait qu'un sous-module d’un
module libre sur un anneau principal est libre.

Théoreme Soit A un anneau principal, M un A-module libre de rang r > 0 et N un sous
A-module de M. Alors, il existe une base (v, vq, - - ,v,) de M, un entier m < r et des scalaires
non nuls ay, as, - - - , a,, de A tels que

— ailas| - am
— (ayv1, agva, - -+, apvy,) est une base de N.

Démontrer le théoreme de classification des A-modules de type fini sur les anneaux principaux.
Théoreme Soit A un anneau principal et M un A-module de type fini. Alors, il existe un
entier naturel v, un entier m, et des scalaires ai|as| - - |a,,) tous non nuls et non-inversibles
dans A tels que
M=A"®A/aAD AJasAD - D Ala,A.

A titre culturel, noter que 1’entier r est appelé le rang de M. 11 ne dépend pas du choix d’un
supplémentaire de la torsion. Les a; sont appelés les facteurs invariants de M. 1ls sont bien
définis a association pres. La donnée (r, a;) caractérise le A-module a isomorphisme prés.
Réponse : Soit M un A-module de type fini sur un anneau principal A. Soit g1, go,- - - , g, un
systeme fini de générateurs de M. Soit le morphisme de A-module f : AX; ®---d AX, —
M, X; — g¢;. Son noyau N(f), qui est un sous-module du module libre AX; @ --- G AX,
admet par le théoréme de la base adaptée une base de la forme (av1, agva, -+ , Ay vy,) OU
ailas| - - - |a,, sont des éléments de A et out (vq, v, -+ ,v,) est une base de AX; & --- H AX,.
Par le théoréme d’isomorphisme pour f, M estisomorphe a8 AX;®---®AX,/N(f), isomorphe
aA/a A AJas A Ala, Ad AT,

Exercice 7 (Existence de supplémentaires)

Soit A un anneau principal et M un A-module libre de type fini. Soit /N un sous A-module de
M. Montrer que N admet un supplémentaire dans M si et seulement si M /N est sans torsion.
Réponse : Si M/N est sans torsion, par le théoréme de la base adaptée, il existe une base
(v1,---,v,) de M etun entier m < r tels que (v, -+, v,,) soit une base de N (les a; sont tous

égaux a 1). Par conséquent, Av,, 1 & - - - Av, est un supplémentaire de V.
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Réciproquement, si N admet un supplémentaire S tel que M = N @ S. Maintenant , M /N
est isomorphe au sous module S de M libre donc sans torsion. Donc M /N est sans torsion.

Exercice 8 (Noyau)

Soit A un anneau principal, M un A-module et a € A. On appelle noyau de a le sous-module
M (a) de M défini par M (a) :={m € M,am = Op}.
1. Montrer que si a et b dans A sont premiers entre eux (i.e. aA + bA = A), alors
M (ab) = M(a) ® M(b).
Réponse : D’abord, M (a) & M (b) C M(ab). Si a et b sont premier entre eux, il existe

w et v dans A tels que 1 = au + bv. Ainsi, tout m dans M (ab) est somme de aum dans
M (b) et bum dans M (a).

2. Plus généralement, soit ay, as, - - - , a,, des éléments de A deux a deux premiers entre
eux et a leur produit. On cherche a le théoreme des noyaux
M(a) = & M (a;).

(a) En remarquant que les b; := [ | ;4 @ sont premiers entre eux, et qu’il existe donc
des \; dans A tels que 1 = )~ \;b;, montrer que M (a) = >~ M(a;).

Réponse : Tout irréductible p (premier) qui divise b; divise I’'un des a; pour j # i et
ne divise donc pas a; car les a; sont deux a deux premiers entre aux. Un irréductible
qui diviserait tous les b; ne divise donc aucun a; et ne peut donc pas diviser b;. Les
b; sont donc premiers entre eux.

D’abord, " | M(a;) C M (a). On conclut en remarquant que tout élément m de
M (a) et somme des éléments \;b;m de M (a;).

(b) On note 7; I’application de M (a) sur M (a) qui envoie m sur \;b;m. Montrer que
So.m = Id, que sii # j, alors m; o m; = 0 et donc 77 = m;. En déduire que
M(a) = ®;Im(m;).

Réponse : On a vu que tout m de M (a) est somme des \;b;m. Donc, ). m; =
Id. Comme a|bb;, pour m € M(a), m; o mj(m) = \A;b;b;m = 0. Maintenant
T =m0y, ;T = 72. On a donc un systéme complet (7;) de projecteurs et donc

(c) Montrer que Im(m;) = M(a;), et conclure.

Réponse : Par construction de m;, Im(m;) C M(a;). Réciproquement, soit m €
M (a;). Par la formule de Bezout, m = > \;b;m = \bym = m;(m) € Im(r).
Donc, Im(m;) = M (a;) et M(a) = &, M(a;).

Exercice 9 (Modules de torsion)

Soit A un anneau principal et M un A-module de type fini de torsion. Soit p un élément
irréductible de A. On appelle composante p-primaire de M la réunion M, := J,. M (p') des
noyaux des puissances de p.

Montrer que M = @,z M, ou Z est un ensemble d’irréductibles deux a deux distincts a
association pres.

Réponse : Soit g1, - - - g, un systeme de générateurs de M. Comme M est de torsion, il existe
a; € A qui annule g;. Alors [ [ a; est non nul dans A intégre et annule M. L’annulateur de M est
donc un idéal principal non nul de A. Soit a un générateur et a = u [ [ p; son écriture comme
produit d’irréductibles deux a deux distincts a association pres. Soit m € M,,. Il est annulé par

a et par une puissance p¥, donc par couple de Bezout, par leur pgcd et donc dans A factoriel par
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p;*. Donc, M, C M(p;") et méme My, = M (pj") car I’inclusion opposée est évidente. Par le
théoreme des noyaux, comme les p;* sont deux a deux premiers entre eux, on peut conclure.

Exercice 10 (Endomorphisme et K [X]-modules de type fini de torsion)

Soit K un corps et £ un K -espace vectoriel.

1. On suppose que £ est de dimension finie. Soit v un endomorphisme de . Montrer que
I’application
sy K[X]|x E — E
(P,v) = P(u)(v)
munit £ d’une structure de /[ X |-module de type fini de torsion. Comment retrouver le
polyndme minimal de u a partir de cette structure ?

Réponse : La donnée de s, est équivalente a la donnée du morphisme d’algebre ), :
(K[X],+,.,X) — (Endg(E),+,.,0), P — P(u). Elle définit donc une structure
de K[X]-module. Puisque E est un K -espace vectoriel de dimension finie, il est a
fortiori un K [X]-module de type fini. Puisque K [X] est de dimension infinie alors
que Endk(E) est de dimension finie, le noyau de 1, est un idéal non nul de I’anneau
principal K [X] : son générateur unitaire est le polyndme minimal de u. En particulier,
E estun K[X]-module de torsion.

2. Que donne I’exercice 9 pour cette structure ?

Réponse : Pour P irréductible dans K[X], la composante P-primaires de E est le sous
espace caractéristique. L’exercice 9 montre donc que F est somme directe des espaces
caractéristiques.

3. Réciproquement, soit s : K[X] x £ — E une structure de K [X|-module de type fini
de torsion sur un K-espace vectoriel £. Montrer que £ est de dimension finie sur K.
Définir un endomorphisme « de £ dont la structure s, de K [X]-module associée par la
question 1. est la structure s.

Réponse : Soit gy, - , g, un systeme de vecteurs de I générateur pour la structure
de K[X]-module. Comme s est de torsion, soit P, € K|[X| unitaire annulateur de g;.
On obtient que tout élément de £ s’écrit comme combinaison linéaire a coefficients
dans K des vecteurs X* - g; avec 1 < i < ret0 < k < degP,. Donc, E est un
K-espace vectoriel de dimension finie. L’application v : £ — E, v — X - v est
linéaire, par les propriétés de la structure s de & [X|-module. Comme pour ce choix de
u, P(u)(v) = P(X) - v, s, = s.

4. Montrer que deux K [X|-modules de type fini de torsion sont isomorphes si et seulement
si les endomorphismes associés sont conjugués.

Réponse : Soit E et F' deux K[X]-modules de type fini de torsion isomorphes par
I’isomorphisme de K [X]-modules ¢ : E'— F (donc de K -espaces vectoriels). Comme
pourv € E, X - p(v) = (X -v), up(¢(v) = p(ugp(v)). Donc ug et up sont conjugués.
Réciproquement, si up et up sont conjugués par un isomorphisme f de K-espaces
vectoriels, f(P(X)-v) = f(P(ug)(v)) et P(X) - f(v) = P(ur)(f(v)) sont égaux, et
f est donc un isomorphisme de K[X]-modules.

5. Donner I’endomorphisme associé au K [X]-module K [X]/(X — A\)"K[X]ou X € Aet
m € N*. On choisira une K-base adaptée.
Réponse : Dans labase (X — \)" 1 (X —\)™ 2 ... 1de K[X]/(X —A)™K[X] (on
ne note pas les classes), la matrice de I’opération de multiplication par X est la matrice

de Jordan J,, ().
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6. Donner I’endomorphisme associé au K[X]-module K[X]/P(X)K[X] ou P est un
polynéme de K'[X]. On choisira une K-base adaptée.

Réponse : Dans la base canonique (1, X, -+, X%1) ou d = deg P, la matrice de la
multiplication par X est la matrice compagnon de P.

7. On suppose que E est de dimension finie. Soit « un endomorphisme de .

(a) Que donne le théoreme de classification des K [X|-module de type fini pour 1’endo-
morphisme u ?
Réponse : Par le théoréme de classification des K[ X | modules de type fini, dans
le cas des modules de torsion, il existe des polyndmes P, |P,| - - - |P; de K[X] tel
que le K [X] module s, soit isomorphe a K [X|/PK[X]|® -+ K[X]|/P;K[X]. Par
caractérisation de 1’isomorphisme, et par la question 6., £/ admet une base dans
laquelle la matrice de u est diagonale par blocs compagnons associés aux polyndmes
P;. C’est le théoreme de Frobenius.

(b) Décrire le polyndme minimal et le polyndme caractéristique de u.
Réponse : Le polyndbme minimal est p, = P, et le polyndme caractéristique
Xu = 1P
(c) Montrer qu’ils ont les mémes facteurs K -irréductibles.

Réponse : Par les conditions de divisibilité, P;|Ps| - - - | Py, p, €t x,, ont les mémes
facteurs irréductibles.

8. On suppose que £ est de dimension finie. Soit © un endomorphisme de F dont le

polyndme minimal est scindé. Montrer que u admet une forme de Jordan.

Réponse : Par le théoréme de classification des /[ X|-module de type fini de torsion, il
existe des polyndmes P; | P,| - - - | P; de K[X] tel que le K [X| module s, soit isomorphe
a K[X]/PK[X]® - K[X]/P;K[X]. Comme P, est générateur de 1’annulateur du
K[X]-module, P, est le polyndme minimal de « : il est donc scindé. Par caractéristation
de I’isomorphisme, et par la question 5., on trouve que u admet une forme de Jordan.
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