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UN RAPPEL

Exercice 1. Soit P et () deux polyndmes de 1’anneau factoriel C[ X, Y| sans facteurs communs.

(a) En utilisant I’existence d’un polyndme non nul D de C[X] et de polynémes U, V de C[ X, Y]
tels que D = UP + V@, montrer que C[ X, Y]/(P, Q) est de dimension finie.

(b) Retrouver que I’ensemble V (P, Q) := {(z,y) € C? P(z,y) = Q(x,y) = 0} est un
ensemble fini.

IDEAUX ET VARIETES

Exercice 2. Soit k£ un corps.

(a) Soit F un sous-ensemble de A" (k) et x un point de A" (k) — E. Existe-t-il un polynéme F
de k[ Xy, -, X, | tel que Fijg =O0et F(x) =17

(b) Soit V' un sous-ensemble algébrique de A" (k) et x un point de A" (k) — V. Existe-t-il un
polyndéme F'de k[ Xy, -+, X,,] tel que Fjyy = Oet F(x) =17

(c) Soit V un sous-ensemble algébrique de A" (k). L’ensemble V' est-il une intersection finie
d’hypersurfaces de A" (k) ? Une hypersurface de A™ (k) est le lieu des zéros d’un polynéme
non constant de k[ X1, - |, X,,].

Exercice 3. (a) A I’aide de division euclidienne, déterminer des générateurs I’idéal 1(S) de
C[X, Y] des polyndmes nuls sur S = {(1,2)} = C2
(b) Déterminer des générateurs 1’idéal I(7T) de C[X,Y] des polyndmes nuls sur 7 =
{(1,2),(3,4)} c C%
Exercice 4. Soit [; et 5 deux idéaux de k[z1, - - - , z,]. Vérifier que
V([l) U V([Q) = V([l M [2) = V([llg)

Exercice 5. Soit k£ un corps.
(a) Montrer que I’'image de I’application
o Al(k) —  A%(K)
t — (L, 12 1)
est incluse dans I’ensemble D := {(x1, 29, 73) € k3, 22 = 5 et 7179 = 73},
(b) Montrer que I’image de I’application ¢ est un sous-ensemble algébrique de A3(k).

Exercice 6. Déterminer un systeme de générateurs pour 1’idéal de la réunion ¢; U {5 U (3 des
axes de coordonnées canoniques dans A3(R). i.e. {1 := {(x1, 72, 23) € R® 29 = x3 = 0}.



ToPOLOGIE DE ZARISKI

Exercice 7. Soit k£ un corps infini.
(a) La topologie de Zariski sur A" (k) est-elle séparée ?
(b) Tout ouvert de Zariski est-il une réunion finie de complémentaires d’hypersurfaces ?

Exercice 8. (a) Toute fonction continue pour la topologie métrique sur C", nulle sur un sous-
ensemble £ de C™ est-elle nulle sur I’adhérence de Zariski de F ?

(b) Toute fonction polyndmiale sur C", nulle sur un sous-ensemble £ de C" est-elle nulle sur
I’adhérence de E pour la topologie métrique ?

(c) Soit E un sous-ensemble de C". Comparer pour I’inclusion F, I’adhérence E"de E pour

la topologie métrique et I’adhérence Ede B pour la topologie de Zariski.

Exercice 9. (a) Déterminer a I’aide de générateurs I’idéal /(E') des polyndmes de C[ X, Y| nuls
sur £ = {(z,y) € C2,In e N, (x,y) = (n?,n3)}. Si P(X,Y) est dans I(E), on pourra
effectuer une division euclidienne de P par le polynéme unitaire Y> — X* dans k[ X][Y].

(b) Déterminer 1’adhérence de Zariski X de X.

Exercice 10. Soit n un entier supérieur a 3.

(a) Le sous ensemble de M,,(R) des matrices orthogonales est-il un fermé de Zariski de M, (R) ?

(b) Le sous-ensemble de M,,(C) des matrices inversibles est-il un ouvert de Zariski de 1’espace
affine M, (C).

(c) Soit r < R deux entiers naturels. Montrer que toute matrice de rang r est dans 1’adhérence
de Zariski du sous-ensemble de M, (C) des matrices de rang R.

(d) Le sous-ensemble de M, (C) des matrices de rang n — 2 est-il un fermé de Zariski de
I’espace affine M,,(C).

(e) Sinon, déterminer son adhérence de Zariski.

APPLICATIONS POLYN@MIALES, APPLICATIONS RATIONNELLES

Exercice 11. Soit £ un corps.

, o e M, (k) x M, (k) — M,(k) o
(a) Lapplication de multiplication { (4, B) AR est-elle une application

polynoémiale ?
(b) L’ensemble {(M,t) € M, (k) x k/tdet M = 1} est-il un sous-ensemble algébrique de
M, (k) x k. On le notera
GL, (k) :={(M,t) e M,(k) x k/tdet M = 1}.

(c) La multiplication dans G L,, (k) est-elle polyndmiale ?

(d) Lapplication { GLu(k) —  GLn(k) est-elle une application polyndmiale ?

(A1) — (ALt h
Exercice 12. Soit k£ un corps.
(a) Soit P € k[X]. La projection
{ V(Y - P(X)) — Al(k)
(z,y) -~ T

est-elle une application polyndmiale ? Déterminer son image. Est-elle un isomorphisme ?

(b) Lapplication
{ AY(k) — A%(k)
t o~ (=14t —1))
est-elle polyndmiale ? Déterminer son image. Est-elle un isomorphisme sur son image ?
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