— Mathématiques / Master — -
_>'\'//_ Université
/I I\\- d (2] Re nnes Algébre commutative-Géométrie algébrique

Feuille de TD 1 : Anneaux et algebres

Plusieurs exercices de cette feuille sont inspirés du livre de Daniel Perrin (Cours d’Algebre).

R-ALGEBRES

Exercice 1. Soit (R, +, x) un anneau (commutatif unitaire). On rappelle qu’une R-algebre est
un anneau (A, +, x) muni d’une loi externe - : R x A — A, (¢, f) — c¢- f compatible avec les
opérations + et x de R et A.

(a) Rappeler les relations de compatibilité de la loi externe - avec + et x dans une R-algebre.
(b) Montrer qu’une R-algebre est un anneau A muni d’un morphisme d’anneaux R — A.

(c) Soit (A, +, x, -) une R-algébre. Montrer que (A, +, -) estun R-module et que la multiplication
x : A x A — Aest R-bilinéaire.

(d) Réciproquement, montrer qu’un R-module (M, +, -) muni d’un produit x : M x M — M
bilinéaire tel que (M, +, x) est un anneau, fait de (M, +, x, ) une R-algebre.

Exercice 2. Soit R un anneau et A 1’algebre (non-unitaire) des suites presque nulles a co-
efficients dans R munie des opérations +, x, - coordonnées par coordonnées. L’application
A — R[X], (7;)ien — Y, 7. X" est-elle bien définie ? est-elle un isomorphisme d’algebres ?

PoLyNOMES
Exercice 3. (a) Donner I’exemple d’un corps K et d’un polyndme P € K[X| non nul et tel que
pour tout r € K, P(r) = 0.

(b) Soit p un nombre premier. Soit 2 I’anneau IFE et P(X) = X? — X € R[X]. Montrer que P
n’est pas nul et que pour tout r € R, P(r) = 0.

(c) Donner I’exemple d’un anneau R et de deux polyndmes P et () de R[ X | tels que deg(PQ) <
deg P + deg Q).
Exercice 4. Soit P et () deux polyndomes de I’anneau factoriel C[.X, Y] sans facteurs communs.

(a) Montrer qu’il existe un polyndme non nul D de C[X] et des polyndmes U,V de C[ X, Y|
tels que D = UP + V' Q. On pourra travailler dans I’anneau C(X)[Y].

(b) En déduire que I’ensemble V (P, Q) := {(x,y) € C? P(z,y) = Q(z,y) = 0} est un
ensemble fini.

ANNEAUX PRINCIPAUX, FACTORIELS

Exercice 5.

(a) Rappeler les définitions dans un anneau integre d’irréductibilité d’un élément, d’association
de deux éléments, de primalité et de maximalité d’un idéal.

(b) Soit A un anneau intégre et p un élément non nul tel que (p) est premier. Montrer que p est

irréductible.
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(¢) Soit A un anneau factoriel. Montrer qu’un élément p de A est irréductible ou nul si et
seulement si (p) est premier.

(d) Soit A un anneau intégre et p un élément irréductible. Montrer que (p) est maximal parmi
les idéaux principaux.

Exercice 6. Soit K un corps. On rappelle que si A est un anneau commutatif noethérien, alors
A[X] est aussi noethérien (Théoreme de la base de Hilbert).

(a) Soit I un idéal de K[X,Y]. Montrer que I’anneau K [X,Y'|/I est noethérien.

(b) Lanneau K[X,Y]/(XY) est-il factoriel ?

(c) Lanneau K[X,Y]/(Y? — X?) est-il factoriel ? On pourra vérifier que [Y] est irréductible
mais que ([Y']) n’est pas premier.

(d) Lanneau K[X,Y]|/(Y — X?) est-il factoriel ? On pourra considérer le morphisme d’algébres
K[X,)Y]| > K[T],X - T,Y — T*

(e) Lanneau K[X,Y]/(XY — 1) est-il factoriel ?

Exercice 7.

(a) Montrer qu’un anneau principal est noethérien.

(b) Montrer qu’un anneau noethérien vérifie 1’existence de la décomposition en produit d’ir-
réductibles. On pourra raisonner par ’absurde et considérer I’ensemble des idéaux (x)
engendrés par les éléments qui n’admettent pas d’écriture en produits d’irréductibles.

(c) Soit A un anneau inteégre avec 1’existence de la décomposition en produit d’irréductibles.
Supposons de plus que pour tout élément irréductible p, I’idéal (p) est premier. Montrer qu’il
y a alors unicité dans la décomposition en produit d’irréductibles a association et ordre pres.
On pourra raisonner par récurrence sur la longueur des décompositions et considérer un
anneau quotient.

(d) Montrer qu’un anneau principal est factoriel et que tout idéal premier non nul et strict y est
maximal.

Exercice 8. On admet qu’un anneau inteégre dont tous les idéaux premiers sont principaux est
principal. Montrer qu’un anneau factoriel, dont chaque idéal premier non nul est maximal, est un
anneau principal. On pourra prendre un idéal premier I, un élément non nul x de I et montrer
I’existence d’un facteur irréductible p de x qui engendre I.

ANNEAUX INTEGRALEMENT CLOS

Exercice 9. Soit A un sous-anneau d’un anneau B. On dit qu'un élément b de B est entier sur A
s’il est solution d’une équation polyndmiale unitaire a coefficients dans A. On dit qu’un anneau
integre A est intégralement clos si tout élément = de son corps des fractions K entier sur A est
en fait dans A.

(a) Montrer que tout élément non nul du corps des fractions d’un anneau factoriel A s’écrit
comme quotient x/y d’éléments de A sans facteurs communs. Montrer que cette écriture est
unique a association pres.

(b) Montrer qu’un anneau factoriel est intégralement clos.

(c) Construire un morphisme d’algebre injectif de A := C[X,Y]/(Y?® — X?) dans C[T]. En
déduire que le corps des fractions de A est isomorphe a C(7"). En utilisant 1’image de 7" dans
le corps des fractions de A, montrer que A n’est pas intégralement clos.



