
— Mathématiques / Licence — –

Calcul Matriciel

Feuille de TD 6 : Normes matricielles subordonnées, rayon spectral,
conditionnement

NORMES SUR LES ESPACES DE MATRICES

Exercice 1. Déterminer les normes ~ ¨ ~1 et ~ ¨ ~8 des matrices 𝐴 :“

ˆ

1 2
0 2

˙

P M2pRq et 𝐵 :“
¨

˝

2 1 1
´3 ´1 0
4 0 ´2

˛

‚P M3pRq.

Exercice 2. Soit K “ R ou C et soit 𝑛 P Nzt0, 1u. Les questions suivantes sont indépendantes.

(a) On définit sur M𝑛pKq la norme }𝐴}8 :“ max1ď𝑖,𝑗ď𝑛 |𝑎𝑖𝑗 |. Vérifier qu’il s’agit bien d’une norme.
Est-ce une norme matricielle sur M𝑛pKq?

(b) Toute norme sur M𝑛pKq est-elle une norme subordonnée?
(c) Existe-t-il une norme } ¨ } sur M𝑛pKq telle que, pour tous 𝐴,𝐵 P M𝑛pKq, }𝐴𝐵} “ }𝐴}}𝐵}?

RAYON SPECTRAL

Exercice 3. Déterminer le rayon spectral des matrices de M3pRq

𝐴 :“

¨

˝

3 1 0
´4 ´1 0
4 8 ´2

˛

‚ 𝐵 :“

¨

˝

1 0 0
2 0 2
´5 ´2 0

˛

‚ 𝐶 :“

¨

˝

1 4 ´2
0 6 ´3
´1 4 0

˛

‚

Exercice 4. Déterminer la norme ~¨~2 des matrices 𝐶 :“

ˆ

1 0
´1 1

˙

P M2pRq et 𝐷 :“

¨

˝

1 1 2
1 2 1
´2 ´1 ´1

˛

‚P

M3pRq.

Exercice 5. Pour chacune des matrices 𝐴 suivantes, la suite
`

𝐴𝑘
˘

𝑘PN converge-t-elle ?

ˆ

1 0
´4 ´1

˙ ˆ

0 ´1
2

´1
2 0

˙

¨

˝

1 4 ´2
0 6 ´3
´1 4 0

˛

‚

Exercice 6. Soient K “ R ou C, 𝑚 P Nzt0, 1u et 𝐴 P M𝑚pKq. Le but de l’exercice est de montrer que
la série

ÿ

𝑛

𝐴𝑛 de M𝑚pKq converge si et seulement si 𝜌p𝐴q ă 1.

(a) Montrer que si la série
ÿ

𝑛

𝐴𝑛 converge alors 𝜌p𝐴q ă 1.

(b) Montrer que si 𝜌p𝐴q ă 1 alors la matrice 𝐼𝑚 ´𝐴 de M𝑚pKq est inversible.

(c) Montrer que, pour tout 𝑛 P N, p𝐼𝑚 ´𝐴q
𝑛
ÿ

𝑘“0

𝐴𝑘 “ 𝐼𝑚 ´𝐴𝑛`1.

(d) En déduire le résultat recherché.
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CONDITIONNEMENT

Exercice 7. On considère la matrice 𝐴 :“

ˆ

1 0
0 10´6

˙

de M2pRq.

(a) Déterminer cond1p𝐴q, cond8p𝐴q et cond2p𝐴q.
(b) Résoudre les systèmes

‚ 𝐴𝑋 “ 𝐵 avec 𝐵 :“

ˆ

1
10´6

˙

,

‚ 𝐴𝑌 “ 𝐵 ` 𝛿𝐵 où 𝛿𝐵 :“

ˆ

10´6

0

˙

,

‚ 𝐴𝑍 “ 𝐵 `∆𝐵 où ∆𝐵 :“

ˆ

0
10´6

˙

.

(c) Déterminer les erreurs relatives }𝑌´𝑋}
}𝑋} et }𝑍´𝑋}

}𝑋} pour chacune des normes } ¨ }2 , } ¨ }1 et } ¨ }8 .

Exercice 8. Soit 𝑛 P Nzt0u et soit 𝐴 P GL𝑛pRq une matrice symétrique. On note 𝜆𝑀 la plus grande
valeur propre de 𝐴 en valeur absolue et 𝜆𝑚 la plus petite valeur propre de 𝐴 en valeur absolue. Montrer
que cond2p𝐴q “

|𝜆𝑀 |

|𝜆𝑚|
.

Exercice 9. Soit 𝑛 P Nzt0u.
(a) Montrer que, pour tout 𝑂 P O𝑛pRq, cond2p𝑂q “ 1.
(b) Soient 𝐴 P GL𝑛pRq et 𝐵 P M𝑛,1pRq. On note 𝑡𝐴 “ r𝑄 r𝑅 la décomposition “𝑄𝑅” de la transposée

𝑡𝐴 de 𝐴. Montrer que le système 𝐴𝑋 “ 𝐵, de vecteur inconnu 𝑋 , est équivalent au système
𝑡
r𝑄𝑋 “ 𝑡

r𝑅´1𝐵.
(c) Que peut-on dire du conditionnement de ce dernier système?
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