
— Mathématiques / Licence — –

Calcul Matriciel

Feuille de TD 5 : Orthogonalité et réduction

DIAGONALISATION DES ENDOMORPHISMES SYMÉTRIQUES RÉELS

Exercice 1. Diagonaliser “dans une base orthonormale” les matrices symétriques

𝐴 :“

¨

˝

1 1 1
1 1 1
1 1 1

˛

‚, 𝐵 :“

¨

˝

2 2 ´2
2 2 ´2
´2 ´2 6

˛

‚, 𝐶 :“

¨

˝

0 1 1
1 0 1
1 1 0

˛

‚

de M3pRq. On pourra successivement déterminer les valeurs propres (par étude du rang, de la trace ou
du polynôme caractéristique), les espaces propres en exploitant leur orthogonalité, puis déterminer une
base orthonormale de vecteurs propres.

Exercice 2. Soit p𝐸, x¨, ¨yq un espace euclidien et soit 𝑓 un endomorphisme symétrique de 𝐸.
(a) Soit 𝐹 un sous-espace vectoriel de 𝐸 stable par 𝑓 . Montrer que 𝐹K est également stable par 𝑓 .
(b) En déduire que, si 𝜆 P R est une valeur propre de 𝑓 , p𝐸𝜆q

K est stable par 𝑓 .

Exercice 3. (a) Donner l’exemple d’un endomorphisme d’un espace vectoriel réel dont le spectre est
vide.

(b) La matrice

¨

˝

0 0 𝑖
0 0 1
𝑖 1 0

˛

‚de M3pCq est-elle diagonalisable?

RÉDUCTION DES ENDOMORPHISMES ORTHOGONAUX

Exercice 4. Dans l’espace vectoriel R4 muni de son produit scalaire canonique, on considère l’endo-
morphisme 𝑓 dont la matrice représentative dans la base canonique est la matrice

𝐴 :“
1

7

¨

˚

˚

˝

´1 ´4 4 ´4
´4 5 2 ´2
4 2 5 2
´4 ´2 2 5

˛

‹

‹

‚

.

(a) Justifier sans calcul que 𝑓 est diagonalisable dans une base orthonormale de R4.
(b) Montrer que l’endomorphisme 𝑓 est orthogonal. En déduire les seules valeurs propres possibles pour

𝑓 .
(c) Déterminer à partir de la trace de 𝑓 les multiplicités des valeurs propres de 𝑓 dans le polynôme

caractéristique de 𝑓 sans calculer celui-ci. En déduire le polynôme caractéristique de 𝑓 .
(d) Déterminer une base orthonormale de l’espace propre 𝐸1 associé à la valeur propre 1 de 𝑓 .
(e) Montrer que l’espace propre 𝐸´1 associé à la valeur propre ´1 de 𝑓 vérifie 𝐸´1 “ p𝐸1q

K. En
utilisant l’équation linéaire caractérisant 𝐸1, en déduire un vecteur générateur de 𝐸´1.

(f) Donner une base orthonormale de R4 dans laquelle la matrice représentative de 𝑓 est diagonale.

Exercice 5. Dans l’espace euclidien pR3,ă , ącanq, on considère l’endomorphisme 𝑢 dont la matrice

dans la base canonique est 𝐴 :“

¨

˝

0 ´1 0
0 0 ´1
´1 0 0

˛

‚.

(a) Vérifier que 𝑢 est orthogonal.
(b) Calculer det𝑢 et en déduire sa nature géométrique.
(c) Montrer que 𝑢 est la composée d’une symétrie et d’une rotation dont on calculera l’axe et l’angle.

On pourra réduire la matrice 𝐴 en une matrice diagonale par blocs.
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MATRICES SYMÉTRIQUES POSITIVES

Exercice 6. Soit 𝑛 P Nzt0u et soit 𝐴 P S𝑛pRq une matrice symétrique définie positive.
(a) Montrer que les coefficients diagonaux de 𝐴 sont strictement positifs.
(b) Montrer que le déterminant de 𝐴 est strictement positif.
(c) Montrer que les mineurs principaux de 𝐴 (un mineur principal de 𝐴 est le déterminant d’une

sous-matrice obtenue en supprimant les lignes et colonnes de mêmes indices) sont tous strictement
positifs.

RACINE CARRÉE

Exercice 7. Calculer le carré des matrices
ˆ

1 ´1
0 ´1

˙

,
ˆ

´1 0
0 ´1

˙

et
ˆ

1 0
0 1

˙

de M2pRq. Laquelle de

ces matrices est la racine carrée de la matrice identité
ˆ

1 0
0 1

˙

?

Exercice 8. Pour chacune des matrices symétriques suivantes de M3pRq, déterminer s’il s’agit d’une
matrice positive, définie positive ou non positive, puis, dans les deux premiers cas, calculer la racine
carrée de la matrice :

𝐴 :“

¨

˝

6 2 ´2
2 6 ´2
´2 ´2 10

˛

‚, 𝐵 :“

¨

˝

3 1 ´1
1 3 ´1
´1 ´1 5

˛

‚, 𝐶 :“

¨

˝

1 1 ´1
1 1 ´1
´1 ´1 3

˛

‚.

DÉCOMPOSITION POLAIRE

Exercice 9. Que signifie la décomposition polaire en dimension 1?

Exercice 10. Déterminer la décomposition polaire des matrices inversibles suivantes de M3pRq :

𝐴 :“

¨

˝

1 1 2
1 2 1
´2 ´1 ´1

˛

‚, 𝐵 :“

¨

˝

1 2 1
´2 ´1 ´1
´1 ´1 ´2

˛

‚, 𝐶 :“

¨

˚

˝

3 0 ´1
?
2
2 3

?
2 ´3

?
2

2

´
?
2
2 3

?
2 3

?
2

2

˛

‹

‚

Pour chaque matrice 𝑀 , on pourra calculer 𝑡𝑀𝑀 , vérifier quelle est symétrique réelle, la diagonaliser
sous la forme 𝑡𝑀𝑀 “ 𝑃𝐷𝑃´1 en précisant une matrice de passage orthogonale 𝑃 , déterminer la
racine carrée de la matrice diagonale 𝐷 obtenue puis la racine carrée 𝑆 de la matrice 𝑃𝐷𝑃´1, puis
calculer 𝑂 :“𝑀𝑆´1 et vérifier que 𝑂 est alors orthogonale.

POUR ALLER PLUS LOIN

Exercice 11. (a) Montrer que toute matrice orthogonale de O2pRq est diagonalisable en tant que matrice
de M2pCq et déterminer ses valeurs propres complexes.

(b) En déduire que, pour tout 𝑛 P Nzt0u, toute matrice orthogonale de O𝑛pRq est diagonalisable en tant
que matrice de M𝑛pCq.

(c) Soit 𝑛 P Nzt0u, déterminer les matrices orthogonales 𝑂 de O𝑛pRq vérifiant p𝑂 ´ 𝐼𝑛q
2
“ 0𝑛 (0𝑛

désigne la matrice nulle de taille 𝑛).

Exercice 12. Soit 𝐴 P M𝑛pRq.
(a) On note 𝑋 le vecteur colonne de M𝑛,1pRq dont toutes les coordonnées sont égales à 1. Calculer

𝑡𝑋𝐴𝑋 .
(b) Montrer que si la matrice 𝐴 est orthogonale, alors la valeur absolue de la somme des coefficients de

𝐴 est inférieure ou égale à 𝑛.
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