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A

Calcul Matriciel

Feuille de TD 3 : Réduction des endomorphismes

1. DIAGONALISABILITE, TRIGONALISABILITE

1 2 00
. L1 . 01 2 0 . . ,
Exercice 1. On considere la matrice A := 00 1 2 de M4 (C). Expliquer sans calcul pourquoi A n’est
0 0 01
pas diagonalisable.
0 -2 0
Exercice 2. Calculer le polyndme caractéristique de lamatrice M = [ 1 0  —1 | et le factoriser dans R[X]
0 2 0

puis dans C[ X'| comme produits de facteurs irréductibles. La matrice M est-elle diagonalisable dans M, (R) ? et
dans M,,(C) ? La matrice M est-elle trigonalisable dans M, (R) ? et dans M,,(C) ?

2. DIAGONALISATION

Exercice 3. Pour chacune des matrices suivantes de M2 (R) ou M3(R) ou My (R) calculer le polyndme caractéris-
tique, les valeurs propres, puis déterminer si elle est diagonalisable, et si oui, calculer les vecteurs propres et la
diagonaliser :
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3. POLYNOME ANNULATEUR

Exercice 4. On considére la matrice A := <_01 (1)> e M, (C).

(a) Montrer que le polyndme X2 + 1 est un polyndme annulateur de la A.
(b) En déduire sans calcul le polyndme caractéristique et le polyndme minimal de A.
(c) La matrice A est-elle diagonalisable ? Est-elle diagonalisable sur R ?

4. CALCUL DE POLYNOMES MINIMAUX

01 2 -1 1 1 3 2 =2
Exercice 5. On considere les matrices A:= |1 0 2|, B:= 1 -1 1 JetC:=1]-1
1 2 0 1 1 -1 1 1 0

o
—
o
o

M;(R).
Onays=—(X+1D(X+2)(X-3),xg=(X-1)(X+2)2etxc=(X—-1)3.
(a) Déterminer les polyndmes minimaux de A, B et C.

(b) Pour chacune des matrices A, B et C', déterminer si elle est diagonalisable ou non.

Exercice 6. Déterminer le polyndme minimal des matrices de M3(IR) ou My (R) suivantes :
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Exercice 7. (a) Soit M = [0 1 b |de M3(R). Sic % 1, calculer (M — Id3)(M — cIds). En déduire le
0 0 ¢

polyndme minimal de M en fonction de a, b et c. Pour quelles valeurs de a, b, ¢ € R la matrice M est-elle
diagonalisable ?



0 0
(b) Pour quelles valeurs de a, b, c € C la matrice [ 0 0 de M;3(C) est-elle diagonalisable ?
a b
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5. APPLICATIONS

0 1 0
Exercice 8. On considére la matrice A := | —4 4 0 | de M3(R).
-2 1 2

(a) La matrice A est-elle diagonalisable ?
(b) Calculer (A — 213)k pour k € N.
(c) En déduire ’expression de A™ pour n € N.

1 0 0 1 0 0
Exercice 9. On considere les matrices A:= [ =9 1 9 JetD:= |0 1 0 |deM;sR).
9 0 -8 0 0 -8

(a) Montrer qu’il existe une matrice inversible P € GL3(R) telle que P~*AP = D.
(b) Déterminer une matrice C' € M3(R) telle que C° = D.
(c) En déduire une matrice B € M3(R) telle que B3 = A.

1 00 1 10 01 2
Exercice 10. On considere les matrices A .= |0 2 1|, B:= (0 2 0],C:= |0 1 1]etD :=
0 0 2 0 0 2 0 0 2
0o 1 -1
—4 4 —2]deM;3(R)
-2 1 1
(a) Montrer que D est diagonalisable.
(b) Déterminer les polyndmes caractéristiques et les polyndmes minimaux de A, B et C.
(c) Parmi les matrices A, B et C, lesquelles sont diagonalisables et laquelle est semblable a D ?
6. REDUCTION DE JORDAN
Exercice 11. Réduire sous forme de Jordan (si possible) les matrices réelles suivantes :
1 4 -2 2 2 -3 100 _12;1113
A:=06—3,B:=51—5,C:=010,D:=00_54
-1 4 0 -3 4 0 11 1

0 0 -1 -1

Exercice 12. On consideére la matrice A := (i 01> de M3(R).

(a) Calculer le polyndme caractéristique x 4 de A et en déduire la forme de Jordan de A.
(b) On note J la forme de Jordan de A et soit n € N. Calculer J".

(c) Déterminer une matrice inversible P € GLy(R) telle que Pt AP = J.

(d) Calculer A™.

(e) Retrouver le résultat précédent en utilisant la division euclidienne de X ™ par x 4.

7. POUR ALLER PLUS LOIN
Exercice 13. En utilisant les matrices, déterminer le terme général de chacune des suites (un)neN suivantes,
définies par up = —1, u; = 1 et, pour tout n € N,

(@) Upq2 = SUpiq — Ouy,
(b) Unp4+2 = 4un+1 - 4un,

(©) Uny2 = —Up.

Exercice 14. Soit A une matrice diagonalisable et A1, A2, ..., A, ses valeurs propres deux a deux distinctes. On
M<j<p(X=29)

note L; := —4FL —__Jes polyndmes de Lagrange des valeurs propres. Montrer que L;(f) est le projecteur

M j<p(hi=ay)

JFi
de F sur £, parallelement & @+ E) ;.
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