
— Mathématiques / Licence — –

Calcul Matriciel

Feuille de TD 2 : Espaces euclidiens

1. EXERCICES DE BASE SUR LE PRODUIT SCALAIRE

Exercice 1. L’application

x¨, ¨y :
R3 ˆ R3 Ñ R

pp𝑥1, 𝑦1, 𝑧1q, p𝑥2, 𝑦2, 𝑧2qq ÞÑ 𝑥1𝑥2 ` 2𝑦1𝑦2 ` 3𝑧1𝑧2 ` 𝑥1𝑦2 ` 𝑦1𝑥2

est-elle un produit scalaire sur R3 ? Justifier.

Exercice 2. Soit p𝐸, x¨, ¨yq un espace euclidien. On note } ¨ } la norme euclidienne induite par
x¨, ¨y. Les deux questions ci-dessous sont indépendantes.
(a) Montrer que, pour tous 𝑣, 𝑤 P 𝐸, }𝑣 ` 𝑤}2 ` }𝑣 ´ 𝑤}2 “ 2 p}𝑣}2 ` }𝑤}2q.

(b) Soit t𝑣1, . . . , 𝑣𝑝u une famille orthogonale de 𝐸. Montrer que
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2. ORTHOGONALITÉ

Exercice 3. Déterminer l’orthogonal
(a) du vecteur p1, 1, 1q dans l’espace euclidien pR3, x¨, ¨ycanq,
(b) de l’hyperplan d’équation 𝑥` 2𝑦 ´ 𝑧 ` 𝑡 “ 0 dans pR4, x¨, ¨ycanq,
(c) du sous-espace vectoriel engendré par p1, 1, 0q et p´1, 2, 1q dans pR3, x¨, ¨ycanq.

Exercice 4. Soit p𝐸, x¨, ¨yq un espace euclidien et soient 𝐴 et 𝐵 deux sous-ensembles de 𝐸.
(a) Montrer que 𝐴K “ pVectp𝐴qqK (où Vectp𝐴q est le sous-espace vectoriel de 𝐸 engendré par

les vecteurs de 𝐴).
(b) Montrer que p𝐴Y𝐵qK “ 𝐴K X𝐵K.

Exercice 5. Appliquer le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt aux familles libres
(a) tp1, 1q, p2, 3qu de pR2, x¨, ¨ycanq,
(b) tp1, 1, 0q, p0, 1, 1q, p1, 0, 1qu de pR3, x¨, ¨ycanq,
(c) tp1, 0, 1, 0q, p1, 1, 2, 0q, p´1, 2,´1, 1q, p´1,´1, 1, 15qu de pR4, x¨, ¨ycanq
(d) tp1, 2, 1q, p´1, 0,´1qu de pR3, x¨, ¨ycanq, puis, pour ce cas, compléter la famille orthonor-

male obtenue en une base orthonormale de pR3, x¨, ¨ycanq,
(e) tp1, 0, 1q, p1, 1, 1q, p´1, 1, 0qu de pR3, x¨, ¨ycanq, puis, pour ce cas, donner la décomposition

𝑄𝑅 de la matrice 𝐴 de M3pRq dont les colonnes sont formées, dans l’ordre, par les vecteurs

p1, 0, 1q, p1, 1, 1q et p´1, 1, 0q soit 𝐴 “

¨

˝

1 1 ´1
0 1 1
1 1 0

˛

‚.
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3. SUR LES ESPACES DE POLYNÔMES

Exercice 6. Pour tous polynômes 𝑃 et 𝑄 de R2r𝑋s, on définit x𝑃,𝑄y :“
ş1

´1
𝑃 p𝑡q𝑄p𝑡qd𝑡.

(a) Vérifier que l’application x¨, ¨y : R2r𝑋s ˆ R2r𝑋s Ñ R
p𝑃,𝑄q ÞÑ x𝑃,𝑄y

est un produit scalaire sur

R2r𝑋s.
(b) Écrire la matrice de ce produit scalaire dans la base p1, 𝑋,𝑋2q de R2r𝑋s.
(c) Déterminer une base orthonormale de R2r𝑋s pour ce produit scalaire.
(d) Écrire l’inégalité de Cauchy-Schwartz pour ce produit scalaire en termes d’intégrales.

4. MATRICES ORTHOGONALES

Exercice 7. Soit 𝐴 “
ˆ

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

˙

une matrice orthogonale de M2pRq.

(a) Ecrire les équations en 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 P R caractérisant l’orthogonalité de 𝐴.
(b) En déduire la forme générale des matrices orthogonales de M2pRq.

Exercice 8. Déterminer si les matrices suivantes de M3pRq sont orthogonales :
¨

˝

0 0 1
1 0 0
0 1 0

˛
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´1 1 1
1 0 1
0 1 0

˛

‚.

Exercice 9. (a) La matrice suivante est-elle orthogonale?
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˝

2 ´1 2
2 2 ´1
´1 2 2

˛

‚

(b) Résoudre le système
$

&

%

2𝑥´ 𝑦 ` 2𝑧 “ 3
2𝑥` 2𝑦 ´ 𝑧 “ 6
´𝑥` 2𝑦 ` 2𝑧 “ 9

5. DÉCOMPOSITION 𝑄𝑅

Exercice 10. Déterminer la décomposition 𝑄𝑅 des matrices inversibles suivantes :
ˆ

´2 ´1
0 ´3

˙ ˆ

4 5
3 1

˙

¨

˝

1 1 0
1 0 1
0 0 1

˛

‚

¨

˝

0 ´1 1
1 0 2
0 0 3

˛

‚

6. POUR ALLER PLUS LOIN

Exercice 11. Soit p𝐸, x¨, ¨yq un espace euclidien et soit 𝐹 un sous-espace vectoriel de 𝐸. Les
trois questions ci-dessous sont indépendantes. On rappelle qu’un projecteur 𝑝 est dit orthogonal
s’il est associé à une décomposition en somme directe orthogonale 𝐸 “ 𝐻 ‘K 𝐺.
(a) Soit 𝑝 un projecteur de 𝐸. Justifier que 𝑝 est un projecteur orthogonal ssi Ker 𝑝 “ pIm 𝑝qK.
(b) Soit 𝑝𝐹 le projecteur sur 𝐹 parallèlement à 𝐹K. Montrer que, pour tous 𝑣, 𝑤 P 𝐸, x𝑝𝐹 p𝑣q, 𝑤y “

x𝑣, 𝑝𝐹 p𝑤qy (le projecteur orthogonal 𝑝𝐹 est donc auto-adjoint).
(c) Montrer que si t𝑣1, . . . , 𝑣𝑝u est une base orthonormale de 𝐹 alors, pour tout 𝑣 P 𝐸,

𝑝𝐹 p𝑣q “
𝑝
ÿ

𝑖“1

x𝑣, 𝑣𝑖y𝑣𝑖.
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