— Mathématiques / Licence — -

aS

Calcul Matriciel

Feuille de TD 2 : Espaces euclidiens

1. EXERCICES DE BASE SUR LE PRODUIT SCALAIRE

Exercice 1. L’application
R3 x R3 — R
¢ ((x1,11,21), (T2, Y2, 22)) —  T1T2 + 2y1ye + 32129 + T1Y2 + Y122
est-elle un produit scalaire sur R? ? Justifier.

Exercice 2. Soit (F,{-,-)) un espace euclidien. On note || - | la norme euclidienne induite par
{-,-). Les deux questions ci-dessous sont indépendantes.

(a) Montrer que, pour tous v,w € E, v+ w|? + v —w[* = 2 ([Jv]* + |w]?).

P P
Zvi = Z Joill*.
i=1

i=1

(b) Soit {vy,...,v,} une famille orthogonale de £. Montrer que

2. ORTHOGONALITE

Exercice 3. Déterminer I’ orthogonal

(a) du vecteur (1,1, 1) dans I’espace euclidien (R3, (-, >can),

(b) de I’hyperplan d’équation = + 2y — z + t = 0 dans (R*, {-, Ycan),

(c) du sous-espace vectoriel engendré par (1,1,0) et (—1,2,1) dans (R3, (-, Yean).

Exercice 4. Soit (£, {, -)) un espace euclidien et soient A et B deux sous-ensembles de E.

(a) Montrer que A+ = (Vect(A))" (ot Vect(A) est le sous-espace vectoriel de E engendré par
les vecteurs de A).
(b) Montrer que (A U B)" = At n BL.

Exercice 5. Appliquer le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt aux familles libres

(a) {(L 1)7 (27 3)} de (R2’ <'7 '>can),
(b) {(L L 0)7 (07 L, 1)7 (17 0, 1)} de (Rga <'7 '>Can)’
(© {(1,0,1,0),(1,1,2,0), (1,2, —1,1), (=1, —1, 1, 15)} de (R, {-, Sean)
(d) {(1,2,1),(=1,0,—1)} de (R?,{-, Dean), puis, pour ce cas, compléter la famille orthonor-
male obtenue en une base orthonormale de (R?, (-, dean),
(e) {(1,0,1),(1,1,1),(=1,1,0)} de (R3,{-, )can), puis, pour ce cas, donner la décomposition
(R de 1a matrice A de M3(R) dont les colonnes sont formées, dans 1’ordre, par les vecteurs
11 -1
(1,0,1), (1,1,1) et (—1,1,0) soit A= [0 1 1
11 0

1



3. SUR LES ESPACES DE POLYNOMES

Exercice 6. Pour tous polynémes P et ) de Ry[ X ], on définit (P, Q) := Sil P(t)Q(t)dt.
Lo , . . RQ[X] XRQ[X] — R
a) Vérifier que I’application (-, -) :
(@) Verfier que Fapplication ¢+ 2 (p ) (P@)
R, [X],
(b) Ecrire la matrice de ce produit scalaire dans la base (1, X, X?) de Ry[X].
(c) Déterminer une base orthonormale de Ry[ X'| pour ce produit scalaire.

(d) Ecrire I’inégalité de Cauchy-Schwartz pour ce produit scalaire en termes d’intégrales.

est un produit scalaire sur

4. MATRICES ORTHOGONALES

Exercice 7. Soit A = (CCL b) une matrice orthogonale de My(R).

d

(a) Ecrire les équations en a, b, ¢, d € R caractérisant I’orthogonalité de A.
(b) En déduire la forme générale des matrices orthogonales de My(R).

Exercice 8. Déterminer si les matrices suivantes de M3(RR) sont orthogonales :

0 01 0 0 1 1 -1 11
1 00 10 -1 — 11 01
010 01 0 V2 0 10
Exercice 9. (a) La matrice suivante est-elle orthogonale ?
1 2 -1 2
A=-12 2 -1
3 1 2 2

(b) Résoudre le systeme
20 —y+2z =3
2v+2y—z =6
—r+2y+2z =9

5. DECOMPOSITION QR

Exercice 10. Déterminer la décomposition () R des matrices inversibles suivantes :

o Ls 110 0 -1 1
0 3 51 101 1 0 2
001 0 0 3

6. POUR ALLER PLUS LOIN

Exercice 11. Soit (E,{,-)) un espace euclidien et soit F' un sous-espace vectoriel de E. Les
trois questions ci-dessous sont indépendantes. On rappelle qu’un projecteur p est dit orthogonal
s’il est associé a une décomposition en somme directe orthogonale £ = H ®* G.

(a) Soit p un projecteur de E. Justifier que p est un projecteur orthogonal ssi Ker p = (Im p)L.

(b) Soit pr le projecteur sur F' parallelement a F'-. Montrer que, pour tous v, w € E, {pp(v), w) =
(v, pr(w)) (le projecteur orthogonal pg est donc auto-adjoint).

(c) Montrer que si {vy, ... ,vp} est une base orthonormale de F' alors, pour tout v € F,

pr(v) = Z@, Vi ;.
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