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Calcul Matriciel
Feuille de TD 1 : Dualité

1. EXERCICES ELEMENTAIRES SUR LA DUALITE
Exercice 1.
(a) Déterminer la base duale de la base {(1,2), (3,4)} de R?.
(b) Déterminer la base duale de la base {(1,1,1,1),(0,1,1,1),(0,0,1,1),(0,0,0,1)} de R*.
Exercice 2.
(a) Montrer que les formes linéaires
) R3 — R ot ) R3 — R
w1 (z1,22,23) +— 2z — 29 + T3 w2 (x1,29,23) + w1+ 3z2 + bx3

forment une famille libre de (RS) * et la compléter en une base de (R3) .
(b) Montrer que les formes linéaires

, R3 — R

pr: (1,22,23) + 2x1 +4xo + 223 °
, R3 - R

P25 (3, a0,m3) > mp+ g
, R3 — R

3 (x1,22,23) +— 221 +2w0 — 23

forment une base de (RS) * et en déterminer la base antéduale.

2. SUR LES ESPACES DE POLYNOMES

Exercice 3 (Polynomes de Lagrange).
Soit n € N. On note R,,[ X ] I’espace vectoriel sur R des polyndmes en une indéterminée, a coefficients

réels et de degré au plus n. Soient «y, ..., o, des nombres réels deux a deux distincts. Pour ¢ €
{0,...,n}, on définit I’application

O RX] - R
7P e Play)

(a) Vérifier que, pour tout i € {0,...,n}, ¢; est une forme linéaire sur R,,[X].
(b) Montrer que la famille {¢, . .., ¥, } est une base de (R, [X])*.
(c) Déterminer la base antéduale de la base {py,...,p,} de (R,[X])" (autrement dit une base

{Lo,..., Ly} de R,[X] telle que, pour tout ¢, j € {0,...,n}, Lj(a;) = d; ;).
Exercice 4 (Une formule bien connue).

(a) On considere la base canonique B = (Py, P, Ps, ..., P,) = (1, X, X2,..., X") de R,,[X]. Mon-
]

Ry [ — R
trer que sa base duale est B* = (FP§, P, Py ..., Py) ou P} : P Pk (0)
TH

(b) Ecrire explicitement la formule



3. POUR CONSTRUIRE DES EQUATIONS

Exercice 5. Le but de ’exercice est de déterminer un systeme d’équation pour un sous-espace vectoriel

V de RO.

(a) Soit a = (1,2,0,0,0), b = (3,4,0,0,0) et ¢ = (0,0,1,1,1) trois vecteurs de R> et V le sous-
espace vectoriel Vect(a, b, c) de R® engendré par {a, b, c}. Montrer que {a, b, c} est une famille
libre et la completer en une base 3 de R?.

(b) Déterminer la base duale de la base 3 de R®.

(c) Déterminer I’annulateur V° du sous-espace vectoriel V. Déterminer un systéme d’équation pour V.

(d) Soitd = (1,4,1,2,0) et V! = vect(a,b,c,d) = V 4 vect(d). En utilisant la formule (de I’exercice
9(b))

(VY = (V +wect(d))® = V° N (vect(d))°,
déterminer I’annulateur (V”)° de V' et un systeéme d’équation pour V.

Exercice 6. Déterminer un systéme d’équation pour le sous-espace W de R* engendré par a =
(1,2,-3,2), = (1,1,-2,2),v = (0,1,-1,0).

Exercice 7. Le but de I’exercice est de déterminer une base pour un sous-espace vectoriel de R® donné
par un systeme d’équation. Soit
V={(z1,...,x5) €R5,x1+$2+$3+$4+$5 =0,21 — 23+ 23 — x4 + x5 = 0}.

La méthode de Gauss permet d’en déterminer une base. Nous allons utiliser une autre méthode, basée
sur la notion de base antéduale.

(a) Donner deux formes linéaires ¢; et @9 sur R telles que

V={(z1,...,x5) €R5,<p1:()et<,02:()}.

(b) Vérifier que la famille (1, 2) est une famille libre de (R®)* et compléter-la en une base (¢1, . . . , ©5)
de (R?)*.
(c) Déterminer la base antéduale (eq,...,e5) de (¢1,...,¢s5).

(d) En déduire une base de V.

Exercice 8. Soita = (1,2,0),b = (3,4,0) et c = (0,0, 1) trois vecteurs de R?.
(a) Montrer que B = {a, b, c} est une base de R>.

(b) Déterminer la base duale de la base B de R3.

(c) Déterminer une forme linéaire sur R3 qui vaut 1 sur a, 2 sur b et 3 sur c.

4. POUR ALLER PLUS LOIN

Exercice 9. Soit ' un espace vectoriel de dimension finie et soient F et F5> deux sous-espaces vectoriels

de E. Montrer que

(a) si Fy C Fy, alors FY C Y,

(b) (Fy + F»)? = FOn FY,

©) (FAN Fg)0 = Fl0 + F20 (indication : montrer I’'une des deux inclusions puis utiliser un argument de
dimension pour conclure).

Exercice 10. Soient I et I’ deux espaces vectoriels sur un méme corps commutatif K et soit f €
L(E,F).

(a) Montrer que (Im f)o = Kerf.

(b) En déduire que rg (tf) =rg(f).
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