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Calcul Matriciel

Exercice 1 (Exponentielle, 2 points).

(a) Démontrer que la transposée ‘exp(A) de I’exponentielle d’une matrice A de M,,(R) est
I’exponentielle exp(‘4) de sa transposée.
Réponse : Soit A une matrice de M, (R). La matrice exp(A) est la somme de la série nor-
malement convergente %, donc la limite de la suite des sommes partielles (3., A;—!Z)%N.
La matrice *exp(A) est donc la limite de la suite de terme général

. nAi "tAz' n %z
B5) -5 -5

1=0 1=0 ' 1=0

dont la limite est donc aussi la matrice exp(A) : par unicité de la limite, on conclut que
fexp(A) = exp(A).
(b) Démontrer que 1’exponentielle d’une matrice A anti-symétrique (i.e. vérifiant 4 = — A) est
orthogonale.
Réponse : Soit A une matrice anti-symétrique de M, (R). On a par la premiére question

fexp(A) x exp(A) = exp(4) exp(A) = exp(—A) exp(A) = exp(0) = Id.

car A et —A commutent. La matrice exp(A) est donc orthogonale.

Exercice 2 (Diagonalisation, 5 points).

(a) Montrer que la matrice A :=

=~ s DN
S

4
5 | est diagonalisable dans M;3(R)? Les espaces
1

propres de A sont-ils deux a deux orthogonaux ?

Réponse : La matrice A est symétrique réelle : elle est donc diagonalisable dans une

base orthonormée et en particulier ses espaces propres sont deux a deux orthogonaux.
(b) Montrer que 10 est valeur propre de A et déterminer les autres valeurs propres.

La somme des coefficients sur chaque ligne de A est égale a 10 : le vecteur (1,1, 1) est
donc propre pour A de valeur propre 10. Par la trace 4, on obtient que la somme des deux
autres valeurs propres est 4 — 10 = —6. Par le déterminant 80, on obtient que leur produit
est 80/10 = 8. On en déduit que les deux autres valeurs propres sont —2 et —4. (On aurait
aussi pu factoriser par (X — 10) le polynéme caractéristique X* — 4X* — 52X — 80 =
(X —10)(X +4)(X +2).)
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(c) Déterminer une matrice P € M3(R) inversible telle que A = PDP~! ou D € M;3(R) est
une matrice diagonale. On calculera P~

Réponse : On obtient par le calcul usuel des espaces propres, les vecteurs propres

(1,1, 1) pour la valeur propre 10, (0,1, —1) pour la valeur propre —4 et (—2,1,1) pour

la valeur propre —2. En normant ces vecteurs, la matrice de passage orthogonale est
1/4/3 0  —1/V3 10 0 0
P= |13 1/v¥2 1/v6 | Onobtientalors A= PDPtouD =0 -4 0
1/[ ~1/v/2 1/1/6 0 0 -2

et P71
@ @) Pour tout entier naturel k£ écrire la matrice ( ) al’aidede k, Pet D.
1 0 0
Réponse : On écrit successivement % = P%P*1 =10 ;—6‘ 0
0 O I—g
1 0 0
o (G = PRI =P (0 () 0 |p
0 0 (_?1)’C

(i) Déterminer la limite de la suite ((4)*) gen-
Réponse : A partir de I’expression précédente, la limite de la suite est

100 13 0 =143\ /1 0 0\ /1//3 1/V3 1/4/3
PlO O O|P'=(1//3 1/4/2 1/4/6 ||0 0 O 0  1/3V/2 —1/v2
000 143 =1/4/2 1/4/6 ) \0 0 0/ \=1/4/3 1/v/6 1/4/6

~1/3

—_ =
—_ = =
—_ = =

Exercice 3 (Décomposition LU, 5 points).

1 2 4
(a) La matrice B := | —2 1 3 | dont le déterminant est det B = 30 admet-elle une
-4 -3 1
décomposition LU c’est a dire une écriture B = LU ol L est une matrice triangulaire
inférieure avec des 1 sur la diagonale et U une matrice triangulaire supérieure inversible.
1 2
-2 1
nuls : la matrice B admet donc une décomposition LU.
(b) Si oui, déterminer la décomposition LU de B. Vérifier que le résultat est compatible avec
I’égalité det B = 30.

Réponse : Les mineurs principaux sont |1| =1, ‘ = 5 et det B = 30, tous non

100
Réponse : On cherche les matrices L et U sous la forme L = (a 1 0]etU =
b ¢ 1
a B v 1 00 1 2 4
0 0 €|.OntrowwelL =|—-2 1 0]etU= |0 5 11 | En guise de vérification
0 0 ¢ -4 1 1 00 6
det(L)det(U) = (1 x 1 x 1) x (1 x 5 x 6) = 30 est bien compatible avec det B = 30.
5
(c) A I’aide de la décomposition LU, résoudre 1’équation BX = | 7 |.
9
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Réponse : Soit X € R3.

) ) 5
BX=|7] < LUX=|7] = Y eRUX=YetlY =|7
9 9 9
5
On résoud d’abord le systeme triangulaire LY = | 7 | : on trouve comme seule solution
9
) 5
Y = | 17 |. On résoud ensuite le systeme triangulaire UX = | 17 | : on trouve comme
12 12
-1
seule solution X = | —1 |.
2

Exercice 4 (Matrices stochastiques, 4 points).

(a) Pour quelles valeurs de (a, b, ¢) € R? la matrice symétrique réelle

0,2 a b
Ey. = a 0,1 ¢
b c 0,1

est-elle stochastique ? On notera I~ la matrice obtenue.
Réponse : La matrice E,. est stochastique si et seulement si tous ses coefficients sont

positifs et leurs sommes sur chaque ligne est égale a 1 soit les conditions
a>20,b>0,c20,a+b=0,8a+¢c=0,9b+¢c=0,9

Par la méthode de Gauss, on trouve que la seule solution est a = 0,4,b = 0,4, c = 0, 5 soit

0,2 0,4 0,4 2 4 4
E:=04 01 05|=%[4 15
0,4 0,5 0,1 45 1

(b) La matrice E admet-elle un vecteur d’état ? Si oui, déterminer ce vecteur d’état.

Réponse : Comme la matrice E est strictement positive, donc primitive et de plus stochas-
tique, elle admet un vecteur d’état. Par le cours, ce vecteur est le seul vecteur stochastique
vecteur propre de 'E pour la valeur propre 1. Ici, 'E = E et son seul vecteur propre
stochastique est L = 1/3(1,1,1).

(c) La suite (Ek )ken des puissances de £ admet-elle une limite ? Si oui, déterminer cette limite.

Réponse : Par théoréme, puisque E est primitive et stochastique, la suite (E*)cy des
L

L =

puissances de E admet une limite, qui est une matrice stochastique de la forme
L

1
1 |. Notons que ce résultat a été obtenu d’une autre facon dans I’exercice 2.
1
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Exercice 5 (Moindres carrés, 5 points).
Le but de ’exercice est de retrouver en coordonnées le lien entre la projection orthogonale et la
résolution d’un systeme linéaire au sens des moindres carrés.

I

. . Z2 . . .
On considere 1’espace vectoriel R™ des m-uplets X = | . | muni de son produit scalaire

T,
standard
(, ) RmxR™ - R
(X,Y) — XY~
Soit A une matrice de M,, »(R) supposée de rang 2 et C} et C; les colonnes de la matrice A.
Soit B un vecteur fixé dans R™.
(a) Dans le cas particulier ot (Cy, Cy) est une famille orthonormée, calculer AA et AB et

déterminer 1’unique solution X de AX = B au sens des moindres carrés, en termes de (',
CQ et B.

Réponse : On calcule

C tC,C, tC,C. (C,Cy) {Cy,Ch)
%A— 1 C C _ 1Y1 1V2 _ 1s 1 1, V2 :Id
<cb>(1 2) <%bcltc¢g> Q@%cg (Cy, Co)

an=(icr) 7= (&)

Comme AA = Id, il y a une unique solution a I’équation des moindres carrés AAX = AB.
Soit Y € R™. Alors Y est une solution de AX = B au sens des moindres carrés ssi

t _t . o . (Cy,B) N — C1, B)
NAY =AB ssi IdY = ABssiY = <<027B>).D0nc,X = (<02,B> )

(b) On suppose désormais que (C4, Cy) est seulement une famille libre. Soit X ’unique solution
de AX = B au sens des moindres carrés. On note B := AX.
(i) Démontrer qu’un vecteur Z de R™ est orthogonal a I’image de A si et seulement si
AZ = 0.
Réponse : Soit Z € R™ tel que AZ = 0. Soit Y = AX un vecteur de I’'image de A.
Alors (Z,Y ) ='2Y = 'ZAX = '"(AZ)X = 0. Donc, Z est orthogonal a l'image
de A. Réciproquement, soit Z € R™ orthogonal a I’image de A. En particulier, Z est

orthogonales aux colonnes (Cy,Cy) de A. Donc 'AZ = €1, 20\ _ 0.
<027 Z>

(i) Montrer que B — Best orthogonal a I’image de A.
Réponse : Comme A est de rang 2, A A est aussi de rang 2 donc inversible : il y a donc
une unique solution X a I’équation des moindres carrés AAX = AB. On calcule

A(B— B) = A(AX) —AB = 4(AX — B) =0
car X est solution de AX = B au sens des moindres carrés. Par la question précédente,
B — B est orthogonal a I'image de A.
(ii1)) En déduire que Bestle projeté orthogonal de B sur I'image de A.

Réponse : Puisque B=B- (B B) que B = AX est dans I'image de A alors que

B — Bestdans I’ orthogonal de I’'image de A, Best le projeté orthogonal de B sur
I’image de A.



