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Chapitre 4
Rappels de géométrie plane

Introduction

Avant d’aborder Ia deuxieme partie du livre, qui porte sur la. géométrie,
et précisément sur les polygones, les constructions a la régle et an compas,
les aires, les polyddres réguliers et les volumes, nous avons cru bon de
fournir au lecteur un aide-mémoire (nécessairement succinct) afin de
lui rappeler (la plupart du temps sans démonstration) les résultats de
géométrie élémentaire qu'il a appris au college et au lycée ot qui sont
nécessaires pour aborder la partie géométrique de ce livre.

Ce texte n'a pas de prétention de cohérence axiomatique et 'ordre des
items ne suit pas toujours une logique rigourcuse. Le lecteur doit revoir
par lui-méme los thémes abordés ici, en lisant ce chapitre activement, en
faisant des dessing, cn essayant de comprendre toutes les assertions (voire
cn essayaut de les prouver, mais ce n’est pas toujours facile), en répondant
aux questions posées 3 tifre d’exercices, en s'en posant d’autres et en
tentant d’y répondre.

Le lecteur peut aussi, pour plus de précisions, se reporter & ses livres
du secondaire *.

Dans ce chapitre, nous allons travailler en géométrie euclidienne plane
(la géométrie dans 1’espace sera traitée au chapitre 8) et nous commengons
en présentant les approches qui se sont succédées dans Phistoire.

A. I’APPROCHE AXIOMATIQUE D’EUCLIDE A HILBERT

On doit au mathématicien grec Euclide {vers 320-vers 280 av. J.-C.) *
les fameux Eléments de géoméirie [E], qui faisaient la somme des connais-
sances de son temps dans le domaine, intégrant les apports plus anciens,
notamment ceux de Thalés (né vers 640 av. J.-C.), de Pythagore (environ
580-504) et de ’école de Platon (427-347). Dans ce texte splendide, Euclide

1. Le livre de Terminale § (spécialité maths) de la collection Terracher, Hachette,
1998, est une bonne rétérence sur les transformations, mais d'autres livres plus anciens
peuvent aussi convenir. .

2. Nous n’entrerons pas dans les controverses, qui agitent toujours les historiens, au
sujet des dates d’FBuclide, voire de son existence comme persoune unique.
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trie & partir d'un petit nombre de postulats {on dirait plutot
dont il déduit toutes les autres propositions. Cet
entait néanmoins quelques imperfections (certains
évidents et wavalent ni le sta-
fonte parfaitement rigourcuse
ar David Hilbert (1862-1943)
yurra consulter le livre [Hil,

fonde la géomé
anjourd’hui aziomes)
édifice remarquable prés
faits étaient considérés cornme intuitivement
tut d’axdome ni celui de théortme #). Une rc
de la géométric euclidienne a été proposéc P
en 1899. Le lectenr curieux et courageux pc
trés clair mais pas toujours facile. D’autres références possibles sont [Ars],
[Har], [Li]. Une tentative intermédiaire trég intéressante est produite dans
[CF], avec un systeme d*axiomes assez proche de enseignement actuel du
colleége. Nous donnons un aper¢u soramaire de quelques-uns des axiomes
de Iilbert dans le paragraphe 1. Encore une fois, notre objectif n’est pas
de donner une présentation totalement rigoureuse de ia géoméirie, mais
de convainere le lecteur qu'il est possible de le faire.

won a un enscmble

Dans le systéme proposé par Hilbert, on suppose
t qui contient des

(appelé plan) dont les éléments sont appelés points e
parties appelées droties. On ne définit pas ces objets ¢, mais on précise les
relations qui les Hent (cest le principe de la méthode axiomatique qui veut
que les relations entre los objets soient plus importanies que les objets

eux-mémes).

Bien entendu, pour que la géometrie présente un intérét pratique, clle

doit refléter la réalité. Ainsi que Von disait dans les anciens manuels,
J'image du plan est fournie par la surface dnne cau tranguille, celle d'une
droite par le fil & plomb et cclie d’un point par Iextrémité d’unc aiguille,
De méme, les axiomes doivent correspondre & des vérités intuitivement
évidentes. Le lecteur constatera au paragraphe 1 que c’est bien le cas pour
les axiomes d'Tuclide-Hilbert, au moins pour les premiers d’entre eux.

Les axiomes de Hilbert se divisent en plusieurs groupes : les axiomes
d’incidence (qui décrivent les relations entre points et droites), avec le
fameux postulat des paralléles, les axiomes d’ordre, qui donnent un sens a
la, relation « entre » (un point d'une droite est situé entre deux autres),
les axiomes de congruence (on d’égalité) des segments qui permettent de
parler de longueurs, les axiomes de congruence (ou d’égalité) des angles
qui permettent de parler d’orthogonalité et enfin les axiomes de continuité
(dont V'axiome d’Archim&de) qui permettent de retrouver les nomhres réels
{chaque droite du plan &tant en bijection avec la droite réelle).

On notera que la géométrie cuclidienne utilise de fagon essentielle les
« cas d'égalité » des triangles que nous retrouverons plus loin sous le nom

- —
3. Par exemple dans le Livre I, Proposition 1, pour construire un triangle &qjuilatéral

de base [AB], Buclide trace le cercle de centre A passant par B et celui de centre B

admet sans démonstration que ces cercles se coupent.

passant par A et
si bien s’appeler tables et chopes de

4. Drailieurs Hilbert signale qu'ils pourraient aus

biére.
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Clé (=) 1] mne une (]el 914} ‘ EH] 1 en & as vralinen mne

Hilbert le premier i
premier cas est un axiome et les autres sont des théordmes

B. VECTEURS, REPERES ET COORDONNERS

A partiv des axiomes évoouds cf
: 5 €vogués ci-dessus on peut fai

telle gue le 1 oy : ’ - peut faire toute la géométrie
geg vegteu (;cteux dl a apprise au collége et au lycée). On peut aif&i d’ﬁtrl‘()

s vecteurs, leur addition et le : . : ; i définir

e produit scalaire (@7

: N 11 %4 de .

nous ‘Fappollerons bridvement comment ei-dess (] ) deux(vl(xteum, at
gonalité de deux vectenr. cor sous. On caractérise ['ortho-
Ia norme {ou Io I.s; en ecrivant que leur produit scalaire est nul ot
smlaﬁ-e ’()n d/f‘ng‘ueur) d'im vecteur comme la racine carrée de son ca .

Sl . &) e 5 . gl I'Te
of de doms ve C(L’ init enfin les repéres orthonormés, formdés d*une origine O

ecteurs unitaires ot orth Pt 7

e es ol 10gonaux ¢ et 1. Ces repér )
d’écrire los coordonnées des points du plan : ! operes permationt
OM = 27+ 7. On voit ai '

! . On gl

R2 des cou ;i?es ( VOItdamSI que le plan est en bijection avec 'ensembie
produit seals x,%) de nombres réels. Dans une base orthonormée 1
rod : aire de deux vecteurs @ = 27 + yi ot @ = &' + o7 ’;e le
(') = w2’ + yy'. U= XL+ Y s’éeril

si M est un point on écrit

On se repo
sportera au paragr i
. ragraphc 2 ci-doss o A
sujet des vecteurs. cssous pour des détails sur ce

C. RENVERSEMENT DE POINT DE VUE

L’un des intéréts des vecteurs est qu'i i

o : . . qu'ils fournissent une faco

o (iweiz p(l;ls ;ile);céo Cc(l):(in (;;)nstll"ulre,la géométrie euclidienne engpl;r}:igi
(ou, plus sevamment, un .e;;apcg 1'1 1’}[1 ensem‘b le' ’E‘: s coples )
omension 2) on a0 alllne associé a un espace vectoriel de
oion - U,y P gz droites pat leurs équations analytiques (de la
ol o = o (ZIn munit K du produit scalaire défini par la
tontos Ton oo e bl « e vue Pel{me’c de retrouver trés rapidement
cohut sradootony I e ¢ c a gle.ometrie e}lclidienne. C’est essentiellement
Fotre memenr e a l(3r;r121t.101’e113 d aujourd’bui. 1l présente Pavantage
i e 1 ot 1:1135 e.n.na,themath.uement, mais 'inconvénient d’étre
pour enseigner la géomlgt?il(flzi ?yeiégb;islgéoyétsliques. s oatanive
g scle ‘ ; : a vole des espaces vectoriel
ot e »).%rlls ;?:S :g{r)llzels 1970 (Iors-de la réforme dite des « ma,th:
partiatlomons oSt S0l ;e par un culsz_mt échec et on est aujourd’hui

pproche plus intujtive,
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1. Géométrie plane : une approche inspirée d’Fuclide

Le principe de ce qui suit est de dégager les axiomes essentiels de la
géométrie ct les premigres propriétés que U'on peut en déduire. Le fondement
de ces axiomes est essentiellement expérimental : le plan euclidien est un
modele idéa! d’un plan physique (celui de 1a feuille de papier ou du tableau)

el les axiomes choisis correspondent & lintuition qu'on peut en avoir.

A. PLAN, POINTS, DROITES, AXIOMES D’INCIDENCE

On postule Uexistence d’un ensemble, appelé plan euclidien et nové
le plus souvent I ou . Qeu éléments sont appelés points. 11 contient des
parties remarquables appelées droites, avec les trois axiornes guivants, dits
axiomes d’incidence : :

Axiome L1. Par deux points distincts

geule.
Axiome L2. Toute droite contient au moins deux points.

du plan passe une droite et une

Axiome 1.3. Il existe trois points non alignés.
La droite définie par les points A,B est notée (AB). Il résulte des
axiomes que deux droites distincies ont au plus un point commun. Deux

droites sans point commun sont dites paralléles.
On suppose vérifié le postulat d’Euclide ¢’est-a-dire Paxiome P ci-

dessous !
Axiome P. Par un point M non situé sur la droite D passe une paralléle

5 D et une seule,

(Yest un probléme non évident, qui a beaucoup agité les mathématiciens
t axiome peut &tre déduit des

jusqu’au dis-neuvieme siécle, de savolr si ce

antres. On montre qu'il n'en est rien et qu'il y a des géométries (dites
non euclidiennes) dans lesquelles tous les axiomes sont vérifiés (y compris
ceux d’ordre, de congruence, etc.) sauf colui-1a. Bicn entendu, s'il y a des
traits communs entre ces géométries, il y & aussi de notables différences
(par exemple sur la somme des angles des triangles, ou sur le concours des
droites remarquables). On consultera sur c& sujet [Li] ou [Har].

On montre, grice au postulat d'Fuclide, que la relation « D et Y sont
paralléles ou confondues » est une relation d’équivalence dont les clagses
sont les directions. Ceci signifie seulement que deux droites ont méme
direction si et seulement si elles sont paralléles ou confondues.

B. AXIOMES D’ORDRE

1l g'agit des axiomes régissant 15 relation « A est entre B et C » pour
trois points alignés. Les axiomes de Hilbert sont les suivants :

1. GEQOMETRIE PLANE : U B
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Axiome B.1. 8i B cst entre A et C, B est cutre C et A

Axiome B.2. Btant donnés : ,
Act B onnés deux points A, B il existe un point C entre

Axi an / ;
N .xmme B.3. Etant donnés trois points d’une droite, un ot
entre eux ast entre les deux autres. , -

Il'y a un ié i
o nzfe i fa.tqua’trleme axiome plus caché (dit axiome de Pasch) qui
paqscr. . it qu’une droite qui entre dans un {riangle par un coté (sans
. g !
N par un somumet) en ressort nécessairement par un autre
n voit, 1& encor i i i .

o Sané tiocn;ow:, qu'il s’agit d’axiomes bien naturels, ef le lecteur
Ta, D de risque, se fier & sa conception intuiti J
oy, sans Liop de v ption intuitive de la relation

La relati engr 5
g e 1(;3;{ dcnue » permet de définir la notion de segment, noté [AB]
cest ..dm. e ?S points situés entre A et B, ot la notion de demi droite’
emi-dro igine i i ' ) '
La domt di Hitel,d orlglbnlc A qui contient B est notée [AB). On peut la
e ¢ l'ensemble des points i -
» e s C tel situé er
B e s que C soit situé entre A et B

app(c)lrgc;s)o;t;ii C;lSulLG. lque chaque d.roite D partage le plan en deux partics
e Ill)sains ((11 y_ a les demi-plans ouverts, pour lesquels la droite
D) Lot es demi-plans, et les demi-plans fermés, qui contiennent
s dont ;)lens i)uvorts s.ont carfmtérisés par Ie fait que dewx points
rehcom mem.(? demi-plan si et seulement si le segment [AB] ne

. re pals D. On dit encore que A et B sont du méme c6t6® de D |

ne part e I it i '
Aot Be é)lcli;tig Ii‘iiot]i est dite convexe si, lorsqu’clle contiont dewx points
donne; y it tout le se.gment [AB], voir chapitre 5, 0.2. (Ezercice :
es exemnples de parties converes ou non convezes d .
exemple, un demi-plan est convexe : pourquoi ) e plan par

on innf;;';:nldgklg Ccor;s;s}t)e {3(11’1 la dolnnée de trois points non alignés A, B, C.
BC) [CA] [AD) .L:,' t’O]; du tr%alnglo est la réunion des trois scgments
il hmités ar. v 1(r11 ef'leur du trisngle est 'intersection des trois derni-
e p1 ; 8 .r01te’s (BC), (CA)', (AB) et contenant respectivement

, B, re la figure). C’est une partie convexe du plan (pourquoi 7)

5. Le plus simple, si
ple, si on ne cherche & i i
Pexivtonnt Lo Ppas une présentation rigourense, e ]
R sten (;ul;c‘;l;lcll‘j ggfe c})mlte 8 et deux points distincts O et I de D d,UI;E iﬁjj:ti};?]&z;ﬂ;r
sur O et 1 sur I, co ¢ ; :
e b au 10 I, comme nous le ferons an pa i
- A];ZL;)IH pe'rlmet, grace & la relation d'ordre sur R, de définir {a i:liﬁ}o)he b
e o écar:cr)lr,l S1 géla:bd:':mlr?s cette [?résentation de nombreuses difficultés mat}rlléfn:.?re :
e dlpenddons o 1hel1emen1; : .11 faudrait montrer que les notions définies ci—d:lueE
e condont. b relaéoizcdc}gidpmnts g) at ICi préciser quelles bijections on é’autorissfii
re sur deux droites disti
b Gdeﬁofmp:le’ o0 Gl poe T e e roTtes distinctes se correspondent, mais en
. laudrait pour fout cela explici :
Wost pas e . xpliciter de nouveaux axiomes. Conm
donner un traitement axiomatique complet de la géométri: 111(? tlretbut
R ecteur

qui insistera s 4 i
era désormais ren 4
référonces, voyé sans ménagement 3 Hilbert [Hi] ot aux autres
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. MESURE DES LONGUEURS

Nous nous contenterons désormais de rappeler les propriétés essentielles
des notions introduites, sans chercher & les démontrer & partir d’axiomes,
et mous nous écartons & présent assez largement du traitement d"Fuclide
et Milbert pour suivre une approche voisine de celle de [CF].

Une étape suivante de la construction de la géométrie est de postuler
Pexistence d'une mesure des longueurs. Ktant donnés deux points A et B
du plan, la mesure de la longueur du segment [AB] (ou encore la distance
de A & B) est un réel 2 0, noté AB. T vérific les trois propriétés suivantes :

1) On a AB = 0 i et seulement si A =B,

2) on & AB = BA pour tous AB,

3)ona AB<ACH CB pour tous A, B,C {inégalité triangulaire), avec
égalité si et seulement si les points sont alignés, avec C entre A et B.

Une conséquence de 3) : on a AB 2 |AC — BC| {pourquoi 7).

Sur une droite D, si on choisit un point O comme origine, on postule
alors qu’il ¥ a deux points [ et J de D tels que OI = OJ = 1 ¢t qu’on
obtient unc bijection  de D sur R en asgociant & tout point M de la

demi-droite [OI) le nombre OM et & tout point M de [0J) le nombre —OM.
On pose (M) = i, ¢'est I'abscisse de M relativement au repére’ O, L

L mesure algébrique d'nn couple de points (M, N (dans cet ordre) de la
droite D, munie du repére O, 1, est alors le réel MN = zn — ZM-

On a aussi la notion de milieu d'un segment : c’est Punique point M
de [AB] tel que AM = MD.

g O est un point et R un réel > 0, le cercle de centre O et de rayon
IR est ensemble des points M tels que OM = R. Nous admettrons que
1c cercle &, lui aussi, une longueur. On peut définir rigoureusement cette
longueur (voir chapitre 7, 84, ¢'cst la borne gupérieure des longuenrs
des lignes polygonales inscrites dans le cercle). On peut aussi mesurer la
longueur des arcs de cercle. Cela nous permettra, ci-dessous, de mesurer
les angles.

On renvoie le lecteur & ges livres du gsecondaire pour revoir les positions
celatives d'une droite et d'un cercle ou de deux cercles. (En particulier, le
résultat suivant sera utile dans les discussions des constructions 3 la régle
et au compas : deux cercles ce centres 0,0’ et de rayons R, R’ se coupent
oi et sewlement si on & |R — R/ <00’ <R+R')

D. PARENTHESE

En vérité, dans ce texte, ce que nous noterons AB sera, le plus souvent,
la longueur de AB et non pas la mesure de cette longueur. La, différence

7. Quand on aura dé&fini les vecteurs on parlera du vecteur unitaire ¢ = F)i et le
repére sera aussi donné par O et 4.

5. GED B n > - n AT [ o
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(-':njr.re tjes deux notions réside essentiellement dans le fait qu'une unité a
été spécifiée ou non : per excmple, la mesure, en métres d’ﬁne longucur
l\ est le no\mbre réel 2, tandis que la longueur [ est éga,le? indifféreninent
a: 2 m ou & 200 cm. Pour toules précisions sur ce sujet on se reportera &
l'annexe « grandeurs, mesures et nombres » de ce chapitre. |

E. LE THEOREME DE THALES

¥1ls’agit du premier théortine essentiel de la géométrie. Tl relie pa-
rallélisme et lougueurs {ou mesures algébriques) :

ghtz)fiime 1.1/ (Thalés).' Seient D1, Dy, ..., D, des droites paralléles et
, eur séeantes qui coupent respectivement D; en M; et M. On a
. ) 3 r. : y ' ) 7’. .
pour tous i, §, & tels que 1 <4 < j <k < n, Uégalité des rapports (fig. 2} :

MM, MO
MM, MM,

La variante suivante, dans le triangle, est encore plus connue :

(?orollaire 1.2, .Soit ABC un triangle et soient M, N des points de [AB]
et [AC) respectivement. Alors, la droite (MN) est paralléle & (BC) si et
seulemnent st *égalité AM _ AN

st on azﬁeﬁgahtc (fig. &) A6 - AC Dans ee cas, ce rapport
est encore égal & —- Lorsque le rapport est égal & 1/2 la droite (MN)
est une « droite des milieur ¥ du triongle.

A X

G, 2, Fic. 3
Le lecteur reviendra avec profit sur cet énoncé aprés avoir lu le para-

gr ] '’ 3 a L T i 3
a’p € sur 168 h-OIIlO t}letles- I our une demOﬂSLrathll a 1 &ld €5 alr GS, VOIr
L}
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F. ANGLES

it [OA), [OB) deux demi-droites issues

i int 36 soler 5 .
Sott O point 40 B0 o 0, A, B non alignés. On note HY (resp.

de O. Supposons d’abord les points

joil m i lent . qui ne
H3) le demi-plan (formé) limité par (OA) qui contient B (resp. 4
A

contient pas B).

Fia. 4.

On note de méme T et Hy les demi-plans limités par (Oli) Le;ﬁ?;lé_
0t 1 X - )
dr 't;lsn[()A) (OB) partagent alors le plan en deux pz}rtles._ua?l tp(ou par,
Ifl Hi: uji est convexe, est appelte secteur angu.lalre sai y c(,mde
o .Blﬁ . sge, angle saillant) limité par les demi-droites. La s lc,
: i s 'S an,
ga_ufj gle’ arrllogn %oimfexe est appelée secteur angulaire rentrant (voire ang
B " ) : -
re?ltrant) limité par les demi-droites. (
Ol - ulaire saillant
On note [AOB] le secteur ang  sailla 7 o
ar les demi-droites [OA) et oB). Si befom tzs.’h .c;I;Snotcm
Eecteur angulaire rentrant limité par les mémes droites. |
Lorsque les points O, A, B sont alignés il y & deux cas . —
3 Si les demi-droites [OA) eb [OB) sont confondues, le sec 161 [aons
es - | .
qu’cgles1 définissent est réduit & [OA). Le secteur rentrant est le pla
ntier. o -
) 1) Si les derni-droites gont opposées, il ny a plus. d(?;ectzlr( rOeA)
8 d'eux secteurs saillants qui sont les demi-plans limités p

ou angle saillant) 111’\‘Iflité
[AOB]" le

mai

ili our cela la
Nonug allons maintenant mesurer les angles en utilisant p

les.
longueur des arcs de cerc
idé rcle

Soient [OA), [OB) deux demi-droites isstes de O. On cm{nﬁldife.sliae():e o
% d Dleentre O’ét de rayon 1 (une unité de longueur & été Cdo1ce c;arde
parlz zlors de cercle unité ou trigonométrique et la. lorilg;pei\tl;e ;: e

sfinition du nombre 7, voir ¢ , 4.2.

- notée 2w ¢ cest la définition ; , bt

(eist:m??df(fites [OA) et [OB) coupent le cercle @ en A’ et B (fig. 5)

‘i, 5.

Un secteur angulaire (saillant ou rentrant) limité par [OA), [OB) coupe
le cercle € selon un arc dextrémités A’ et B’. La mesure (en radians) de
ce sectour (ou, de I'angle de ce secteur) est alors, par définition, la longueur
¢ de l'arc correspondant. Un radian est donc la mesure d*un secteur qui
découpe sur le cercle unité un arce de lengueur 1. On utilise aussi comme
unité d’angle le degré avec la relation : 180 degrés = = radians °.

Lorsqu’il est clair avec quelie unité d’angle on travaille, on dira encore,
par un nouvel abus de langage qui consiste, comme dans le cas des longueurs,
a confondre la grandeur et sa mesure, que 'angle du secteur saillant [AT)_B]
(par exemple) est égal & 0 ot on écrira simplement AOB — g, par exemple
AOB = /3, mais ii est plus correct d’écrire AOB = /3 radians ou
AOB =60 degrés.

Comme 'arc correspondant au secteur saillant est contenu dans un demni-
cercle, 'angle correspondant est < 7 (radians, bien slir!). Au contraire,
un angle rentrant est > 7. Précisément, si Pangle du secteur saillant AQOB
vaut @, celul du secteur rentrant AOB vaut 27 — 8.

Lorsque les points O, A, B sont alignés, on retrouve les deux cas Vs
ci-dessus.

%) Si A et B sont du méme c6té de O, les demi-droites [OA) et [OB)
sont égales et 'angle AOB est mul.
i) Si O est entre A et B, les demi-droites [OA) et [OB) sont opposées

8. Pinalement, qu’est-ce que Pangle dun secteur? Cest, en faif, ce qui ca-
ractérise tous les secteurs qui, dans une unité donnée, ont méme mesure. En termes
mathématiques, un angle est une classe d’équivalence de secteurs pour la relation
¢ avoir méme mesure ». On peut dire ayssi que deux secteurs ont méme angle s'ils sont
superposables. En termes mathématiques, cela revient a dire qu’il existe une isométrie
du plan qui transporte un secteur sur l'autre.
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¢ Vangle AOB vaut 7 radians ou 180 degrés. On dit alors que I’angle esé
plat.

' iang il s’agir jours des
Quand on parlera des angles d'un t£1angle ABC il s'agira toujo

angles saillants ct on les notera A, B, C.

G. ANCLES ET PARALLELES

Soient D et B deux droites paralléics et soit A une droite qui coupe D

et T respectivement en A et en B.

A
A
5,06 cm
4,70 ¢m
M A’ Vg
Fic. 7.

Fra. 6. »
On considére des points X', X € D,Y

Y € E tels que X et Y soient
plans limités par A et XY dag&ﬂ’autre {fig. 6). On
. XA = ABY et XAB = ABY’ (angles alternes‘—
. sur A dans le demi-plan lirrﬁé par D ) qui
T’angles YAC = YBA ot X'AC =Y'BA

dans 'un des demi-
a les égalités d’angles :
internes}. Si on prend un point C
e contient pas B on a les égalités ¢
(angles correspondants).

. ORTHOGONALITE

TUn angle droit est un an
radians {ou 90 degrés). On
iculaires :
%?gigi est dit a)igu {resp. obt.us) g'il es’t compris e
7/2 et m). Deux angles sont dits supplémentaires
si leur sommie vaut 7 (resp. 7/2).
fitant donnés un point A et une firoit
A passant par A et perpendiculaire & D.
ot A s'appelle le projeté or
distance de A & D ce qui sigrifie que,
Cette distance est la distance de A & D.

R . R Sles.
Deux droites orthogonales & une méme troisieme sont paralléle

gle qui est la moitié d’un plat, done vant /2
dit que deux droites sont orthogonale‘s ((/)121
5t sles quielles définissent sont tous egaux a T/ =

) ntre 0 et 7/2 (resp. entre
(resp. complémentaires)

e D, il existe une unique droite

Le point d’intersection Al deD
Gali te

thogonal de A sur D, Il réalise la plus cowr

: ¢i M e D, ona AM 2 AA (fig. 7).
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I. THEOREME DE PYTHAGORE, COSINUS, SINUS

Un triangle ABC est dit rectangle en A si angle BAC est droit. Le
deuxiéme théoréme fondamental du collége est le suivant :

Théoréme 1.3 (Pythagore). Soit ABC un triangle rectangle en A, On a
Pégalité BC? = AB? + AC?. Réciproquement, si on a cette relation, le
triengle ABBC est rectangle en A.

Soient O, A, B (rois points distincts du plan, On considére les points
unités I et J sur les demi-droites [OA) et [OB). I’application qui & un
point M de (OA) associe son projeté orthogonal N sur (OB) est appelée
projection orthogonale de (OA) sur (OB). Pour M # O, on montre que le

. ON .
rapport des mesures algébriques = (calculées avec les reperes O, J et

0,1) ne dépend pas du choix de M sur (OA) (pourquoi ?). Ce nombre est
le rapport de projection de (OA) sur (OB) ct on montre que ¢’est aussi
le rapport de projection de (OB) sur (OA). 1l ne dépend donc que de
Pangle AOB. Ou Pappelle cosinus de Pangle AOB et on le note cos AOR.
On montre que le cosinus de AOT est positif (resp. nul, resp. négatif) si
'angle est aigu (resp. droif, resp. obtus) et qu’il est compris entre —1 et 1.

Nous supposerons désormais que le plan est orienté. Cela signifie,
intuitivement, qu’on se donne un sens de rotation dans le plan (soit le
sens des aiguilles d'une montre, soit le sens inverse, qu’on appelle sens
trigonométrique et que nous adopterons ici).

Cela. va nous permettre de définir I'angle orienté de deux demi-droites
[OA) et [OB) {ou encore de deux vecteurs OA et @, c’est la méme chose).
On le notera* (OA, OB). Quand on parle d’angles orientés, il faut bien
comprendre quil y a deux différences, par rapport a I'angle des secteurs
angulaires, un peu en sens inverse 'une de 'autre :

1) On précise quel est le premier ¢dté de angle (ici [OA)) et quel
est le second (ici [OB)) et on compte I'angle positivement s'il tourne
dans le sens trigonométrique et négativement sinon. En particulier, on a
((_)ﬁ,OA) = —(0A, (ﬁ) Cette notion d’angle orienté intervient d’ailleurs
dans la vie courante : s’il s’agit d’indiquer son chemin & un promeneur
égaré, tourner a gauche et & droite ce n’est pas la méme chose !

2) En revanche, on ne s'occupe que des demi-droites et on ne distingue
plus entre les deux secteurs qui vont de [OA) & [OB), le saillant, qui vaut
0 {avec 8 € [—7,+n|) et le rentrant qui vaut ¢ — 27 (et non 27 — 6 :

9. Cette notation met en jeu les vecteurs que nous définissons plus loin, mals ce
N'est pas essentiel ¢t on aurait pu noter, aussi bien, ([OA),[OB)) en faisant apparaitre
les demi-droites.
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atiention, il tourne en sens inverse du saillant). On & done, cn lermes
d’angles orfentés, G- 2w = 0, done 27 = 0! De fait, quand on travaille avec
les anples orientés, o travaille « module 27 %, comme avee les CONgruernces.

Une propriété essentielle des angles orientés est qu’ils vérifient la
relation de Chasles : ((ﬁ,(ﬁ) + (O ,&5) = (GK, 66) Cette relation
est vraie guelles que soient les positions relatives des demi-droites (ce qui
ne serait pas le cas avec des angles non orientés pourquoi 7). Attention,
15 encore, il g’agit d'une épalité modulo 27 (pourquoi est-ce essentiel 7).
Le fait que cette relation soit vraie indépendamment de la position des
points est I'nn des intérbts majeurs de la notion d’angle orienté.

On déduit en particulier de Ja relation de Chasles qu’on a (OA, Ol )=
(61_-{, O’B)) + ((ﬁ, WO—E’))) = (6K, @) 47 (le vecteur —OB est Vopposé de
OB, il cst porté par la demi-droite oppasée & [OB)).

Yoient O, A, B trois poinis distincis. Soit I (resp. K) le point de [OA)
(resp. [OB}) tel que OI = 1 (resp. OK = 1). On utilise los repéres O, 1 et
0, K sur les droites (OA) et (OB). On considere la droite perpendiculaire
& (OA) passani par O et on oriente cette droite en prenant le point J tel
cque OJ =1et (6>I, O’%) =+ /2.

Si M est un point de (OB) dis-
tinet de O et N son projeté_gtho—

ON
gonal sur (OJ), le rapport o est
indépendant de M. I est appelé si-

nus de Pangle orienté § = (OA, OB}
at noté sin . Lorsque cos ( est non

sin
nul, on pose tant =

~_ cosl
COS(GK, (ﬁ) = 2 =0C

O

N J—

¢in(OX, OB) = ON _ 55

oN

ON 08
t Oj,O?g == = ==
an( ) oF  0C Fic. 8.

1l résulie du théoréme de Pythagore qu’on a cos2 @ L sin’ 8 = 1 (pour-
quoi ?). On a cos (—f) = cos g, mais sin (—f) = —sind (pourquoi 7).
Outre ces formules, il faut connaitre guelques formules simples de
trigenométrie, dont leg formules d’addition :
cos{n + b) = cosacosb —sina sinb, sin(a-+b) =sinacosb+ sin bcos a,

la formule sina = cos(n/2 — o) &t surtout les valeurs des cosinus et

1. (JF/JOMETRIE PLANE UN PP HE PII ] YE
4 . - 4
A ROC NS5 BUCT
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sinus des angles remarquables suivants : 0,7 /6, 7/4, 7/3,7/2 et de let
3 * 3 - s

supplémentaires *°.

Vij2 6O°
V32 45°

1/2 / 30°

o 1/2 v2/2 v3/2] 1

Fra. 9.

J. MEDIATRICE, BISSECTRICE

. u]ii'c}ltia?t donnés deux points A et B du plan, l'ensemble des points M
qer Sde.mtls Fle A et B (c’est-&-dire vérifiant MA = MB) est la droite

it _lpen tlcu aire & (AB) en le milieu I de [AB] (Fzercice : le montrer e
ilisant Pythagore). On Pappelle la médiatrice de [AB]. "

dmitza:t Elonne un secteur angulaire saillant [BAC] il existe une demi-
roite pt())?nsélug dau}i le csiecteur qui est telle que les distances de chacun
aux cdtés de Vangle soient égales i i
o oints ail gales. Cette demi-droite est la
Issectrice mtérieure du secteur {ou encore de I'angle B)A-C) et, si M est
un de ses points, on a BAM = MAC. ’ -

0 s .
' € IMIGUX POoUr 5€ S0Uuvenlr de to ce. v <)
1 1 .7 : 2 .
la est d’avoir en téte le cercle trlgouometrlque

et la position sur ce cercle gles remar
rcle de ceg an K i 5 100t U
o 1 . les remarquables. C'est par ailleurs fort utile pour
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K. TRIANGLES

On montre que la somme des angles d’un triangle vaut m radians {ou
180 degrés). Ce théoréme vaut pour les angles non orientés {saillants}, ou
pour les angles orientés {4 condition de les compter fous dans le méme

sens et de caleuler modulo 2m).

Les droites remarquables.
Soit ABC un triangle, Les propriétés suivantes sont bien connues mais

@est un bon exercice de les redémontrer.

Les médianes de ABC sont Jes droites AA!,BR!, CC’ qui joignent les
sommets aux miliews des cotés opposés. Llles sont concourantes en un
point G appelé centre de gravité du triangie et situé au tiers de chaque

médiane & partir de la base.

Les médiatrices des cotés du triangle sont concourantes en un point O
qui est équidistant de A,B,C. Clest donc le centre du cercle circonscrit &
ABC.

Les hauteurs AA’, BB, CC’ sont les droites qui joignent les sommets 8

1. CEOMETRIE PLANE : UNE ;
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M. QUADRILATERES

Un Soga .

wwlr (iuzdgﬂate?e consiste en la donnée de quatre points A, B, C, D pris

e L()r re el tels que trois quelconques d’entre eux ne ,soi;n£ a,é
gnes. Les points A, B, C, D sont les sommets du quadrilatére. Lels cﬁréés

(hl qua:d]:l[ate\}c S0 lt 16{3 sSegm t{'& JxB B DJ& 5E8 dla On-ales
SO]-IL &5 Segll L] tnc_i AG Ct [:Eg]_) °r [ L] C! CD H ]’ g

‘UH q (L(] 11 e = A e5t convexe s1 [)U r tout cote VI
1N d..LGI'e Q BCD 3 3 1
] Py g
o | v ‘ v dlL s L N
.uu N > 2L8 S dLI meme COt 2 d a dr tC‘ (N[N). ] s Cr
19‘1 deLlX autl [S5] S()I[HIIOI O l' € O l Q1 ¥ 3V t
a 1eme (ice (11]: C (]l)l(“'r‘ 508 dlﬂgollales 8¢ L()upellt ([_)()LU: !J(]ULES pl e(:lSlOllS,
VOII (:h.a:pltl 5, 11 . SL d / [ |
_I. I c (,h[ Croise s1 de IX de Ses COIBS 8e cou )EHL €11 un
p lL c‘lllf (&) (}u 11 50MmiInet. Il =tV d t . P
Q1 1T concave s 11 n eb[ 11 COMVEXE 11 crolse

A
D C D

croisé
coneave

i leurs projetés orthogonaux sur les cotés opposés. Flles concourent en un
convexe I B D

!:?-:h point H appelé orthocentre du triangle.
o Les hissectrices intérieures des angles du triangle concourent en un . 10
1. 10,

e point I qui est équidistans des c6tés du triangle. Le cercle de centre I et de

rayon la distance commune aix cBtés est tangent aux trois cobés. Clest le
cercle inserit dans le triangle ABC.

La formule d’Al-Kashi.

(Pest une généralisation de Pythagore : dans un triangle queleconque
ABC, si on pose ¢ = BC,b=CA,c= ABon a o = b? + ¢? — 2bccos A.
(Exercice, le démontrer en considérant la hautewr BB’ du triangle et en

appliquant Pythagore. )

.. TRIANGLES PARTICULIERS

Un triangle ABC est dit isocéle s'il a deux cOtés de méme longueur ',

disons AB = AC. Les angles B et C sont alors égaux. La médiane issue de
A est aussi hauteur, bissectrice et médiatrice.
Un triangle ABC est dit équilatéral si ses trois cbtés sont « égaux ¥,

Ses trois angles sont alors égenx & /3 {ou 60 degrés) et ses médianes,
hauteurs, etc. sont confondues. Ezercice ! calculer la longuewr des hauteurs

en fonction de celle des cotés.

11. Nous nous laisserons souvent aller & dire, avec la caution d’Buclide, que les cotés

en question sent « égaux », et de méme pour les angles.

Un quadriiate
- q ’ ﬂlate/r(.; convexe ou concave détermine deux régions du pl:
utie, appelée intérieur, est bornde, Maut ' . o
S, . ornee, I'autre non. La somme des angles d’un
CO,HCS E . cionvexo ou concave est égale & 2m ou 360 degrés. (Les angle
‘ ondent : 4 [ i ’
pondent aux secteurs qui rencontrent Uintérienr du quadrilatéreg}

N. PARALLELOGRAMMES, ETC

On dit qu’ ilater
quun quadrilatére ABCD est un parallélogramme si les droites

(AB) et (CD) ainsi
oo que (BC) et (DA : o
ctés opposés sont paralldle 3) (DA) sont paraliées (autrement dit si les

Un ilatére s
oo (g;:drﬂelmtem es.t.un parallélogramine si et seulement, si ses diagonales
oo pent en et\lr milieu, ou encore s’il est convexe et si les cotés [AB

] sont paralléles et de méme longueur. AR

U .
n rectangle est un parallélogramme qui a un angle droit (et donc ses

quatre angles droits). Il est risé
. . caractérisé, parmi é
fait que ses diagonales sont égales. ponmlles paralidogramimes, por l

U n 4
n losange est un parallélogramme dont tous les cotés sont égaux. Il

P . 2 [_‘ N ]
eSt car ELCteIlSB paIIIll leS pcl-lal el()gI‘&IIlme T 2. £ Ses dl olales
) 5, 4. l
p e lt qu S d ag
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2 i "CCh e.

I’ﬂa.tél'(} qu1 est a la fois un losa.nge et un rectang

Tn carré est un quad : . 1
O anglon sor &s sont éganx. Ses diagonales

Ses quatre angles sont droits, ses quatre ¢t
sont épales el perpendiculaires.

i i § . ,6 éS paraﬂeles.
1 5L £re convexe qul a dCU_X
Lﬂﬁn, un trapeze eﬁL un q]]a;(l]’.lklte OIVE (

2. Vecteurs

fsi idi nnons dans
Dans tout ce qui suit, I désigne un plan cuclidien. Nous do

ce paragraphe un apergu sommaire du calcul vectoriel.

A. VECTEURS

Soit (A, B) un couple de poirts (discns distincts) icg (Zitixglgii ;iln{
ordre’: A puis B; on dit parfois que le couple (A,B) e A
zuﬁl Le couple (A, B) définit une direction {celic de la droite { ! )‘, un
S:ns )(’de )A vers BB) et une longueur (la lqngqeur AB) On isaolmeea(; l,es
tel couple un ohjet appelé vecteur, noté AB. Les régles de calcul av

vecteurs sont les suivantes -

1) Egalité de deuwx vecteurs, ‘ ) ' ‘ .
) bqeux vecteurs AB et @ sont égaux s'ils ont raeme dlreAcgoDnd m:nllg
lent & di esi 1
8 érifie que cela reviens & dire que
ens of méme longuneur. On veri : ABDE o5t 1t
E’eetllfiﬂlélogrfcmrnr:ae O(faire un dessin pour s'en convamcrAe, attention la; ) Slrn di)t
?es wipoints (A, B) et (C,D) définissent alors un méme vecteur% -
y AR 7. : st di
rfois que AB est un représentant du vecteur v. Le vecteur AB es

partols

ionaA=D8. . o . ,
el ]?‘lta(?rllt donnés un point O et un vecteur ¥ = f@ il existe un unique P.Ollnt
M d11 plan tel que ¢ = OM. {Ezercice : le montrer 4 Vaide du postuie

d’Euclide.)

ii) Produit par un scalaire. o E
) Soient A, B deux points distincts ev A € R.. On définit le vecteur A

nme le vecteur AC ol C est le point de la droite (AB) qui vérifie
cor

-A—E — A Dans le cas du vecteur nul on pose A0=0.
AB
#4) Addition de deux vecteurs.
ient ¥ et @ . On peut les
Qoient ¢ et o deux vecteurs -
¥ = E)—l\/i et W= Om') On définit 7+ @ comme lc‘a vecteur OT mld(éu;/[ }3
qu—;drilatére OMPN soit un parallélogramme. Si I est Je milien

représenter sous la forme

onaO

12. Un vecteur est donc une classe d
#— AB = CD.

? — 90l Le vecteur ¥ + @ ne dépend pas du choix du point O.

*équivalence de bipoints pour 1a relation ci-dessus :

|
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L’interprétation physigue des vecteurs comme des forces cst le meilleur
moyen de comprendre la motivation de cette définition.

Une conséquence esgenticlle de cette définition de I'addition des vecteurs
est la relation de Chasles : PY] ~ AD + BC. (Exercice : établir cette
relation. )

v} Orthogonalité de deuz vecteurs, norme d’un vecteur.

Deux vecteurs 7 = Eﬁ et @ = CD sont dits orthogonaux si les segments

[AB] et [CD] le sont. Cette notion ne dépend pas des représentants choisis
anifc que, 1 on 5 A = N ot OB = T, A%

(cela, signifie que, si on a AB = A’B" et CD = C'D » AB ost orthogonal

a CD si et seulement si A’B’ est orthogonal & C'IV). On convient que le

vecteur nul est orthogonal & tous les vecteurs.

5

On appelle norme du vecteur 7 = ]ﬁ% la longueur du segment [AB].
Elle ne dépend pas du représentant choisi.

B. REPERES ORTHONORMIS

Un repére orthonormé consiste en la donnée de trois points O, 1, ] tels
que [OI) et [OJ] soieut perpendiculaires et de longueur 1. 11 revient au
méme de sc donner une origine O et deux vecteurs i ot forthogonaux eb
de norme 1 en prenant 1 = 5i et ,}": Ol

Lorsque le plan est orienté, un repére orthonormé O, 1, J est dit direct
si Pangle 1OJ est égal & +w/2.

C. COORDONNEES

Soit 0,7, 7 tn repére orthonormé.

Tout vecteur ¥ s’écrit de manitre unique sous la forme @ = zi + 17 avoc
z,y € R. Les nombres z et y sont les coordonnées du vecteur 4.

St M est un point du plan le vecteur OM s'écrit done de manidre unique
OM = zi + yf avec z,y € R. Les réels x ot y sont les coordonnées de M
dans le repére donné, x est son abscisse et y son ordonnée.

Le plan E, muni d’un repére orthonormsé, est donc en bijection avee
Pensemble R? des couples (z,%).

D. PRODUIT SCALAIRE

—
Solent ' et @ deux vecteurs, que 'on écrit # = OM et @ = (T\I) Le
produit scalaire de ¥ et @ est le nombre (#|w) = OM ONcos@ o 0 est
Pangle MON.

Deux vecteurs sont orthogonaux si el seulement si leur produit scalaire
est nul. La norme du vecteur ¥ est la racine de son carré scalaire (7.
(Bxercice : vérifier ces propriéiés. )
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§i0,d,7 est un reptre orthonormé, et g on a deux vecienrs ¥ =xi+y]
ot i =o't 4y, ona (FU) = wa’ oy (Fxercice : le démonirer.)

3. Transformations

A. ISOMETRIES : DEFINITION

On travaille toujours dans un plan euclidien ovicnté 1.

w est, par définition, une transformation du plan qui
conserve les longueurs. Cela signifie que si on a A’ = u(A) et B = u(B)
on en déduit A'B’ = AB. On montre qu'une isométrie est toujours une

application bijective du plan sur lui-méme et que son application réciprogue

est aussi une isométrie.

Une isométrie

Le théoréme suivant fait la listc des principales propriétés des isométries.

Théoréme 3.1, Soit v : E — E une isométrie. On a les propriélés sui-
vanles :
0} u conserve les longueurs,
1) u conserve Palignement, le paral
2) u conserve les angles non orientés,
3) u conserve Vorthogonalité,
4) u transforme un repére orthonorm

llisme, les milieus,

¢ en un repére orthonormé.

Le point 2) peut se préciser en termes d’angles orientés 1 ily a deux
sortes d’isométries, celles qui conservent les angles orientés {y compris
leur signe) et qu'on appelie déplacements ou isométries positives et cclles
gui transforment ub angle orienté cn son opposé. On les appelle an-
tidéplacements ou isométries négatives. Lrercice @ que peut-on dire de
la composée de deuz isoméiries posilives, d'une positive et d'une négative,
de deux négatives ¥

Le point 4) admet une réciproque : étant donnés deux repares ortho-
normés 0,1, et O',T',§ il existe une unique isométrie qui envoie O sur
O, Isur ¥ et J sur J'.
er ci-dessous la liste exhaustive des isométries du plan.
iverses composées possibles w0V
demandant toujours si elles

Nous allons donmn
Un bon exercice consiste & préciser les d
de ces isométries (on pourra utiliser 3.2), en se
commutent (cest-é-dire sion a uov =v0 u).

B. LISTE DES DEPLACEMENTS

ments : les translations et les rotations.

, est Papplication de E dans E qui
= 7. (Mest une isométrie. Elle

Tl y a deux sortes de déplace
La translation de vecteur ¥, notée ty
3 un point M associe le point M’ tel que MM/

3. TRANSFORMATIONS

133

a une i Il t z S 2 CIlLa .[ C 2 2 (0] 'ans at] 11
p Op . cle upp SN re : ’ll'na.gc d,uI 5] dl" 10C D pal‘ une 1
¢ pa-ra.lléle ] [ L5} ans Q! ) v e‘ N
eSt 1111 dI()lte D a D. ot trrllll'lati
] . r 11 de ecleur non llul n:a; [)as

La i ent
L pl(‘(())tagt;(m dc cen.trel O et d’angle (orienté) ¢ est la transformation
o ,8), qui a un point M de E associe le point M’ tel que OM = OM’J
et S i e
pOi(n X ﬁ},{ eOl\(/I) )I? 8. ‘Ulne rotation de centre O et d’angle non nul a un seul
¢ O. Parmi les rotations de centre O Pune j le .
o €0 st Joue un rble particulier
E)eatljla rotation d"c.mgle m qui associe & M le point M’ tel que OM’ = —O }
n appel]e aussi symétrie centrale de centre Q et on 1 e
composée oo o g est Videntité. » note 0. L
Notons que identité &
> peut étre considérée com iranslati
vecteur nul) ou comine une rotation (d’angle nul) me\ e ransiation {de

C. LISTE DES ANTIDEPLACEMENTS

Il y en a aussi deux sor

Uy E ] tes ! les syméiries par r ' i
symétries axiales) el les symétries glissées. P repport s droites {ou
nOtga symetr.ie\par rapport & la droite D (ou d’axe D) est la transformatio
médiz ;1'3, oilu] I\ad Il\;rIfl Iéomt M associe I'unique point M’ tel que D soit lralmj

: ice de MM’. 51 Il est le projeté orthog ] | ,

° : le ] gonal de M sur 1, il revi

‘ ten;e de dire que 'on a HM’ = —HM. La symétrie op admet tous les

points de D comme points fixes. On a ap o op = Idg o

Une symétri Fead
trmnSlE\tiO}I’l tetgle glissée est la composée d'une symétrie op et d’une
[ i —+ S Y |
n'a pas de pouinteﬁvect;ur paralléle & I et non nul. Cette transformation
: xe. {zercice : comparer § = "
503, parer s = op oty et lyoop et calculer

D. LBS SYMETRIES ENGENDRENT LES ISOMETRIES

On a le rés  sul i
comonton { bu;l;.a,t Suwla,nt qui montre que les isoméiries s’écrivent comme
on dit aussi parfois produit} de symétries axiales :

Théoréme 3.2. Toule ¥ Sty
2. e isométrie s'obtient comm. ’ e
par rapport ¢ des droites. Précisément : 7 composte de syméries
g L;outi deplgcriment s’éerit comme composé de dewr symétries
ol ot cznt_zdeplacement est une symélric ou est composé c,fe trod.
ymétries (c’est le cas d'une symétrie glissée ) e

Ol_1 4. R
tl‘allslathfllﬁf]que le prodmt de deux symétries d’axes parallgles est une
Ezercice per by pro;iult de deux symétries d’axes concourants une rotation

: préciser le vecteur de cette t lats ’ '
Montrer o’ ranstation ou Pangle de la rotation
gu’on a une certaine {atitud I i !

B strdiios of s e sur le cholx de Uaze de U'une des
ymétries et que cela permet de calculer commodément les composées
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E. LES HOMOTHETIES

On appelle homothétie de centre 0O ot de rapport k € R ’et f)n p.ote
h{0, k) la transformation qui & un point M associe le point M’ défini par

OM' = &k OM.

I.es homothéties conservent encore l’a,lignemt.ant;, le pareliélisme, les.
angles, 'ortbogonalité, les milieux, mais, attention, pas les li)ngueur]s ;
e homothétie de rapport % muitiplie les longnours par |k]. Comme eb
{ransiations, les homothéties de rapport non nul transforment une droite

D en une droite paralléle a D

4, Compléments

A. LES CAS D’ISOMETRIE DES TRIANGLES

Les théorémes qui suivent sont & la buse de la géométrif} telle que la
pratiquait Euclide et telle qu’on l’enseignai‘.c enco’rfa au college au .deb/ut
des années 1960 (& I'époque les transformations n e’r.a,lent. pas cnseignées
dans les classes b ces théorémes étaient, cn fait, des 9){1\011!1’65, avec une
justification expérimentale). s ont ét¢ injustement mis a 1 e(;&}‘t de’p.uls,
car ils peuvent tre trés utiles. Il 8’agit de dire & qufalle (ion'dmon, &tant
donnés deux triangles ABC et A'B/CY, il existe une 1s\.omet1'1c 1 telle que.
u(A) = A’, w(B) = B/, u(C) = C’: 1l y a quatre théorémes, que le lecteur
illustrera par les figures appropriées !

Théoréme 4.1 : premier cas d’isométrie. On suppose que les triangles AB:?
et AB'CY ont deuz cbtés « égaus » (aulrement dit de méme Z(mguem: _ ,)
et les angles compris entre ces colés égaux (par exemple, AB = AB )
AC = A'CY et BAG = BIATCY). Alors les triangles sont isométriques
(vrécisément, dans U'ezemple, il existe une isométrie u telle que lon wil
w{A) = A, u(B) =B, u(C)=C").

Démonstration. On commence par envoyer A sur A’ par la translation de
vecteur AA’, On est ainsi ramené au cas oll %: A’; On, envole gl(})rs B
sur B’ par la rotation de centre A et d’angle (AB, AB’). Clest pos§1b e car
on a AB = AB’. On est ramené au cas A = A’,B = B’. Il y a maintenant
deux cas selon que les angles orientés (E, ﬁ) et (ﬁ,!ﬁ ) sont eg;aux
ou opposés, S'ils sont égaux, les demi-droites [ACY et [AC’) sont les mémes
et. comme AC = AC/, on a C = ¢’ et on a fini. Sinon, on effectue la

13. On utilisait autrefois le mot égal en un sens phis large qu’aujourd’}.mi. 1Ain’m, 0:1{
parlait de segments égaux pour dire gqu’ils &vaienj: méme ]?ngueur, de triangT;: es egfa;;s
pour dire qu'ils étalent isométriques (Euclide va méme jusqu’a em’ployer ce mot g?’ul e
triangies' de méme aire). Dans les mathématigues actjlelles on reseljv.e ce ch): \egi‘z.
pour dire que les objets sont les mémes, mais nous dérogerons parfois & cette regle.
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symétrie d’axe (AB). Comne c’est un antidéplacement, elle change le gigie
des angles orientés et on est ramené au cas précédent.

Liemarque. Ce théoréme (comme les suivants) est intuitivement. clair :
il signifie que, sous les hypothéses faites, los deux triangles sont « superpo-
sables » et c’est ainsi qu’on le justifiait autrefois au colldge. Mathématique-
ment, si 'on ne dispose pas de Pattirail de toutes les transformations, on
peut fonder ces résultats sur uno idée assez simple. On postule qu'il y a dans
le plan un groupe de transformations (qu’on peut appeler « mouvements »
et qui correspondent & "idée intuitive qu’on sc fait de déplacer et de
retourner des objets du plan). On suppose que ce groupe est « transitif sur
les drapeaux point, demi-droite, demi-plan », ce qui signific que si 'on a
deux triplets (A, D, P) et (A’,D’,P*) oli A est un point, D une demi-droite
d’origine A ot P un demi-plan limité par D, et de méme pour (A", D, P,
il existe une transformation qui envoie A sur A/, D sur D' et P sur P, Les
notions de longueur et d’angle sont définies & partir de ces mouvements :
on peut envoyer des points A sur A’ et I3 sur B’ si el seulement si les
« longueurs » AB et A'DY sont égales. De méme pour des demi-droites de
méme sommet, on peut envoyer [OA) et [OB) sur [O'A’) et [O'B) si ct
seulement si les angles AOB et A’O’B' sont égaux. On peut alors prouver
les cas d'isométrie, & partir do ces seules données.

Théoréme 4.2 : deuxitéme cas d’isoméirie. On suppose que les trigngles
ABC et A'B'C" ont deur angles et un coté égauz (par exemple, AB = A'BY,
ABC = AB/CY et BAC — BIACY ; comme lo somme des angles d’un
triangle vaut 7 les angles en C et C' sont égaur eur aussi). Alors les
triangles sont isoméiriques (précisément, dans Ueczemple, il emiste une
isométrie u telle que Uon ait u(A) = A/, u(B) = B, u(C) = ')

Démonstration. La démonstration est analogue. On se raméne an cas
A = A’,B = B’ par translation et rotation et, quitte a faire une gymétrie,
on peut supposer les demi-droites [AC) et [AC’) égales. L'égalité des angles
en B montre que les demi-droites [BC) et [BCY) sont égales ou symétriques
par rapport & (AB). Dans le premier cas on a C = (Y et on a gagné. Le
second cas est impossible car les demi-droites [AC’) et [BCY) ne seraient
pas dans le méme demi-plan limité par (AB), done ne se rencontreraient
pas, ce qui est absurde.

Remarque. Atiention, pour appliquer ce théoréme, il faut prendre garde
que les sommets doivent &tre « homologues », c'est-a-dire que les cotés
égaux doivent avoir pour extrémités les sommets en lesquels les angles
sont égaux. Sinon, le théoréme peut &tre en défaut. Ainsi, si ABC est un
triangle rectangle en A et H le pied de la hauteur issu de A, les triangles
ABC et ABH ne sont pas isométriques bien qu’on ait I'égalité d'un cbté
AB = AB et de deux angles BAC = ATIB et ABC - ABIL
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Théoréme 4.3 : troisiéme cas dtisométrie. On suppose que Eesl f*.:‘ugn(g}leﬂs
ABC et A'BIC ont leurs trois cdtés égonz (par ewevn?lei AB = A/B', ] —t
BIC. CA — CYA'). Alors les iriangles sont isoméiriques (pmcascmezl,
d(ms', Vezemple, il existe une isométrie u telle que Von ait u(A) = A,
wB) =1, u(C) =C").

Démonstration. Le début de la démonstration esb identhl}e ; on .pe'm’:
su‘ poserl A — A B =B et Cet ¢ dans le méme demi-plan 1.1m1te
paI; (AB). On conclut alors en notant que C (ou C') est 'unique point fg
ce demi-plan & lintersection des cercles de centres A et B‘et de Iayons - 1

et BC. Une autre méthode consiste 4 se raInencr au premier cas grace a la
formule d’Al-Kashi.

Théordme 4.4 : cas d’isométrie des triangles rectan!gles. On suppoi‘(f q*zfe lii
triangles ABC et A'B'CY sont rectamgles en A et'A et ont de;m: gj?fei eg?]; ;
(" mai.‘;‘ pas nécessatremnent les chiés de E’a‘n.gﬂe dr}o%ts par emewip/e,/ ‘ ? dam,
BC = B/C'). Alors les triangles sont wom}etmqtlses (preca}i(fen‘be%s dans
Vezemple, il existe une isométrie v telle que Pon ait u{A) = A/, u(B) = B,
u(C)y =C').

Démonstration. Le résultat est évident avec Pythagore.

L. DEUX EXEMPLES D’APPLICATIONS

Exzemple 1. Soit ABC un triangle
isocele de base [BC|. La médintrice
de [AC] coupe (BC) en D, que lon
suppose extéricur & [BC). On trace
(AD) et on porte une longueur AR =
BD sur (AD), de Pautre coté de A
par rapport ¢ L. Montrer que CDE
est 1socéle.

Tndication : Montrer que les
triangles ADB et CEA sont

isométriques. Fia. 11.

Ezemple 2. Soit ABC un triangle.
On suppose que les hauteurs BB’ et
CC' sont « égales ». Montrer que
ABC esi dzocéle,
Indication : Considérer les tri- o B!
angles rectangles BC'C et CB'B
ou les triangles rectangles ABB' ef B C
ACC.

4. COMPLEMENTS 1g7

C. QUELQUES COMPLEMENTS SUR LES ANCGLES

Il s’agit de théorémes mettant cn jeu des angles inscrits, ¢’est-a-dire
des angles ABC avec A, B, C sur un cercle.

Théoréme 4.5 : angle droit et demi-cercle. 1) Soit I’ un cercle de diamétre

[BC] (c’est-d-dire centré au mikien de [BC] et passant par B et C) ef soit A

un potnt de I' distinet de B et C. Alors le triangle ABC est rectangle en A.
2) Réciproquement, si ABC est rectangle en A et si O est le milieu

de [BC| on o OA = OB = OC, de sorte que A est sur le cercle de

diameétre [BC|.

Démonstration. 1} Soit O le cenire

de I'. Comme on a OA = OB =

OC, les triangles OAB et OAC sond

is/og_élos. Si on pose ABO = o ob

A
m
ACO:ﬁ,o11aB®:aet BUC

m:ﬁ,d’()ﬁ]ﬁ]:a—l—ﬁ.

Mais, comme la somme des
angles du triangle ABC vaut 7, on a
2004 208 =, d’oﬁm:a—l—ﬁ:

/2. Fia. 13.

2) Soit M le milieu de [AC|. La droite (OM) est une droite des milieux
de ABC donc parallele & (AB), donc perpendiculaire 3 {AC). Cest 4 la
fois unc médiane ct une hauteur dans le triangle AQC, qui est done isocéle
en O, de sorte qu’on a OA = OC = OB,

Théoréme 4.6 : angle inscrit et angle au centre. Soient T un cercie de
centre O, B et C deux points distincts de 1. On suppose B,0,C non
alignés. Soit A wun point de I situé dans le demi-plan ouvert limité par
(BC) qué contient O. On a Végalité d’angles : 2BAC = BOC.

Démonstration. 1l v a deux cas de A
figure selon que O est a lintéricur
du triangle ABC ou non. Traitons
le premier, autre est analogue en
utilisant une différence d’angles au
lien d’une somme,

Soit M le point diamétralement
opposé & A sur I'. Comme les tri-
angles OAB et OAC sont isocéles
On a lf_s\deux cgalités : 2BAO =
x* —BOA = BOM et 20AC =
7 — COA = MQOC. Le théoréme en
résulte par addition.
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Corollaire 4.7, Soil T' un cercle et soient A, B, C, 1 quatre points distincts

de 1—11) Gi O et D sont dans le méme demi-plan limité par (AB) on @

ACB = ADB. § C et D sont dans deux demi-plans différents Limités par

naoACB=m— ADB. o

(ABQ)) ORéciproquement, soient A, B, C,D quatre potnls di ii%% tdj;%g

' sotent lignés. Si A,B,C,D vérifient ACB =
trots dlentre eux ne sotent pas a Al rifi >
avee C et D du méme coté de (AB) ou ACB =7 — ﬁ%DB avee C et e
part et d'autre de (AB), les quatre points soni cocycligues.
assertion vient de 4.6. Pour ja seconde on
le point D est diamétralement oppost
dérant les deux triangles rectangles
' la premidre assertion.

Démonstration. 1) La premitre \
considére d’abord le cas particulier ol
& (. Dens ce cas on conclut en const ont |
ABD et ACD. Le cas général s'ensuit grice a e -
2) Traitons Je premier cas, Vautre est analogue. Soit %‘ li Cegzl;n(_l;gii
crit au triangle ABC. Supposons que/\D n’est pas sur 1. A t.l) o
[AD) recoupe I' cn E. On a alors ACB = AEB par le pou;1 t ,ian "
Kﬁﬁ — AEB el cela contredit le fait que la somme des angles du triang
BED vaut 7.
formuler ces résultats avec des angles orientés.

we, On peut aussi  de  orient
s ! bligé de recourir & la considération

Cela présente l'avantage de ne pas étre o
de plusieurs cas de figures.

D. EXEMPLES D’APPLICATIONS o
Bzemple 1. Soient ABC un triangle et Il son orthocentr;Sosltt S}‘L ﬁ

symétrique de H par rapport & la droite (BC). Montrer que I @

cercle circonserit & ABC.

i i t soient 7, Q, R tro
Egemple 2. Soit ABC un triangle e , ' it
respeiiivgment sur [BC], [CA], [AB]. Montrer que les cercles circonserits

aux triangles AQR, BRP et CPQ ont un point commun.

is points situés

Annexe : grandeurs, mesures et nombres

s . rts
DEHIS Cette annexe, nous avons cru b()n de i}entel de DTECISCT leS la.ppo t
f a5 notlo de Ialld 1T d. mesu t d 0 b p
enire l notions g e 3 e (G re ¢ e nombre et (I ex lcllet 1eS
. N ' s q
()' e ce Lvre < et. I]. nous SC‘Iﬂb t; q_ue C
Ch 1X d C 1 re ad Su l’e ’eIl ei (5] e,S i} une lleSthIl
Centl'ale {1&1’13 1 B'ﬂseignenlent, IlDtELIIlment elemeﬂtalte, et qu ll eSt lmPOI IJalnt'

que les professeurs ¥ aient réfléchi.
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A. PROBLEMATIQUE

Dans la pratique, une grandeur est associée 4 un objet matériel et sa
nature correspond & une certaine caractéristique de 'objet, percue par
nog sens. Quicongue a déplacé des meubles sait que plusieurs parameétres
dillérents sont & prendre en compte : la longueur du meuble {ou plus
précisément ses diverses dimensions}, pour pouvoir franchir les portes ou
les cages d’escaliers, son aire, pour déterminer la place qu'il occupera au
sol, son volume, pour évaluer I'encombrement qu’il induira dans la pidce,
sa masse, pour choisir les (gros) bras des porteurs.

Lorsqu'une grandeur a été identifiée, on constate qu’entre des grandenrs
de méme nature on a une notion d’égalité et une relation d’ordre (total).
Par exemple, s’agissant de longueurs, on peut dire si une personne est plus
petite gu’une autre, plus grande, ou de méme taille. Pour cela, il suffit de
mettre dos & dos les personnes (ce faisant, on postule impliciternent quc la
grandeur cst invariante par déplacement), S'l est question de masse, on
peut aussi décider si un chjet est plus iéger qu'un autre, plus lourd, ou
pareil, mais on a besoin cette fois d’un instrument plus ou moins précis
les deux mains qui soupésent ou la balance Roberval, par exemple.

On a aussi, en général, une addition des grandeurs. Ainsi, pour les
longueurs on peut mettre bout & bout des bitons et évaluer & Pecil la
longueur somme. Pour les masses, si on a deux ohjets, on peut soupeser
I'un, puis l'autre, poser ensuite I'un des objets sur 'autre et soulever
les deus enscmble, la somme des masses étant alors percue via I'effort
musculaire nécessaire & cetbe opdration.

Le cas de I'aire esl particuliérement révélateur. Le concept d’aire est trés
présent chez Euclide {méme 'l n’y est pas totalement explicité). T,’addition
des aires de deux parties du plan correspond & la réunion (disjointe) des
deux parties. Pour la comparaison des aires il y a d’abord I'inclusion : « le
tout est plus grand que la partie » comme disaient les Anciens, mais aussi
la procédure de découpage et recollement : si on découpc une partie A en
parties disjointes, que 'on déplace ces parties, et qu’on les recolle, sans
perte ni chevauchement, on obtient une partie B de méme aire que A. (est
ainsi qu’on montre, par exemple, 'égalité des aires d’un rectangle et d’un
parallélogramme de méme base et méme hauteur. Le lecteur trouvera au
chapitre 7 une multitude d’applications de cette procédure (et notamment
I'une des preuves du théoréme de Pythagore, voir chapitre 7, § 2.8}, Pour
les Grecs, la grandeur aire a done un sens géométrique : deux polygones ont
méme aire si 'on peut passer de I'un & I'autre par découpage et recollement.
En termes savants, l’aire est la classe d’équivalence des parties du plan
pour cette relation. On voit que cette grandenr existe indépendamment de
toute notion de mesure. En vérité, dans le cas des polygones, le théoréme
de Bolyai (voir chapitre 7, Th. 3.2) montre que cette notion géométrique
d'aire et celle obtenue au moyen d’une mesure sont équivalentes.
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Om constate ainsi que, dans Uhistoire, la notion de grandeur a précédé
colle de mesure et méme celle de nombre (au moins pour les nombres
fractionnaires et réels). Une citation de Jea{n—Jacques Roussean {dans Les
confessions), & propos de l'identité (a+ b)Y =a? - E.)Q -+ 2(1/&?, montre que
ce souci de revenir aux grandeurs géomébriques pour interpréter los caleuls
&tait encore trés fort au XvIT® siécle

Je n'ai jamais 6t€ nssez loin pour bien sendir Z’applicfztion de
Valgébre d la géomdéiric. Je n'aimats pas celte maniére d’open‘zr 54N
votr ce qu’on fail, et il me semblait que résoudre un probléme de
géométrie par les équalions, ¢ 'Slodt jouer un afr en tournent une
manivelle. Lo premiére fois que je frouvat por le calcul que le-car?'e
d'un bindme élait composé du carré de chacune de ses parfies, et
du double produst de 'une par Pautre, malgré la justesse de ‘m(f,
multiplication, je wen voulus rien croire jusqu 4 ce que j ’e’e;l,sse‘ fail la
figure. Ce n'était pas que je n'ensse un grond gotl pour { ‘a,l?}ebre en
n'y considérant que la quantité abstraite; mais applziquee a ! etendu?,
je voulais voir lopération sur les lignes ; autrement je 'y comprenais

plus rier.

B. AXIOMES DES GRANDEURS

I une des vertus esscntielles des mathématiques est de dégager .des
propriébés communes a différentes situations concrétes etl de lesjérlger
en axiomes qui permettent de travailler dans un cadre anigue. C est ce
que nous faisons maintenant & propos des grandeurs, en formalisant les
remarques ci-dessus. La grandeur qui sert de modsle est la longueur, avec
sa représentation sur une droite. ‘ .

1.e systéme d’axiomes proposé ci-dessous est inspiré dB.CClUJ dfe Bourbaki
(voir [B]), mais il n’cst pas si &loigné de ce que pratiquait Euclide dans le
livre V des Eiéments consacré aux grandeurs.

Définition 5.1. Soit E un ensemble (les objets). Une grandeur définie sur
E est une application g de B dans un ensemble G (I'ensemble de.'s gmn’dews
du type considéré). On suppose que G est muni dune relation d oz"d?"e
total possédant un plus petit élément noté 0 {lo grandeur nulle), et d'une
addition. commutative, associative et compatible avec Vordre, pour laquelle
0 est un dément neutre, et gu'on o les quaire exiomes suivants :

1) On a une soustraciion des grondeurs : étant donnés T,y C G avee
z <y, il existe z € G telle que x + 2 =Y. / . g

2) On a une division des grandeurs : étont domné z € G et n € N¥, 4
eristey € G telle gquez =ny=y+y -+ -ty {n fois).

3) On a Uaziome d’Archimeéde : pour tout x positif de G et lout y € G
il existe m € N tel que nw > .
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4} On a un aziome de continuité : tout sous-ensemble magjoré X de (3
admet une borne supbrieure g 't

Remarques 5.2. 1) On constatera que ces axiomes reprennent les constata.
tions intnitives : & chaque ohjet on associe sa grandeur, of les grandeurs sont
munies d'un ordre et d’unc addition. Quant aux propriétés supplémentaires,
Pexemple de la longueur montre qu’elles sont assez naturelles, les deux
propriétés qui ne sont pas totalement évidentes sont Iexistence du zéro {on
se souviendra que ce n'est que tardivement qu’il cst apparn dans Uhistoire
de ’humanité) et axiome de continuité. Le lecteur perspicace, qui aura
noté que les propriéiés énumérées ici ressemblent & celles des nombres
réels 2= 0, se doute que le dernier axiome n’est 13 que pour que 'ensemble
des grandeurs soit vraiment isomorphe & RY . Cet axiome est notamment
indispcusable pour concevoir Uaire du disque comme borne supérieure de
celles des polygones réguliers inscrits. .
2) Ces axiomes fournissent une vision idéalisée des situations pratiques.
IEn particulier, I'axiome de division ne correspond pas nécessairement 4
la réalité puisque la physique nous engeigne qu’il n’y a pas d’objet plus
petit que la plus petite particule. De plus, ils ne valent pas pour toutes les
grandeurs. Ainsi, il y a des grandeurs bornées (par excmple Pangle ou la
masse volumique) pour lesquelles 'addition n'est pas toujours possible.
3) Dans 'axiome 1, la quantité z vérifiant x4z — # est unique. En effet,
sl on avait un autre ¢ avec z ¢ =y, on aurait, par exemple, z < #, mais
alors, la. compatibilité de addition et de Pordre imposerait  + 2 <z + ¢,
ce qui cst absurde. On note alors z = y — z. I.e méme argument montre
que, dans axiome 2, la grandeur y vérifiant ny = z est unique. On pose
y=z/n.
4) Si z cst une grandeur, on a défini nz pour n € N, puis /¢ pour
q € N*, gréce & la remarque précédente, et enfin (p/q)z, pour p/g € QT
défini comme (pz)/q. On peut alors définir Az pour A € Rt comme la
borne supérieure des (p/q)z pour p/g € Q, p/q < A Siy est une aulre
grandeur, on montre qu'il existe un unique réel X tel que 'on ait y = Az,
autrement dit, on peut parler du rapport A = y/2 de deux grandeurs de
méme nature. Ce nombre est la borne supérieure des rationnels p/q qui
vérifient pz < gy. Cette remarque reproduit essentiellement la démarche
d'Euclide, a la différence majeure prés qu'il ne considérait pas vraiment les
rationnels p/¢ comme des nombres et moins encore leur borne supérieure.

C. GRANDEURS ET MESURES

Comme on P’a dit, la notion de grandeur a un sens avant méme qu’une
hotion de mesure ne soit introduite, mais, bien entendu, la nécessité d’un

14. Rappelons que cela signifie que s est le plus petit majorant de X.
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procédé de mesure se fait jour trés rapidement. Par exemple, pour les
longueurs, elle s'impose lorsqu’on ne peut déplacer les objols & comparer.
Pour poursnivre avee la situation des déménagements, on pourra penser
4 la comparaison des dimensions de deux pitces éloignées. Le principe
est. alors d'utiliser un étalon, une unité. Dans le cas de la longneur, les
premidres tentatives en ce sens ont sans doute utilisé les moyens du
bord : le pied, I'empan d'une main, un bator, une ficelle, ete. On compare
alors la grandeur des objets considérés et celle d’une ou plusieurs unités
additionnées. Autrement dit, on associe & un objet, vis-d-vis d’une grandeur
donnée, un nombre : le nombre d’unités qu'il comporte. Bien entendu, si
leg premiéres mesires se sont limitées 4 des nombres cntiers d'unités, il a
rapidement fallu utiliser des fractions, voire des réels.

Lorsqu’on a choisi une unité, l'ensemble des grandeurs G n’est plus
quun avatar de R

Théoreme 5.3, Soit G lensemble des grandeurs d*un type donné, au sens de
5.1 ei soit uw € G une grandeur non nulle (Pungté). Il existe une application
p: G = R, unique, gui envoie 0 sur O ef w sur 1l et qui respecte ordre
ot laddition. Avec les axiomes de 5.1, cetle application est bijective. Cest
lapplication mesure ® de lo grandeur considérée relativement 4 'unité u.
Si on remplace Dunité v par W', les mesures ety sont proporiionnelles.

Autrement dit, et les physiciens ne renieralent pas cet adage, iln’y a
pas de grandeur sans mesure.
Démonstration. On renvoie le lecteur qui sonhaiterait plus de détails & [B]
§2, Prop. 1 ct 2. Soit & € G On a vu en 5.2.4 qu'il existe un unique réel
) tel que = s'écrive Au. On pose alors u(x) = p(dw) = A. Les vérifications
sont faciles. Si on a une autre unité w’ et si le rapport v fu est le véel o
on vérifie que I'on a g = ay’.
Remarque 5.4. Si g: B — G est une grandeur il y & donc des applications
« mesure de la grandeur » g pour les objets de E, ce sont les applications pog
agsaciées au choix d’une unité w. Réciproquement, st on a une application
m: E — RT surjective quelconque, autrement dit un procédé pour associer

un nombre 4 un objet, on lui associe une grandeur g de la fagon suivante.

On définit sur E la relation d’équivalence 9 « avoir méme grandeur » 1 &
et y € E ont méme grandeur si l'on a m(z) = m{y), eutrement dit si le
procédé m donne, pour « et y, le méme résultat. L'ensemble des grandeurs
(3 est alors l'ensemble quotient E/ZZ, c’est-a-dire IPensemble des classes
d’équivalence pour la relation et application m induit une bijection de G
sur RT.

Remargue 5.5. Le lecteur trouvera, & bon droit, gue ce qui précede est
abstrait, voire abscons. Pour résumer les résultats précédents dans up

15. Attention le mot mesure n’est pas pris en son sens maihématique usuel.
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ﬁnriigirrf:;ni gs?i‘ferlql}e, on peu't dire que les deux notions de grandeur
Cﬂesf > sont in 1ss.c.>cmb]‘es, mais C}ue la différence essentielle entre elics
: que,.pour une grandeur donnée, il n'y a pas une mesure associée
ma.l.s.pluswurs, toutes proportionnelles *°. Choisir une mesure revient 5‘:
cl;lOlflr u}ne grandeur unitlé © et & déeréter qu'on a pu(u) = 1. Une grandeur
{IB.S pas un normbre, mais on peut la voir comme un nombre dunités : o
écrira z = Au (avec A réel) sion a p(z) = A e
Sion c,hange d'unité, en prenant une nouvelle umité «’, on a une nonvells
g;eiugé? : Ciet/te mesure &tant proportionnelle & la précédeﬁte elle est
. 1(5) = Fu(a). L fit e 1o andons o6 somnt oo e o
A . ) \ ient égales n’est pas
altt?re par le changement d'unité. En effet, si on a u(e) = p(b) =1, on
a p'(a) = p'(b) = kl. Par exemple, si la masse d’'une orange mcsuréé e
gramnﬁles., est de 153, cetle méme masse, mesurée en tonnes s,era G 006153
et on ¢erira 153 g = 0,000153 ¢. De méme, le fait qu’on ait @ < b enco
le rapport a/b sont inchangés. e

D. LE POINT DE VUE DES PHYSICIENS

Il n’est pas différent de ce qui précéde, mais les physiciens insistent
sur d:eux points : I'existence de procédés explicites de mesureket leg loi
physiques, et ils distinguent entre les grandeurs « de base » {lon, ;16?115
masse, temps,- intensité, température, etc.) ot les grandeurs « comp(}iée'q »’
(masse vol.umlque, vitesse, énergie, ete.) qui se déduisent des récéi t
par des lois physiques et des formules. P

On sait aussi que les physiciens utilisent de manidre essentielle les

- H . - 0 ) 7

q =] B b p C d S SINnIres
eqgquatlons aux (l N1EeIS10Ns 1T Verirer 1a (()II CNCe € dCLlX I1s
d uire fOIIIlll].e. b

E. LES QUESTIONS E‘PISTEMOLOGIQUES ET DIDACTIQUES

La question fondamentale est celle de la nécessité de distinguer entre
grajnde,ur et nombre. La réponse & cetie question n’est pas si évidente
puisqu’au moment de la réforme des mathématiques modernes la notion
de grandeur avait été compl@tement bannie de Penseignement.

Critique de Platon, ou plaidoyer pour les nombres.

y Les Grecs font soigneusement la distinction entre nombres et grandeurs
. S - -
ervant essentiellement le nom de nombres aux entiers (positifs). Lesﬂ

e

gr;?{deNsrt;e 5;0]1:; (i :;En;;.lflfi lectfurs mathématiciens. La différence entre ’ensemble des

o g ot les xéels oo u méme ordre que cellg qui sépare un espace affine et un

chnoun dis o i oo iG;Oun es;;la.,ce vectoriel de d'1mension finie et 'espace R". Dans

T romone o cas 1y 2 .mc’fp 1sme. e}ntre les ob:]ets, mais il n’est pas « canonique »,
n cheix, choix d'une unité, d’une origine, d'une hase.
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antres nombres (an sens moderne : rationncls, réels) apparaissent le plus
souvent comme des rapports de grandeurs. Clest ainsi que Platon s'interdit
de caleuler dans les rationnels, revenant aux entiers par le produit en
croix, voir remarque 5.2.4. 1l revendique ce choix avee un brin de mépris
en disant : les caleulateurs divisent, les savants multiplient.

Un autre excmple de la prééminence des grandcurs : les Grecs ne
considérent des puissances que si la grandeur correspendante existe. Clest
le cag du carré d'une longueur, qui cst une aire, ou de son cube, qui est un
volume. En revanche, la puissance quatridme d'une longueur ne correspond
pas & une grandeur et n'a donc pas de sens pour les Grees. Ce parti pris a
sans doute bloqué chez eux le développement d’une algebre consistantce,

fl est clair que ces restrictions ont des inconvénients. Elles ont empéche
les Grecs de résoudre leurs problémes de constructions faute de pouvoir
« pagser aux nombres » comme le fora Descartes (voir ci-dessous chapitre 6).
Un autre fait iziportant est & signaler qui plaide pour un oubli {momentané)
des grandeurs : des sitnations physiques différentes peuvent correspondre
& des situations mathématiques identiques. C’est le cas par exemple des
équations différentielles linéaires du second ordre ay’ + by’ +cy = 0 (ou
= f(#)} qui s’interprétent aussi bien en électricité avec pour y une charge,
en mécanique avec pour y une longueur, etc.

Critique de Lebesgue, ou plaidoyer pour les grandeurs.

A Topposé de I"inportance des prandeurs chez les Grees, la tentation
de beaucoup de mathématiciens est de les occulter. Voila ce que dit
Henri Lebesgue {voir [L]) : Ce soni les nombres qui, seuls, servent en
mathématiques ; libre & chacun de surejouter 4 ces notions mathématiques
des notions métaphysiques, mais celles-ci ne dotvent pas intervenir dans
Uenseignement.

Forts de cette caution éminente, les programmes {des écoles, colleges
et lycées) de 1970 ont évacué carrément les unités, disant sans vergogne
qu'un méme rectangle, pavé avec des carrés de coté a a pour aire 28 et
que, pavé avec des carrés de ¢6té a/2, il a pour aire 4 X 28, donc qu'il n'a
pas méme aire selon les unités ! En fait, il faut comprendre mesure et non
pas aire : la grandeur (ici I'aire) a disparu.

L& plupart des experts s'accordent aujourdui pour juger que cet
ostracisme & l'égard des grandewrs était sans doute une erreur et les
programmes actuels les ont remises 4 Vhonneur. De faif, il y a plusieurs
arguments en leur faveur :

¢ D’abord, les liens historiques trés forts entre les notions de grandeur
et de nombre font quil semble dommage de se priver de Uappui des
grandeurs pour 'apprentissage des nombres. Cela vaut, en particulier, a
Uécole élémentaire.

s Ensuite, la notion de grandeur est essentielle pour les applications,
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en sique et ai ' i
ind.physlqtll)c et ailleurs, En ce domaine, les changements d’uniiés sont
; (;?Ilensa les (penser & la différence d’éehelle cntre la taille d’un atome et
a digtance terre-soleil) ef il es i -
la ¢ A1 de terre-solcil) ef il est donc essenticl de faire la différence entre
Ila o - d ) () ] V ' :
, grandeur et ses mesures. Sur ce théme on réfléchira a la difficulté
quont cue beaucoup de it ¥ as
L or 1 p de nos concltoyens ' 4 comprendre que ce r'est pas
& & 3 1
Ecmc que f’ rll)().rr;bre d’curos que l'on paile est plus petit que le nombre de
‘ancs que objet est moins cher : ¢ i
] . vt c’est la grandeur qui i be ot
e g 1r qui importe ot non sa
e Enfin, i 38 i i ari
o dn, il ya des arguments didactiques sérieux cn faveur de utilisation
’1 ~ 5 s 4 ‘ :
{MBg]}aIE‘ enrs, Un exemple trés étudié ost celui des aires (voir [DPG], [PG|
l ) ) . - 3 ¥
o es @fgumentb en faveur dc la grandeur aire scrvant d’intermédiaire
entre {;35 o‘bJets ¢t les nombres sont de plusieurs types :
; ne identification trop précocc de I'aire et du nombre conduit 4 des
con uzons de grandeurs (notamment aire et périmatre)
_ n s 1z [ 3
o fo I(Ijl ﬁlslderer.tlt aueI comme un nombre conduit les éléves & appliquer
ules, quitte a les inventer ( *ai ‘ es
" (cxemple : Paire du parailél]
_ . ‘ : ogramine est
le produit des longueurs de ses cotés). ’ !
e et ATt he A a1
L L ‘conccpt d’aire aide les éléves & établir des relations entre le cadre
geometrique et le cadre numérique. |

F. LA PRATIQUE DE CE LIVRE

La plupart du tomps, nous utiliserons dang la suite de ce livre les gran-
31(1}15 : l.onlgueurs (notaltion AB), angles {(notation Eﬁb), aires (notation
o0 gi,o‘;flo umes {notation @\(Y)), p‘lutﬁt- que leurs mesures, Les quelques
cxceptions correspordront & des situations dans lesquelles une unité
été spem’ﬁe:e. Dans ce cas nous utiliserons parfois, par abus de lang o
el pour &viter de répéter cent fois « la mesure de, %, la méme notfﬁfﬁ
g,(:g CIZL glraillfiellu' et sa mesuro:. Par exerlnple, il nous arrivera de parler

rcle de rayon 1, ou de dire que Vaire d’un carré du quadrillage est
n/100, etc. Cela sera notamment le cas quand nous regarderons les ai . ; St
surtout, lfes‘volumes) comume des fonctions A valeurs réelles afin d;a c;fcﬁuge
lelurs dérivées. Mais c’est surtout avec les angles que nous commettrons ‘13(1;
f us souvent-cet abus de langage en disant que la somme dos angles d'un
Slangle vaut ou} que I'angle du polygone régulier & n cdtés est 27 /n
djzﬁs ce cag,.la presence‘ du nombre # est le signe infaillible que l’unitél

gle choisie est le radian.
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