Licence 3 — Mathématiqugs 2016-2017
(S Fonctions holomorphes (HOLO)

CORRIGE (A RENDRE LE 9 MARS)

Vous pouvez traiter trois ou quatre exercices. Une importance sera accordée au soin et a la
qualité de la rédaction. Un bonus sur la note de contrdle continu allant jusqu’a 2 points peut
étre accordé.

On rappelle que C~ := C—{z € C/Im(z) = 0 et re(z) < 0} et que log désignera la branche
principale du logarithme définie sur C~ a valeurs dans B := {z € C/ — 7 < Im(z) < 7}.

Exercice 1 (Séries entieres).

1. Soit ) -, a,z™ une série entiére convergente (avec un rayon de convergence strictement

positif). Déterminer le rayon de convergence de la série . -, %2z".

n>1 nl
On note R le rayon de convergence de la série entiere ), ., a,,2" et r €]0, R[. On
sait alors que (a,7™)nen est une suite bornée en module. Soit z € C
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est le terme général d’une suite bornée en module car Z—, est borné. Par conséquent,

w P
> n>1 732" aun rayon de convergence infini.

2. Soit deux séries entieres centrées en () de rayon de convergence R > (0 et de somme
respective f et g. On suppose que pour tout © €] — R, R, f(x) = g(x). Montrer que
pour tout z € A, f(z) = g(2).

L’application f — ¢ est somme sur A, connexe d’une série entiere centrée en 0 et

s’annule sur I’ensemble non discret | — R, R[. Par le principe des zéros isolés, f = g sur
A,

3. En déduire que pour tout a € R, et pour tout z € C, sin(a + z) = sin(a) cos(z) +
cos(a) sin(z).
Soita € R. Les deux applications z — sin(a+z) et z — sin(a) cos(z)+cos(a) sin(z)
sont développables en séries entieres sur C et coincident sur R par la formule d’addition
des sinus sur R. Par la question précédente, elles coincident sur C.

Exercice 2 (Equations).

1. Soit c € C. Montrer que si z € C, alors sinz = ¢ < (€%¥)? — 2ice” — 1 = 0.
Soit z € C.
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= (e%)* = 2ice” — 1 =0care” #0.
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2. Soit ¢ € [—1, 1]. Montrer que toutes les solutions dans C de sin z = c sont réelles.
Soit ¢ € [—1,1]. Soit z € C une solution de sinz = c. Alors ¢ est solution
de X? — 2icX — 1 = 0. Comme ¢ € [—1,1], les solutions de cette équation sont

ic+ V1 —c%etic—+/1— 2, toutes les deux de module 1,
¥ =e ¥ =1
et donc y = 0, et z est donc réel.

3. Soit a et b deux nombres complexes. Calculer ¢'(**?)

sin b, cos a et cos b.

et et en fonction de sin a,

ellath) = giaed — (cosa + isina)(cosb + isinb)

= (cosacosb—sinasinb) + i(sinacosb + cosasinb).

e7iatt) — piag=ib — (cosa — isina)(cosb — isinb)

= (cosacosb—sinasinb) —i(sinacosb + cosasinb).

4. Soit a et b deux nombres complexes. Démontrer la formule pour sin(a + b) en fonction
de sin a, sin b, cos a et cos b.

pilatb) _ o—i(a+b)

sin(a +b) = 5 =sinacosb+ cosasinb
i

d’apres la question précédente.

5. Résoudre dans C, I’équation cos z + sin z = 2.

Soit z € C.
+ si 2 ! + L V2
COS 2 SNz = ——= COS 2 —= Sz =

V2 V2

= sin(% +2)=v2

— (&) est solution de X2 — 2ivV/2X —1 =10

= " =iV2+ioue® =ivV2—i

— = (V2+1)er oue”® = (vV2—1)e>

e TkeZir=logg(V2+1)+ i(g + 2kn)
ouiz = logp(v2 — 1) + z(g + 2km)

— JkelZ = (%+2kw)—uogR(\/§+ 1)

ouz = (g + 2kn) — ilogg(V2 — 1)

Les soultions de I’équation cos z + sin z = 2 dans C sont les nombres complexes de la
forme (2 + 2k7) — ilogp(v2 + 1) ou z = (B + 2k7) — ilogg(v/2 — 1) avec k entier.

Exercice 3 (Biholomorphisme de H).



On rappelle qu’a toute matrice A = (Z Z) de SL(2,R), on associe I’application linéaire
}

fractionnaire
hy: C— {—% — C—{%}
z — &
1. Montrer que h 4 envoie H sur H.
az +b 1 az+b az+Db
Im = —( - )
cz+d 2t cz+d cz+d

B 1(az+b_a2+b)_ 1 (ad — bc)(z — Z)
B cz+d cz+d 2 |ez+d)?

21
Im(z)
lcz + d|?
Par conséquent, si /m(z) > 0, alors I'm (ha(z)) > 0 et hy envoie H sur H.
2. Montrer que pour tout élément = de H, il existe A € SL(2,R) tel que h4(i) = z.

. . i . xr - . o
Soit z = x + iy. On a -—% = 2. La matrice (1 Oy) convient ainsi donc que la

1x34-0

matrice + Ty de déterminant 1.
y\1 O

Exercice 4 (Logarithmes).

1. Déterminer et représenter l’ensemble D := {z € C, 2% € C™}.
Soit z = re? € Cavecr > Oetf €] — 7, 7).
BEC = PR = e cR <= 30~71 mod2r

T 21 - T
<= 9_§ mod? <= 9—?ou9—§0u0—7r.
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Le domaine D est composé de C moins les demi-droites noires.
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2. Soit f : D — C, 2z > log(2®). En quels points de C — D peut-on prolonger f par
continuité ?

Soit z = re?® € Cavecr > Oetf €] — 7, 7).
— Sif €] — %,%[, 30 € — m,m[ et donc, f(z) = log(z®) = logg(r®) + 30 =
3logg(r) + 3160 = 3log(z).
— Si6 €)%, n[,30 €]m, 3n[et 30 — 27w €] —m, 7| etdonc, f(2) = log(z*) = logg (r*)+
i(30 — 27) = 3logg(r) + 3i0 — 2imr = 3log(z) — 2im.
— Sif €]—m, —%,[,30 €] —3m, —7[et 30+ 2w €] —m, w[ et donc, f(z) = log(z*) =
logg (r?) 4 i(30 + 2m) = 3logg(r) + 3i6 + 2im = 3log(z) + 2in.
La fonction f n’est donc pas continu aux points de la demi-droite d’angle % ni aux points
de la demi-droite d’angle —Z o la fonction ;0g est continue. On sait que le saut de la
branche principale log du logarithme entre (—7t et 7~ est de 2im. Le saut de f est donc
de 6:7. Elle n’est donc pas continue aux points de la demi-droite d’angle 7.
3. Comparer les fonctions f et 3log sur 'intersection DNC™ de leur domaine de définition.
La réponse a été donnée dans la question précédente.



