Licence 3 — Mathématiqugs 2016-2017
(S Fonctions holomorphes (HOLO)

INTERROGATION (CORRIGE)

Exercice 1 (Questions de cours, 4 points).

1. Démontrer que la partie imaginaire d’une fonction holomorphe est harmonique.

2. Soit f une fonction holomorphe sur C non identiquement nulle. Montrer qu’il existe
e > 0 tel que f ne s’annule pas sur A, — {0}.

3. Soient 2 un ouvert connexe et f une fonction holomorphe sur €2. L’intégrale de f le
long de tout chemin fermé contenu dans € est-elle nulle ?

Exercice 2 (Deux équations, 4 points).

1. Trouver toutes les solutions complexes de 1’équation cosh(z) = 4.

Par définition de cosh, on a pour tout z € C, cosh(z) = ©£&—. Par conséquent, z est

solution de cosh(z) = 8i si et seulement si e* est solution de
X2 —8iX+1=0.
si et seulement si e* = (4 +/17)i = (4 +V17)e "2

oue* = (4—/17)i = (V/17—4)e '%, si et seulementsi 2 € log(4+v/17) +i(% +27Z)
ou z € log(V17 — 4) + i(—Z + 27Z).

2. Trouver toutes les solutions complexes de I’équation z* = —1.
Soit z € C.
S ] e gilogz _ im
< logz=19m mod 2w
<= logz=7m mod 27
— kel z=ePkm

(2k+1)m

Les solutions sont les nombres complexes de la forme e avec k entier.

Exercice 3 (Logarithmes, 3 points).

1. Peut on définir une détermination de la fonction logarithme sur C\{ t ¢ R / x>0} ?
Dans le cas affirmatif, donner une définition de cette détermination.

On définit une détermination du logarithme en posant

L, : C — [0, +00] N C
z=re(r>0,0<6<2r) — logg(r)+i0.



2. Méme question sur le plan complexe privé de I’ensemble
L=[0,1lu{zeC/ |z=2|=1etIm(z) >0} U[3,00].

0 1 3

On définit une détermination du logarithme en posant
l: C-L — C
si |z—2|<1letIm(z)>0,
U(z) = logg(r) + (0 + 2m).
si |z—21[>1,
0(z) = logg(r) + i
On vérifie que /¢ est continue : en particulier sur le disque ouvert de centre (2,0) et de

rayon 1, ¢ coincide avec la fonction log +2i7, qui est continue. On vérifie aussi que pour
tout z € C — L, e®) = 2 : ¢’est donc une détermination du logarithme sur C — L.

z=re(r>0,0<0<2r) —

Exercice 4 (Intégrales, 4 points).

1. Paramétrer le cercle unité parcouru dans le sens trigonométrique.
L application
v: [0,2nr] — C
0 — el
est un paramétrage du cercle unité du plan complexe euclidien parcouru dans le sens
trigonométrique.
2. Calculer a I'aide du paramétrage précédent |, N %dz.
Comme le rayon de convergent de la série qui définit cosh est infini, la série de
fonctions Z:C’% Z(%), est normalement donc uniformément convergente sur le cercle
unité vers la fonction Cozh €222 Par conséquent,

cosh 2 = P21 I )2l
dz = / / "(6)do
/BA z ; an (2n) Z 70
+o00 27 )
— Z/ e’ dp = 2ir
n=0 0

admet-elle une primitive sur C* ? Si oui, [’expliciter.
cos (z)

cosh(z)

3. La fonction

Comme I'intégrale de la fonction sur le chemin fermé 0A de C* n’est pas
cosh(z)

nulle, la fonction n’admet pas de prlmltive sur C*.



Exercice 5 (Intégrales, 5 points).
1. Enoncer la formule de Cauchy pour les disques, en précisant les hypotheéses.
question de cours.
2. Calculer I := [, %dz.
L’application sin est holomorphe sur C, donc

I = /a . sinz) 1, — /6 SInZ) o~ (26 sin(0) = 0.

z A 2—0

3. Calculer I := [, Sijgz) dz.

, . . sin(z) L. =N (_1)n om
L’application *=** se prolonge en 0 par la somme de la série entieére ) | _ 572

neN (2n+1)!
de rayon de convergence infini donc holomorphe sur C. Donc

. sin(z) 400

sin(z) — , (=D)" -
I:/ dz:/ —2—dz = (2im z="(0) = 2im.
=/ [ t=im ) (0

22 AZ— (2n+1)!

n=0

4. Calculer 15 := faA Sir;#dz.

L’application % se prolonge en 0 par la somme de la série enticre 2@1 %22”*1
holomorphe sur C. Donc [, &~ d> = (2im) 327> (ggi);)!zzn‘l(O) = 0. Donc,
i i -1 1 1
Is = / Smgz)dz = / —sm(zl dz + / —dz = / —dz =
TN A < I A =

sin(z

sin(z) - sin(z) oy sin(z) o0 O, lesquelles ont une primitive
z

5. Parmi les applications sin(z), >—=, =
holomorphe sur C* ?

L’ application sin(z) admet — cos(z) comme primitive sur C* et méme sur C.

L’application % se prolonge sur C en la somme de la série entiére %22“’.
Elle admet donc sur C et donc sur C* la primitive ) | (;;—-1%)1)' Z;n":ll .
L’ application sn(z) 2 une intégrale non nulle sur le chemin fermé 0A de C* : elle

z
n’admet donc pas de primitive sur C*.

> gl sin(z) _ sin(z)—1 1 +oo (=)™ _on—1 1 c
L'application —~ = —5—+ 5 =) | Gt ? + —; admet comme primitive

sur C*

f (_1)n Z2n 1
— (2n+1!2n 4zt



