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Fonctions holomorphes (HOLO)

INTERROGATION (CORRIGÉ)

Exercice 1 (Questions de cours, 4 points).

1. Démontrer que la partie imaginaire d’une fonction holomorphe est harmonique.

2. Soit 𝑓 une fonction holomorphe sur C non identiquement nulle. Montrer qu’il existe
𝜖 > 0 tel que 𝑓 ne s’annule pas sur ∆𝜖 − {0}.

3. Soient Ω un ouvert connexe et 𝑓 une fonction holomorphe sur Ω. L’intégrale de 𝑓 le
long de tout chemin fermé contenu dans Ω est-elle nulle ?

Exercice 2 (Deux équations, 4 points).

1. Trouver toutes les solutions complexes de l’équation cosh(𝑧) = 4𝑖.

Par définition de cosh, on a pour tout 𝑧 ∈ C, cosh(𝑧) = 𝑒𝑧+𝑒−𝑧

2
. Par conséquent, 𝑧 est

solution de cosh(𝑧) = 8𝑖 si et seulement si 𝑒𝑧 est solution de

𝑋2 − 8𝑖𝑋 + 1 = 0.

si et seulement si 𝑒𝑧 = (4 +
√

17)𝑖 = (4 +
√

17)𝑒−𝑖𝜋
2

ou 𝑒𝑧 = (4−
√

17)𝑖 = (
√

17−4)𝑒−𝑖𝜋
2 , si et seulement si 𝑧 ∈ log(4+

√
17)+ 𝑖(𝜋

2
+2𝜋Z)

ou 𝑧 ∈ log(
√

17 − 4) + 𝑖(−𝜋
2

+ 2𝜋Z).

2. Trouver toutes les solutions complexes de l’équation 𝑧𝑖 = −1.
Soit 𝑧 ∈ C.

𝑧𝑖 = −1 ⇐⇒ 𝑒𝑖 log 𝑧 = 𝑒𝑖𝜋

⇐⇒ 𝑖 log 𝑧 = 𝑖𝜋 mod 2𝑖𝜋

⇐⇒ log 𝑧 = 𝜋 mod 2𝜋

⇐⇒ ∃𝑘 ∈ Z, 𝑧 = 𝑒(2𝑘+1)𝜋.

Les solutions sont les nombres complexes de la forme 𝑒(2𝑘+1)𝜋 avec 𝑘 entier.

Exercice 3 (Logarithmes, 3 points).

1. Peut on définir une détermination de la fonction logarithme sur C∖{ 𝑥 ∈ R / 𝑥 ≥ 0 } ?
Dans le cas affirmatif, donner une définition de cette détermination.

On définit une détermination du logarithme en posant

𝑙+ : C− [0,+∞[ −→ C
𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃(𝑟 > 0, 0 < 𝜃 < 2𝜋) ↦−→ logR(𝑟) + 𝑖𝜃.



2. Même question sur le plan complexe privé de l’ensemble

𝐿 = [ 0, 1 ] ∪ { 𝑧 ∈ C / | 𝑧 − 2 |= 1 et 𝐼𝑚(𝑧) ≥ 0 } ∪ [ 3,∞ [.
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On définit une détermination du logarithme en posant

ℓ : C− 𝐿 −→ C

𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃(𝑟 > 0, 0 ≤ 𝜃 < 2𝜋) ↦−→

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
si | 𝑧 − 2 |≤ 1 et 𝐼𝑚(𝑧) ≥ 0,
ℓ(𝑧) = logR(𝑟) + 𝑖(𝜃 + 2𝜋).

si | 𝑧 − 2 |> 1,
ℓ(𝑧) = logR(𝑟) + 𝑖𝜃

On vérifie que ℓ est continue : en particulier sur le disque ouvert de centre (2, 0) et de
rayon 1, ℓ coïncide avec la fonction log +2𝑖𝜋, qui est continue. On vérifie aussi que pour
tout 𝑧 ∈ C− 𝐿, 𝑒ℓ(𝑧) = 𝑧 : c’est donc une détermination du logarithme sur C− 𝐿.

Exercice 4 (Intégrales, 4 points).

1. Paramétrer le cercle unité parcouru dans le sens trigonométrique.
L’application

𝛾 : [0, 2𝜋[ −→ C
𝜃 ↦−→ 𝑒𝑖𝜃

est un paramétrage du cercle unité du plan complexe euclidien parcouru dans le sens
trigonométrique.

2. Calculer à l’aide du paramétrage précédent
∫︀
𝜕Δ

cosh 𝑧
𝑧

𝑑𝑧.
Comme le rayon de convergent de la série qui définit cosh est infini, la série de

fonctions
∑︀+∞

𝑛=0
𝑧2𝑛−1

(2𝑛)!
est normalement donc uniformément convergente sur le cercle

unité vers la fonction cosh 𝑧
𝑧

. Par conséquent,∫︁
𝜕Δ

cosh 𝑧

𝑧
𝑑𝑧 =

+∞∑︁
𝑛=0

∫︁
𝜕Δ

𝑧2𝑛−1

(2𝑛)!
=

+∞∑︁
𝑛=0

∫︁ 2𝜋

0

(𝛾(𝜃))2𝑛−1

(2𝑛)!
𝛾′(𝜃)𝑑𝜃

=
+∞∑︁
𝑛=0

∫︁ 2𝜋

0

𝑖𝑒𝑖(2𝑛)𝜃𝑑𝜃 = 2𝑖𝜋.

3. La fonction cosh(𝑧)
𝑧

admet-elle une primitive sur C× ? Si oui, l’expliciter.

Comme l’intégrale de la fonction cosh(𝑧)
𝑧

sur le chemin fermé 𝜕∆ de C× n’est pas
nulle, la fonction cosh(𝑧)

𝑧
n’admet pas de primitive sur C×.



Exercice 5 (Intégrales, 5 points).

1. Enoncer la formule de Cauchy pour les disques, en précisant les hypothèses.
question de cours.

2. Calculer 𝐼1 :=
∫︀
𝜕Δ

sin(𝑧)
𝑧

𝑑𝑧.

L’application sin est holomorphe sur C, donc

𝐼1 =

∫︁
𝜕Δ

sin(𝑧)

𝑧
𝑑𝑧 =

∫︁
𝜕Δ

sin(𝑧)

𝑧 − 0
𝑑𝑧 = (2𝑖𝜋) sin(0) = 0.

3. Calculer 𝐼2 :=
∫︀
𝜕Δ

sin(𝑧)
𝑧2

𝑑𝑧.

L’application sin(𝑧)
𝑧

se prolonge en 0 par la somme de la série entière
∑︀

𝑛∈N
(−1)𝑛

(2𝑛+1)!
𝑧2𝑛

de rayon de convergence infini donc holomorphe sur C. Donc

𝐼2 =

∫︁
𝜕Δ

sin(𝑧)

𝑧2
𝑑𝑧 =

∫︁
𝜕Δ

sin(𝑧)
𝑧

𝑧 − 0
𝑑𝑧 = (2𝑖𝜋)

+∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛

(2𝑛 + 1)!
𝑧2𝑛(0) = 2𝑖𝜋.

4. Calculer 𝐼3 :=
∫︀
𝜕Δ

sin(𝑧)
𝑧3

𝑑𝑧.

L’application sin(𝑧)−1
𝑧2

se prolonge en 0 par la somme de la série entière
∑︀

𝑛≥1
(−1)𝑛

(2𝑛+1)!
𝑧2𝑛−1

holomorphe sur C. Donc
∫︀
𝜕Δ

sin(𝑧)−1
𝑧3

𝑑𝑧 = (2𝑖𝜋)
∑︀+∞

𝑛=1
(−1)𝑛

(2𝑛+1)!
𝑧2𝑛−1(0) = 0. Donc,

𝐼3 =

∫︁
𝜕Δ

sin(𝑧)

𝑧3
𝑑𝑧 =

∫︁
𝜕Δ

sin(𝑧) − 1

𝑧3
𝑑𝑧 +

∫︁
𝜕Δ

1

𝑧3
𝑑𝑧 =

∫︁
𝜕Δ

1

𝑧3
𝑑𝑧 = 0.

5. Parmi les applications sin(𝑧), sin(𝑧)
𝑧

, sin(𝑧)
𝑧2

et sin(𝑧)
𝑧3

sur C×, lesquelles ont une primitive
holomorphe sur C× ?

L’application sin(𝑧) admet − cos(𝑧) comme primitive sur C× et même sur C.
L’application sin(𝑧)

𝑧
se prolonge sur C en la somme de la série entière

∑︀
𝑛∈N

(−1)𝑛

(2𝑛+1)!
𝑧2𝑛.

Elle admet donc sur C et donc sur C× la primitive
∑︀

𝑛∈N
(−1)𝑛

(2𝑛+1)!
𝑧2𝑛+1

2𝑛+1
.

L’application sin(𝑧)
𝑧2

a une intégrale non nulle sur le chemin fermé 𝜕∆ de C× : elle
n’admet donc pas de primitive sur C×.

L’application sin(𝑧)
𝑧3

= sin(𝑧)−1
𝑧3

+ 1
𝑧3

=
∑︀+∞

𝑛=1
(−1)𝑛

(2𝑛+1)!
𝑧2𝑛−1 + 1

𝑧3
admet comme primitive

sur C×
+∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛

(2𝑛 + 1)!

𝑧2𝑛

2𝑛
− 1

4𝑧4
.


