Master 1 — Mathématiques 2014-2015

% Géomeétrie différentielle

FeEuILLE DE TD N°7
CALCULS SUR LES SURFACES DIFFERENTIABLES

Dans toute cette feuille, R™ sera un espace affine réel euclidien orienté de dimension n. Il est
muni d’une base orthonormée directe et des coordonnées cartésiennes correspondantes.

1. THEORIE DES SURFACES DIFFERENTIABLES
Exercice 1 (Différentielle)

Soit S une surface différentiable.
1 Rappeler la définition de la différentielle d’une application f différentiable définie sur S a
valeurs réelles.
2 Soit ¢ une courbe paramétrée tracée sur S avec ¢(0) = p. Soit X = ¢(0). Soit f une application
différentiable sur S. Montrer que df,(X) = d(f o 0)0(%).
3 Déterminer la différentielle de 'application p(z,y, z) — xyz définie sur lellipsoide £ d’équa-
tion 22 4 y? 4+ 522 = 1, au point A = (1/v/3,1/v/3,1/4/15) dans la direction V = (1, —1,0).

Exercice 2 (Changement de paramétrage)

Soit S une surface différentiable munie d’un atlas F et d’une métrique riemannienne g. Soit
F:U—VetF :U —V deux paramétrages de S dans F. (Pour simplifier les notations, on
suppose que F et F' paramétrent le méme ouvert V' de S.) Soit p un point de V. Soit ug = F~1(p)
et u) = F'~(p)

1  Rappeler la définition de I'application Ap.

2  On note G la matrice de la métrique riemannienne g dans la base X; := A F% de T,,S et
G’ la matrice analogue construite & partir du paramétrage F’. Relier G et G'.

3 Relier les symboles de Christoffel dans le paramétrage F' et dans le paramétrage F”.

4  Rappeler la définition de la dérivée covariante sur S.

5 Montrer que cette définition ne dépend pas du paramétrage choisi.

6 Rappeler la définition de la dérivée covariante seconde sur S. Montrer que cette définition
ne dépend pas du paramétrage choisi.

7 Rappeler la définition de la courbure de Gauss S. Montrer que cette définition ne dépend
pas du paramétrage choisi.

Exercice 3 (Crochet de Lie)

1  Soit S une surface différentiable et X, Y deux champs de vecteurs différentiables sur S. Si f
est une fonction différentiable sur S a valeurs réelles, on notera X - f := df(X) la différentielle
de f appliquée au vecteur X. Montrer qu'il existe un unique champs de vecteurs noté [X, Y] sur
S tel que pour toute fonction différentiable f sur S,

X-(Y )= Y-(X-f)=[X,Y]-f.
2  Montrer que pour toute métrique riemannienne g sur S, la dérivée covariante V vérifie

VxY —VyX = [X,Y].



2. EXEMPLES DE METRIQUES RIEMANNIENNES

Exercice 4 (Métrique riemannienne)

On fixe un réel strictement positif 7. On considére 'application
F:Rx? — R3

(1 + rcos(p)) cos(6)
(sg) = | (147 cos(p)) sin(9)

rsin(p)

1  Montrer qu’on définit une métrique riemmannienne sur Im(F) = T en posant g(g—i) =
oF oF OF

9(5g) =1et 9(%7m) =0.

2 Déterminer la courbure de Gauss de T avec la métrique g.

3  Déterminer les géodésiques de (7', g).

Exercice 5 (Métrique riemannienne)

Soit x € R*. On considére sur le plan affine R?, la métrique riemannienne donnée par

1 1 0
gij (w1, w2) = (1+ k(22 +y?))2 <0 1>

dans la paramétrisation Id de R2.
1  Calculer les symboles de Christoffel, par la formule

dg; dg; 09i;
Fk _ im jm _ 99ij | mk
Z ( oul * out dum )9
2 On rappelle la formule des coefficients du tenseur de courbure
ort . ari
. . — J _ Y ki m
R(X:, X5) X Zl: ( oui 0w Z ( ]”) Xi

Calculer la courbure de Gauss de (R?, g).

Exercice 6 (Modéle du plan hyperbolique)

On considére
H:= {(z,y,2) € R® 2% + > — 22 = —1,2 > 0}
avec pour métrique riemannienne la restriction g sur les espaces tangents de la forme bilinéaire
symétrique

X X'
<|Y |, |V | >=XX"+YY' —-Z7.
A A

1  Montrer que g est définie positive. On admettra qu’elle est de classe C*°.
2 On considére le paramétrage

F:Rx|—m,n] — R3
cosh(p) cos(6)
v cos sin
( f ) - }sli(fh)(@ v

Calculer la matrice G de g dans ce paramétrage, les symboles de Christoffel, le tenseur de
courbure et la courbure de Gauss de H.
3 Déterminer des géodésiques.



3. CONSTRUCTIONS DE SURFACES ET VARIETES DIFFERENTIABLES
Exercice 7 (Par paramétrages)

1 Tracer la courbe paramétrée plane ¢ : R — R?, ¢+ (¢3 —t,12).

2 L’image de l'application F : R? — R’ (z,y) — (2% — 2,22, y,y,y) est-elle une surface
différentiable 7 Si oui, déterminer ses plans tangents.

3  L’image de I'application F :]—o00,0[xR — R® (z,y) — (x
différentiable 7 Si oui, déterminer ses plans tangents.

4  L’image de Papplication F' :]—oo, 1[xR — R® (x,y) = (z
différentiable 7 Si oui, déterminer ses plans tangents.

3—x,2%,y,1,y) est-elle une surface

3 —x,2%,y,y,y) est-elle une surface

Exercice 8 (Par équations)

1 Le sous-ensemble de R® d’équation
2?22 =2
Tt+y+z+t=u
T—y+z—1t=0
est-il une surface différentiable 7 Si oui, déterminer ses plans tangents.
2 Le sous-ensemble de R® d’équation
2P B =8
rH+y+z+t=u+1
z—y+z—-1t=0

est-il une surface différentiable 7 Si oui, déterminer ses plans tangents.

Exercice 9 (Variété grassmannienne)

On considére G(2,4) I'ensemble des plans vectoriels de R%. A chaque matrice 4 x 2 de rang 2,

T1 U1

I T2 Y2

X = (4,9) = s us
T4 Y4

on associe le plan ®(X) engendré par les deux vecteurs colonnes & et . On considére pour chaque
couple (i,7) d’indice avec i < j 'ouvert

Qij = {X € My2(R)/det <§J z;> #0.}

Uij = {X € Q;;/ (;f] z) = (é ?)} et Vij := ®(Uy) = {®(X) € G(2,4), X € Uy}

1 Montrer que ®(X) = ®(X’) si et seulement si, il existe une matrice g = (3 ?) € GL(2,R)

telle que = aF + vy et g/_" = B + Y.
2 Montrer que chaque plan P de V;; s’écrit de facon unique P = ®(X) avec X € Uj;.
3 Montrer que U;; est un espace affine, que ®;; = ®\p,; « Uij = Vij est une bijection et que les
Vij recouvrent G(2,4).
4  Montrer que
(I)i_jl o®y; : U N (I)];ll(vij) — Ui N @;jl(vkl)
est un difféomorphisme.
5 En déduire une structure de variété différentiable sur G(2,4).



