Master 1 — Mathématiques 2014-2015

A ‘ Géométrie différentielle

FEUILLE DE TD N°3, SURFACES

Dans toute cette feuille, R™ sera un espace affine réel euclidien orienté de dimension n. Il est muni
d’une base orthonormée directe et des coordonnées cartésiennes correspondantes.

1. EXERCICES SUR LE THEOREME D’INVERSION LOCALE ET LE THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES
Exercice 1 (diffeomorphisme local, global)

1 Soit U le plan R? privé de I'origine. Montrer que I’application
f:v — U
(z,y) = (2% —y? 22y)

est un difféeomorphisme au voisinage de chacun des points de U.
2  Est-ce un difféfomorphisme de U ?

Exercice 2 (Sous-variété de R?)

Soit
C:= {(z,y) € R* 2® + y* — 32y = 0}.
1  Au voisinage de quels points de C, cette équation définit-elle y comme fonction de x 7 Quelle est alors
la dérivée de cette fonction ?
2  Paramétrer C a l'aide de ¢ tel que y = tx.
3 Représenter C avec ses asymptotes.
4 Le sous-ensemble C est-il une sous-variété différentiable de R??

2. EXEMPLES DE SURFACES DANS R?
Exercice 3 (Surfaces paramétrées)

La surface paramétrée par (u,v) — (u+ v% u? — v2,v) est-elle réguliére au voisinage de A(1,—1,—1)?

Exercice 4 (Surfaces implicites)

1 L’ensemble d’équation 22 + y2 + 22 = 4 est-il une surface réguliére de R3. Le décrire.

2 L’ensemble d’équation (22 + y? + 22 — 4)? = 0 est-il une surface réguliére de R3. Le décrire.

3 L’ensemble d’équation 22 + y? — 22 = 0 est-il une surface réguliére de R3. Le décrire. Montrer que
tous les chemins du point A(1,0,1) au point B(1,0,—1) passent par un méme point & déterminer.

4  Les ensembles d’équation respective

a)r® +3y* + 22 + 4oy +22=5 b)2z% +3y* =1
2 2 2 2 2 2
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sont-ils des surfaces réguliéres de R? ? Les décrire.
Exercice 5 (paramétrages de la sphére)

On considére la sphére S unité dans R3.
1 Déterminer par une expression en coordonnées de la projection stéréographique d’un ouvert U de S
(a déterminer) depuis le pole nord sur le plan d’équation z = 0. Vérifier qu’il s’agit bien de paramétrage
de U.
2  Faites de méme depuis le podle sud.
3  Montrer que le changement de paramétrage est de classe C*.
4  Interprétér les coordonnées sphériques comme un paramétrage de la sphére S.
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3. APPLICATIONS REGULIERES
Exercice 6 (Applications réguliéres ?)

1 La restriction a la surface d’équation z2 + 4% + 22 — 62 = —5 de la fonction (z,y, ) — 525 + Tzy* — 2
est-elle différentiable ?

2 La restriction & la surface d’équation 2% + y? 4+ 22 — 62 = —5 de la fonction (z,y, 2) \/m est-elle
différentiable ?

Exercice 7 (Difféomorphismes)

1 Soit U un ouvert de R? et f : U — R une application de classe C>°. Montrer que le graphe de f est
difféomorphe a U.

2 Les surfaces £ d’équation 222 43y%+422 = 1 et S d’équation 2 +y2?+ 22 = 4 sont-elles difféomorphes ?
3 Les surfaces C d’équation 222 4+ 3y? = 1 et S d’équation 22 + y? + 22 = 4 sont-elles difféomorphes ?

4. PLANS TANGENTS
Exercice 8 (Détermination de plan tangent)

1  Déterminer le plan tangent en A(1,—1,—1) a la surface paramétrée par (u,v) — (u + v2, u? — v2,v).

2 Déterminer le plan tangent en A(1,1,—1) a la surface d’équation z° + ¢y° + 2° = 1.
3  Soit U un ouvert de R% et f : U — R une application de classe C*>°. Déterminer le plan tangent au
graphe de f en chacun de ses points.

Exercice 9 (Plan tangent)

Soit S la surface de R3 d’équation 2(222 + y?) + 2 = 0.

1 La surface S est-elle réguliére ?

2 Paramétrer la surface S (de maniére polynomiale) en prenant les parameétres u et v parmi les variables
x,y et z.

3 Déterminer une base de l'espace tangent a la surface S en A(—6,1,—1).
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Calculer un vecteur normal a la surface S en A(—6,1,—1).
Le vecteur V = (27,—29, —1) appartient-il au plan tangent a S en A(—6,1,—1)7

Exercice 10 (Plan tangent)

1  Déterminer une équation cartésienne du plan tangent & la surface S de R3 paramétrée par F :
(u,v) = (u+v2,u? — 0% v) au point M (ug,vg) de paramétres (ug, vp).

2  Déterminer une équation cartésienne du plan tangent & la surface £ de R3 d’équation z® +¢y° +2° =1
au point M (zo, yo, z0) de coordonnées (xq, Yo, 20)-

3 Soit U un ouvert de R? et f : U — R une application de classe C>°. Déterminer une équation
cartésienne du plan tangent au graphe de f en chacun de ses points.

Exercice 11 (Détermination de minima)

Dans tout l’exercice, r et h parcourt |0, 00|
1  Déterminer le volume V(r, h) d’un cylindre plein de hauteur h et de rayon r.
2 Déterminer l'aire A(r, h) d’une casserole de hauteur h et de rayon r.
3 Montrer que le sous-ensemble de R? avec coordonnées (r, h,v) d’équation 1 = V (r, h) est une surface
réguliére.
4 Déterminer le gradient de la fonction « : (r, h,v) — A(r,h) et celui de la fonction v : (r, h,v) —
V(r,h)—1
5  Soit (19, ho,vo) un minimum de la fonction « sur la surface d’équation 1 = V(r, h). Comparer
grad vy howe) €6 gradirg ny.ve)V-
6  Déterminer le minimum de A(r, h) sur la surface d’équation V(r, h) = 1. Interpréter ce résultat.



