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Exercice 1 (2.5 points)

Montrer que la proposition ci-dessus est vraie.
Va € Z, Vb € Z, ab pair ou a? — b? multiple de 8.

On raisonne par cas
— Sia ou b est pair, le produit ab est pair et la proposition est donc vraie.
— Sinon, a et b sont impairs et il existe donc k et | entiers tels que a =2k +1 et b= 2l + 1.

a? =02 =(2k+ 1) -2 +1)2=4k> - 1P k-1 =4k = D(k+1+1).

~ Si k etl ont la méme parité, k — 1 est multiple de 2 et donc a® — b*> multiple de 8. La
proposition est vraie dans ce sous-cas.
— Sinon, k et I ont des parités différentes, k + 1+ 1 est donc pair. La proposition est aussi
vraie dans ce sous-cas.
La proposition est donc vraie dans tous les cas.

Exercice 2 (2.5 points)

Démontrer, en raisonnant par récurrence, que, pour tout entier naturel n non nul,
" 1
> k(k+1)= gn(n +1)(n+2).
k=1

— Initialisation : pourn =1, Yh_ k(k4+1) =1(1+1) =2 et $1(1+1)(1+2) = 2. La formule
est donc vraie pour n = 1.
— Hérédité : soit n un entier naturel supérieur a 1 tel que Sj_; k(k+1) = in(n + 1)(n+2).

n+1 n
ik(k+1) = > k(k+1)+(n+1)(n+2)
k=1 k=1
_ %n(n+1)(n+2)+(n+l)(n—l—2)
= (n+1)(n+2){;n+1}:(n+1)(n+2)n+3

m+Dn+1+1)(n+1+2).

W=

La formule est donc héréditaire.
~ Conclusion : la formule 3 k(k +1) = tn(n+1)(n+2) est donc vraie pour tout n entier
supérieur a 1.
Exercice 3 (2 points)

Soient n et p deux entiers naturels tels que 2 < p < n. Montrer I’égalité

()= (=2 6=0)(77)

1



1. par le calcul;
Par définition d’un coefficient binomial, on a

n—2 n—2 n—2\ __ (n—2)! (n—2)! (n—2)!
G2) +2G0) + (7)) = G LT T2+ Gy
= Gy [P —1) +2p(n —p) + (n = p)(n —p—1)]
B e A Sy Y
= Eg))!(n—p)! [ =1 = G = 1) = GGy
= p

2. par une interprétation combinatoire. (Indication : considérer un ensemble fini E de cardinal n
et deuz éléments distincts de E)
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2 et E un ensemble fini a n éléments. Soient a et b
deux élements distincts de E. a et b existent car |(| E) > 2.
(Z) est le nombre de sous-ensembles de E/ a p éléments.
On choisit les ensembles a p éléments de la maniéere suivante :
— ceux qui ne contiennent ni a, ni b : il faut donc choisir p éléments dans l’ensemble E'\ {a, b}.
Ilya (" %) tels sous-ensembles ;
- ceux quz contzennent a, mais pas b : il faut donc choisir p— 1 éléments dans E \ {a,b}. Il y
a (p 1) tels sous-ensembles ;
- ceux quz contiennent b, mais pas a : il faut donc choisir p— 1 éléments dans E \ {a,b}. Il y
a (p 1) tels sous-ensembles ;
— ceuz qui contiennent a et b : il faut donc choisir p — 2 éléments dans E'\ {a,b}. Il y a (” 2)
tels sous-ensembles.
Le choix ainst fait permet d’assurer que l'on a bien tous les sous-ensembles a p éléments et qu’on
ne les compte pas deuz fois. On en déduit alors l’égalité demandée.

Exercice 4 (3 points)

Soient F et F' deux ensembles et f : F — F une application quelconque. On se donne A C F et
BCF.

1. Enoncer les définitions d’image directe et d’image réciproque.

L’image directe d’un sous-ensemble A de E est ’ensemble noté f(A) et défini par
fA)={f(z);ze A} ={yeF;Ixc Ay=f(z)}.

L’image réciproque d’un sous-ensemble B de F est l’ensemble noté f~1(B) et défini par

fU(B) = {z € E; f(z) € B}.

2. Prouver que f(AN f~1(B)) = f(A)N B.

Soit y € f(AN f~Y(B)). Alors il existe x € AN f~Y(B) tel que y = f(x). On a donc x € A et
f(z) € B par définition d’une image réciproque. On en déduit que y = f(x) € f(A)N B. On a
ainsi montré Uinclusion f(AN f~4(B)) C f(A)NB

Soity € f(A)N B. Alors y € f(A) donc il existe x € A tel que y = f(x). Comme f(x) € B, on a
également x € f~1(B). Donc x € AN f~Y(B) et on en déduit que y € f(AN f~1(B)).

Exercice 5 (5 points)

On lance une piece n fois. On associe a chaque tirage un élément de {P, F'}".

Par exemple, si n = 4, 'élément (P, P, F, F) de {P, F}* correspond & « pile auz deux premiers
lancers et face auzr deux derniers ».

On souhaite calculer le nombre de tirages p,, possibles pour lesquels on n’a pas obtenu "pile" deux
fois consécutivement.

On pose

Ep={(a1,-+ ,an) € (P,F}"| Wi € {1, ,n = 1}, (a5, ai11) # (P, P) },

de sorte que
pn = Card(E,,).



1. Calculer pi, p2 et p3 en déterminant Eq, Fo et Ej3.
OnaEy={(P),(F)}etp1 =2, B ={(P,F),(F,P),(F,F)} etps = 3 puis E3s = {(P,F,F), (P, F, P),(F,P,F), (1
et p3 = 5.
2. On note F,, = {(a1, - ,a,) € E, | a1 = P} et G, = {(a1, - ,an) € Eyp| a1 = F}.
(i) Donner la définition d’une partition d’un ensemble en deux parties et montrer que F;, et
G, forment une partition de F,.
Deux sous-ensembles F' et G d’un ensemble E forment une partition de E si et seulement
si FNG =10 et E=FUG. Etant donné que a; € {P,F} on a E, = F, UG, de plus
F,.NG,=0 car P#F.
(ii) Prouver que (ay,--- ,a,) € F), si, et seulement si, a; = P et ag = F et (a3, - ,an) € Fp_a.
Si (a1, ,an) € Fy, alors a; = P. Comme (a1, a2) # (P, P) alors ay = F. Enfin, F,, C E,
donc par définition de E,, pour tout i > 3 on a (a;,aiy1) # (P,P). Par conséquent
(as, -+ ,an) € En_o. Réciproqguement, si ay = P et ap = F alors (a1,a2) # (P,P) et
(a2,a3) # (P, P). De plus, si (a3, - ,an) € En_2 alors pour tout i > 1 (a;,a;4+1) # (P, P)
et (a1, -+ ,an) € E, et donc est un élément de F,.
(iii) Définir une bijection entre F), et E,,_5 et en déduire le cardinal de F,.
Il suffit de considérer l'application allant de F,, dans E,_o qui d (a1, - ,a,) associe
(az,--- ,apn). On a nécessairement a1 = P et ay = F' aussi peut on considérer l’application
allant de E,_o dans F,, qui a (as,--- ,ay,) associe (P, F,as,--- ,a,). Ces deuzx applications
sont réciproques l'une de l’autre et sont donc bijectives. Par voie de conséquence, on a
Card(Fy) = card(Ep—2).
(iv) Prouver que (ay,--- ,ay) € Gy, si, et seulement si, a; = F et (a2, -+ ,an) € Ep_1. En
déduire que Card(G,) = pp—1.
On fait le méme raisonnement qu’a la question précédente en traitant les deux implications
séparément. On en déduit que Card(Gy) = card(Ep—1) = pp—1.
(v) En déduire que p, = pp—1 + pn—2 et calculer pg.
Comme F,, et G, partitionnent E,, on en déduit que Card(E,) = card(F,,) + card(G,). En
utilisant les questions précédentes on obtient p, = pp—1 + Pn_o. Comme po = 3 et p3 =5 on
récupére py =5+3 =8, p; =8+5=13 et pg = 13+ 8 = 21.
Exercice 6 (5 points)

Le but de cet exercice est de démontrer le théoréeme de Cantor-Bernstein (1896) dans deux cas
particuliers. Ce théoreme affirme la chose suivante : étant donnés deux ensembles F et F', et deux
applications f: E — F et g : F' — FE toutes deux injectives, il existe toujours une application
® : F — F qui est bijective.

On suppose que £ = N et F' = 2N, ou 2N est ’ensemble des entiers naturels pairs, et que les
applications f et g sont définies par :

E — F - K

U r — 2x+4 etyg: T g+2

1. Montrer que les applications f et g sont injectives. Sont-elles surjectives 7

Soient x et &' dans E tels que f(x) = f(a'). Alors 2z +4 = 22’ + 4 donc x = 2. Ainsi [ est
injective. De méme si g(x) = g(x') alors § +2 = %/ + 2 puis x = a'. Dés lors g est injective.
En revanche, f n’est pas surjective car 2 € F' n’a pas d’antécédent par f. De méme, g n’est pas
surjective car 1 € E n’a pas d’antécédent par g.

On définit I’ensemble X par
X={neN|JFieN, n=4ioun=4i+1}

2. Déterminer f(X). Montrer que I’application v suivante est bijective :

x = s



Soit n € X. Par définition on an =0 (mod 4) oun =1 (mod 4). Alors on a f(n) =2n+4 =14
(mod 8) ou f(n) =2n+4=6 (mod 8). Donc

f(X)c{meN|n=4 (mod8) oun=6 (mod8)}.

Réciproquement, sin =4 (mod 8) oun =6 (mod 8) alors il existe i € N tel que n = 8i + 4 ou
n=_8i+6. On a alors n = f(4i) oun = f(4i+1) doncn € f(X). Ainsi

fX)={meN|n=4 (mod8) oun=6 (mod 8)}.

On remarque que v est la restriction de f a X. D’apres la question 1., f est injective donc v aussi.
Par ailleurs v est surjective puisque par définition, pour tout y € f(X) il existe v € X tel que
y = f(x) et comme z € X on a aussi y = v(x). Ainsi v est injective et surjective, donc bijective.
3. Montrer que g(F'\ f(X)) = FE\ X.

Soity € F'\ f(X). Alorsy € F donc y est pair et y ¢ f(X) donc y n’est congru ni a 4 ni a 6
modulo 8. Donc y est congru soit ¢ 0 soit a 2 modulo 8. Alors g(y) = 4 + 2 est congru soit a 2
soit a 3 modulo 4. Donc y n’est congru ni a 0 ni a 1 modulo 4. Ainsi g(y) € E'\ X. On en déduit
que g(F\ f(X)) € B\ X.

Réciproquement si x € E\ X alors t =2 (mod 4) ou x =3 (mod 4). Si x =2 (mod 4) il existe
un entier naturel i tel que x = 4i+2. Alors z = 8 +2 = g(8i) et 8i € F\ f(X) d’aprés la question
précédente. De méme si x = 3 (mod 4) il existe un entier naturel j tel que x = 4j + 3. Alors
xr = %%—2 =g(8j+2) et8j+2 € F\ f(X) d’aprés la question précédente. Ainsi x € g(F \ f(X))
puis E\ X C g(F\ [(X)) et enfin g(F\ (X)) = B\ X.

4. Montrer que I’application u suivante est bijective :

u.{F\f(X) —~ E\X
' y - 9(y)

Notons tout d’abord que la définition de u est légitime d’aprés la question précédente. D’apres
cette derniére on a g(F'\ f(X)) = E\ X de sorte que u est surjective. De plus g est injective donc
u aussi. Ainsi u est bijective.

5. Construire alors une application ® : E — F qui soit bijective. Soit x € E. S5i x € X posons
®(x) =v(z). Siz ¢ X posons ®(z) = u~(x). Cette définition est légitime car u est bijective. Les
questions précédentes impliquent (le vérifier) que ® est une bijection.



