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Les documents de cours, calculatrices et téléphones portables ne sont pas autorisés.
Le sujet comporte six exercices.
Toutes les réponses doivent étre justifiées.
Le baréme est donné a titre indicatif.

Exercice 1 8 points

Soient p et ¢ deux entiers naturels. On considere la proposition P :
pq est divisible par 6 = (p divisible par 6 ou ¢ divisible par 6).

1. Ecrire la contraposée de cette proposition.
On considere maintenant la proposition @ :

Vp € N,Vq € N, pq est divisible par 6 = (p divisible par 6 ou ¢ divisible par 6).

2. Ecrire la négation de cette proposition Q.
3. La proposition @) est-elle vraie ou fausse ? Justifier.

Eléments de solution 1

1. La contraposée de P est
(p n’est pas divisible par 6 et q n'est pas divisible par 6) = pq n’est pas divisible par 6.
2. La négation de Q s’écrit
dp € N,3Jq € N, pq est divisible par 6 et (p n’est pas divisible pas par 6 et q n’est pas divisible par 6).

3. La proposition Q est fausse. En effet, prenons p =2 et ¢ = 3. Alors pq = 6 est divisible par 6
et p n'est pas divisible par 6 et q n’est pas divisible par 6. On a montré que non Q) est vraie.

Exercice 2 3 points

Soient I et F' deux ensembles et f : E — F' une application quelconque. On se donne enfin A C F
et BCF.

1. Enoncer les définitions d’image directe et d’image réciproque.

2. Prouver que f~Y(B)NA C f~1(Bn f(A)). Montrer qu’on n’a pas toujours égalité.

Eléments de solution 2

1. L’image directe d’un sous-ensemble A de E est I’ensemble noté f(A) et défini par

J(A) = {f(x); v € A} ={y € F; € Ay = f(a)}.

L’image réciproque d’un sous-ensemble B de F est I’ensemble noté f~1(B) et défini par
fHB)={z € E; f(z) € B}.

2. Soit x € f~Y(B) N A. Montrons que x € f~Y(B N f(A)).

Comme x € f~Y(B)N A, alors f(x) € B etx € A et, six € A, alors f(x) € f(A). On en déduit
que f(z) € BN f(A). Autrement dit, z € f~5(B N f(A)).

On n'a pas toujours égalité. En effet, soit x € f~1(B N f(A)). Alors f(x) € B et f(x) € f(A). Or
f(x) € f(A) signifie qu’il existe un élément de A dont l'image est égale a f(x). Mais rien ne dit



que cet élément soit x (ce serait le cas si f est injective). Construisons alors un contre-exemple.
Soit E =F ={0;1} et f Uapplication constante qui a x € E, associe 0 € F. Posons A = {0} et
B = {0;1}. Alors

f7UB) ={0;1} et fH(B)N A= {0}

f(A) = {0}, donc BN f(A) = {0} et f~1(BN f(A)) = {0;1}.

1l n’y a donc pas égalité.

Exercice 3 8 points

1. L’entier 193 est-il premier ?

2. Enoncer le théoréme de décomposition des entiers naturels en produit de facteurs premiers.
3. Démontrer par I'absurde que /1737 n’est pas un entier.

4. Enoncer le petit théoréme de Fermat.

5. Quel est le reste de la division euclidienne de 233%* par 193 ?

Eléments de solution 3

1. D’aprés les critéres de divisibilité par 2, 3, 5 et 11, 193 n’est pas divisible par 2, 3, 5 ou 11. De
plus, 193 =7 x 274+ 4 donc 193 n’est pas divisible par 7 et 193 = 13 x 14 + 11 donc 193 n’est pas
divisible par 13. L’entier premier qui suit 13 est 17, or 17?2 > 193. On a donc montré que 193 est
premier.

2. Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Alors on peut écrire n sous la forme n = le pit ot
les p; sont des entiers premiers distincts deux & deuz et «; des entiers naturels non nuls. Si l’on
suppose de plus p1 < pa < --- < pi, alors cette décomposition est unique.

3. Supposons que /1737 soit un entier. Comme il est supérieur ou égal a 2, on peut écrire
VIT37T = [15, p et on en déduit que 1737 = [[F_, p?*i.

Cherchons la décomposition de 1737 en produit de facteurs premiers. La somme des chiffres de
1737 est divisible par 9, donc 1737 est divisible par 9 et on a 1737 = 9 x 193. Or, d’aprés la
question 1, Uentier 193 est premier. Donc la décomposition de 1737 est 32 x 193. Les puissances
ne sont pas paires. Donc /1737 n’est pas un entier.

4. Soit p un entier premier. Alors pour tout entier x premier avec p, on a zP~F =1 (mod p). Et
pour tout entier x, P = x (mod p).

5. Comme 193 est premier et que 23 est premier avec 193 (car ils sont tous les deux premiers),
on a, d’aprés le petit théoréme de Fermat, 23'°? =1 (mod 193). En mettant au carré, on obtient
232x192 — 93384 = 1 (mod 193). On en déduit que le reste de la division euclidienne de 233%* par
193 est 1.

Exercice 4 8 points

On définit une application de N dans N par f(n) = pged(42,n) pour tout entier naturel n.
1. Calculer f(0), f(2), f(10) et f(5). L’application f est-elle injective ?
2. L’application f est-elle surjective ? Déterminer f(N).

Eléments de solution 4

1. On a f(0) = 42, f(2) = 2 car 2 divise 42, f(10) =2 car 10 =2 x5 et 42 =2 x 3 X 7 et
) =1.
2. On a f(2) = f(10) et 10 # 2 donc f n'est pas injective.
3. Soit y = 0, alors y ne peut pas étre le pged de 42 et d’un autre entier, donc f n’est pas
surjective.

Par définition, f(N) ={y € N|3In € N, y = pged(42,n)}. Nécessairement, y est un diviseur
de 42 = 2 x 3 x 7. On en déduit que f(N) C E = {1,2,3,6,7,14,21,42}. Or, si y € E, alors
y = pged(42,y) car y divise 42. On a donc f(N) ={1,2,3,6,7,14,21,42}.




Exercice 5 5 points

{r

2. L’entier 5 admet-il un inverse modulo 177 Si oui, le déterminer.
3. Résoudre dans Z le systeme

1. Résoudre dans Z le systéme
7 (mod 17)
8 (mod 19)

1 (mod 17)
8 (mod 19)

—N—
(@)
8 8
1Tl

4. Résoudre dans Z le systeme

x = 1 (mod 21)
= 9 (mod 28)

Eléments de solution 5

1. Les entiers 17 et 19 sont premiers donc premiers entre euzx (car distincts...). On peut donc
utiliser le théoréme des restes chinois.

Cherchons d’abord deux entiers s et r tels 17s +19r =1. On a 19 =174+2; 17 =2 x 8+ 1.
Dou1=17—-8 x (19 — 17) = 9 — 8 x 19. Une solution est donc s =9 et r = —8. D’apreés le
théoréme chinois, les solutions du systéme sont les entiers x tels que t =9 x 8 x 17 -8 x 7 x 19
(mod 17 x 19) = 1224 — 1064 (mod 323) = 160 (mod 323).

2. On peut remarquer que 7 x 5 =35=1 (mod 17). Donc 5 admet 7 pour inverse modulo 14.
Autre solution :

5 est premier avec 17 car ce sont deux nombres premiers distincts. L’entier 5 admet donc un
inverse modulo 17. Cherchons x tel que 5x =1 (mod 17). Or 5x =1 (mod 17) est équivalent a
Pezistence d’un entier relatif k tel que bx + 17k = 1. L’algorithme d’FEuclide donne 17 =3 x5+ 2;
5=2x24+1doncl=5-2x(17T—3x5)=T7x5—-2x17. Un inverse de 5 modulo 17 est donc 7.
3. 5x =1 (mod 17) est équivalente 4 7 X 5z =7 x 1 (mod 17) et donc ¢ x = 7 (mod 17). Le
systéme Sy est donc équivalent au systéme Sy. Il a donc le méme ensemble de solutions.

4. Montrons par l'absurde qu’il n’y a pas de solution. Soit donc a une solution.

Modulo pged(21,28) = 7, l'entier a vérifie

a

a
ce qui est contradictoire.
Le systéme n’a donc pas de solution.
Autre solution :
x =1 (mod 21) est équivalent a l’existence d’un entier relatif y tel que x = 1+ 21y. Reportons
dans la deuxiéeme équation du systéme et on obtient 1+ 21y =9 (mod 28) donc 21y =8 (mod 28).
1l existe donc un entier relatif z tel que 21y = 8+ 28z. Or 7 divise 21 et 28, donc divise 21y — 28z,
mais 7 ne divise pas 8. Le systéme S3 n’a donc pas de solution.

1 (mod 7)
9 (mod7)=2 (modT7)

Exercice 6 J points

Le but de I'exercice est de montrer que I’ensemble X des nombres premiers congrus a 3 modulo 4,
c’est-a-dire de la forme 47 4+ 3 avec ¢ € N, est infini.

1. Montrer que ’ensemble X est non vide.

2. Soit p un entier premier impair. Montrer que (p =1 (mod 4) ou p =3 (mod 4)).

3. Soit n un entier naturel. Montrer que, si n est congru a 3 modulo 4, alors n admet un diviseur
premier congru & 3 modulo 4. (On pourra utiliser la décomposition en produits de facteurs premiers
de n, puis un raisonnement par l’absurde.)



4. Supposons que X est fini et s’écrit donc X = {p1,p2, - ,pr} et posons

k

a=4pips--pr—1=4]]p; — 1.
j=1

Montrer, a ’'aide d’une question précédente, que a admet un diviseur premier dans la liste
{p1,p2, -+ , P} et aboutir a une contradiction.
5. Conclure.

Eléments de solution 6

1. X est non vide car 3 =4 x 04 3 est un nombre premier.

2. Soit p un entier premier impair. Alors p n’est pas divisible par 2. Or, pour tout entier naturel
n, n est congru a 0, 1, 2 ou 8 modulo 4. Donc p=1 (mod 4) ou p =3 (mod 4). Dans les deuz
autres cas, p serait divisible par 2, ce qui n’est pas possible.

3. Soit n un entier naturel. Supposons n congru ¢ 3 modulo 4, alors n # 0 ou 1. Doncn > 2 et
on peut utiliser sa décomposition en produit de facteurs premiers : n = Hle pit avec p1 < pa <
- < pi des entiers premiers et oy des entiers naturels non nuls.

Supposons que n n’admette aucun un diviseur premier congru & 3 modulo 4. Alors, avec les
notations précédentes, pour tout entier i compris entre 0 et k, p; # 3 (mod 4) et donc p; = 1
(mod 4) d’aprés la question 2.

On en déduit que n =1 (mod 4). Absurde. Donc n admet au moins un diviseur premier congru d
3 modulo 4.

4. Supposons que X est fini et s’écrit donc X = {p1,p2,--- ,px} et posons a = 4pipy---pp — 1.
Alors a = —1 (mod 4) = 3 (mod 4). D’aprés la question 3, a admet un diviseur premier congru d
8 modulo 4 donc un des éléments de X. Notons p., cet élément. Or p,, divise 4pi1ps - - pr, donc
divise 4p1p2 -+ pr — a = 1. On en déduit que p,, = 1. Absurde car p,, est un nombre premier.

5. On a montré, en raisonnant par I’absurde, que l’ensemble X des nombres premiers congrus a 3
modulo 4, c’est-a-dire de la forme 4i + 3 avec i € N, est infini.



