Master 1 — Mathématiques 2013-2014
(& Géométrie différentielle

FEUILLE DE TD N°6, CALCULS SUR LES SURFACES REGULIERES DE R3

Dans toute cette feuille, R™ sera un espace affine réel euclidien orienté de dimension n. Il est
muni d’une base orthonormée directe et des coordonnées cartésiennes correspondantes.

Exercice 1 (Dérivées covariantes)

1 Montrer que 'application

fiP=R*—{0}) x {0} - C={(X,Y,2) e R¥/Z > 0,X*+Y*=1/32%}
1

2\/ﬁ(ﬁ — Y2 2XY,V3(X? +Y?))

(z,9,0) =
est une isométrie locale.
2 On considére dans le plan P la courbe paramétrée par ¢ : t — (cost,sint,0). Déterminer son
image d dans le cone épointé C. Déterminer I'image v(t) du champs de vecteurs constant (1,0, 0)
par la différentielle de f au point ¢(¢). Calculer ¢(27) — ¢(0). Calculer la dérivée covariante %v(t)
du champs de vecteur v(¢) sur le cone C le long de la courbe d.

Exercice 2 (Isométries locales)

1  Montrer que 'application
f:P=R*x{0} =C=S8"xR
(t,y,0) — (cost,sint,y)
est une isométrie locale.
2  Les courbures principales des surfaces réguliéres sont-elles des quantités intrinséques ? La
courbure moyenne des surfaces réguliéres est elle une quantité intrinseque ?

3 Déterminer un champs de vecteurs non nul & dérivée covariante nulle le long de la courbe du
cylindre C' d’équation Z = 0.

Exercice 3 (Dérivées covariantes)

1 Soit # € [—7/2,7/2]. On considére sur la sphére unité la courbe paramétrée par ¢ : t —
(cos@cost,cosfsint,sinf). Calculer la dérivée covariante du champs de vecteurs ¢(t) sur S le
long de c.

Exercice 4 (Symboles de Christoffel)

Déterminer les symboles de Christoffel de la sphére unité au point (1,0,0).

Exercice 5 (Symboles de Christoffel et premiére forme fondamentale)
On considére une surface réguliére S de R? et un paramétrage local F. On note X; = g—i

1 Rappeler la formule de calcul de %I (X, Xj).

2  Montrer que %gij => (T lgmj + FZ}-gmi)-

3 Calculer de méme a%igkj et %}.gm

4  Déterminer les symboles de Christoffel en fonction des coefficients de la premiére forme
fondamentale.



Exercice 6 (Calculs sur un ellipsoide)

Dans tout cet exercice, on considére un ellipsoide £ d’équation 22 + y? + 522 = 1 dans R3.
1 Paramétrer £ en coordonnées sphériques au voisinage du point p(1,0,0). On notera F ce
paramétrage.
2 Déterminer un champs de vecteurs normaux unitaires N(u) au point F'(u).
3 Calculer la matrice G(u) de la premiére forme fondamentale I dans la base X;(u) := gi, de

Tpu)€ correspondant a ce paramétrage F'. Calculer G~ (u).

4  Calculer 'endomorphisme de Weingarten a l’aide de la définition et du champs de vecteurs
normaux V.

5 Calculer 'endomorphisme de Weingarten a 'aide des dérivées secondes du paramétrage F'
et du champs de vecteurs normaux V.

6  Calculer la courbure de Gauss.

7  Calculer la matrice H(u) de la seconde forme fondamentale II dans la base X;(u).

8 Calculer les symboles de Christoffel de la base X;(u) a 'aide des dérivées secondes du
paramétrage F'.

9 Calculer les symboles de Christoffel de la base X;(u) a I'aide de la matrice G(u) par la

formule ) 3 3 3
9im gim gij mk
rk — = Jm 24 ,
) 2 %: ( 8Uj + auz 8um> g

10 Calculer V%(i X; X en p a laide de la définition des dérivées secondes covariantes.

11 Calculer les valeurs R(X;, X;)X} de I'endomorphisme de courbure en p a l'aide de la
définition.

12 Déterminer les valeurs R(X;, X;)X) de I'endomorphisme de courbure en p a l'aide de
I’équation de Gauss

R(X;, X;)Xi, = II(X;, Xp)W(X;) — IL(X;, Xp) X
13 Retrouver la courbure de Gauss en p a l'aide de la formule K(p) = I(R,(V,W)W,V) du

théoréme Egreguim o (V, W) est une base orthonormée de T),€.
14 Calculer les valeurs R(X;, X)X}, de I'endomorphisme de courbure en p a l'aide de la formule

R(X;, X)Xy, = K(p) (X, Xp) Xi — I(Xi, Xi) X].



