
Master 1 — Mathématiques 2013–2014

Géométrie différentielle

Feuille de TD n∘5, Etude des surfaces au second ordre

Dans toute cette feuille, R𝑛 sera un espace affine réel euclidien orienté de dimension 𝑛. Il est
muni d’une base orthonormée directe et des coordonnées cartésiennes correspondantes.

1. Calcul d’aires
Exercice 1 (Sphère)

1 Calculer l’aire de la sphère en coordonnées sphériques.
2 Calculer l’aire de l’ellipsoïde ℰ d’équation 𝑥2 + 𝑦2 + 5𝑧2 = 1.

Exercice 2 (Calcul d’aire)

On considère l’application 𝑓 de la sphère unité 𝒮 de R3 à valeurs dans le cylindre 𝒞 de R3

d’équation 𝑥2 + 𝑦2 = 1 donnée en coordonnées cartésiennes par

𝑓 :

⎛⎝𝑥
𝑦
𝑧

⎞⎠ ↦→

⎛⎜⎝
𝑥√

𝑥2+𝑦2
𝑦√

𝑥2+𝑦2

𝑧

⎞⎟⎠ .

1 Faire une figure pour décrire géométriquement cette application.
2 On considère un paramétrage local de la sphère unité 𝒮 en coordonnées polaires

𝐹 : (𝜃, 𝜑) ∈]0, 2𝜋[×]0, 𝜋[ ↦→

⎛⎝cos 𝜃 sin𝜑
sin 𝜃 sin𝜑
cos𝜑

⎞⎠ .

Déterminer la première forme fondamentale de la sphère dans cette paramétrisation.
3 On considère l’application 𝐺 = 𝑓 ∘ 𝐹 . Montrer que c’est un paramétrage local du cylindre 𝒞
et calculer la première forme fondamentale du cylindre dans cette paramétrisation.
4 L’application 𝑓 est-elle un difféomorphisme local ? un difféomorphisme de 𝒮 sur 𝒞 ?
5 L’application 𝑓 est-elle une isométrie locale ? conserve-t-elle les aires ?
6 En déduire l’aire de la portion de sphère entre deux grands cercles passant par les poles nord
et sud et faisant entre eux un angle de mesure 𝛼. Vérifier en déterminant l’aire de la sphère.

2. Cartographie
Exercice 3 (Applications conformes)

Soit 𝑔 et 𝑔′ deux produits scalaires euclidiens sur R𝑛. Montrer en utilisant la règle des sinus
dans un triangle 𝑎/ sin𝐴 = 𝑏/ sin �̂� que 𝑔 et 𝑔′ définissent les mêmes mesures d’angle non orientés
si et seulement s’il existe une constante 𝑐 > 0 telle que 𝑔 = 𝑐𝑔′.

Exercice 4 (Cartes)

On cherche des applications d’un ouvert du plan R2 dans un ouvert de la sphère 𝑆2 de R3 qui
conservent les longueurs, ou les mesures d’angles, ou les aires.
1 Traduire chacune de ces trois propriétés à l’aide des formes fondamentales.
2 Les coordonnées sphériques donnent-elles une application qui conserve les longueurs, ou les
mesures d’angles, ou les aires ?
3 La projection stéréographique depuis le pôle nord conserve-t-elle les longueurs, ou les mesures
d’angles, ou les aires ? 1



4 L’application du cylindre dans la sphère
]0, 2𝜋[×]− 1, 1[ → 𝑆2

(𝜃, ℎ) ↦→

⎛⎝ √
1− ℎ2 cos 𝜃√
1− ℎ2 sin 𝜃

ℎ

⎞⎠
conserve-t-elle les longueurs, ou les mesures d’angles, ou les aires ?
5 L’application du cylindre dans la sphère

]0, 2𝜋[×]−∞,+∞[ → 𝑆2

(𝜃, 𝑥) ↦→

⎛⎝ √︀
1− ℎ2(𝑥) cos 𝜃√︀
1− ℎ2(𝑥) sin 𝜃

ℎ(𝑥)

⎞⎠
avec ℎ(𝑥) = tanh(𝑥) conserve-t-elle les longueurs, ou les mesures d’angles, ou les aires ?

3. Seconde forme fondamentale
Exercice 5 (Sphère)

Calculer la seconde forme fondamentale de la sphère. En déduire sa courbure de Gauss et ses
directions principales.

Exercice 6 (Cylindre)

1 Déterminer les plans tangents et un champs de vecteurs normaux au cylindre 𝑆1 × R.
2 Déterminer l’application de Weingarten en chaque point 𝑝 du cylindre.
3 En déduire sa courbure de Gauss et ses directions principales.
4 Reprendre les questions précédentes pour le paraboloïde hyperbolique d’équation 𝑧 = 𝑦2−𝑥2

au point 𝑝(0, 0, 0).

Exercice 7 (Point hyperbolique/elliptique)

Donner l’exemple d’une surface régulière de R3 avec un point hyperbolique et un point
elliptique.

4. Surfaces réglées
Exercice 8 (Définition)

1 Une surface régulière de R3 est dite réglée si elle admet des paramétrages locaux de la
forme 𝐹 (𝑡, 𝑠) = 𝑐(𝑡) + 𝑠𝑣(𝑡) pour 𝑡, 𝑠) ∈ 𝐼 × 𝐽 où 𝑐 est une courbe régulière de R3 paramétrée
sur l’intervalle 𝐼 de R, et 𝑣 : 𝐼 → R3

𝑒𝑣 une application de classe 𝒞∞ avec 𝑣(𝑡) et �̇�(𝑡) partout
indépendant. Montrer que si 𝐽 est un petit intervalle autour de 0, 𝐹 est alors un paramétrage
régulier.
2 Montrer que la courbure de Gauss d’une surface réglée est négative en tout point.

Exercice 9 (Exemples)

1 Montrer qu’un cylindre est une surface réglée.
2 Montrer qu’un paraboloïde hyperbolique d’équation 𝑧 = 𝑥𝑦 est réglé sur la droite d’équation
𝑦 = 𝑧 = 0.
3 Montrer qu’un hyperboloïde à une nappe d’équation 𝑧2 = 𝑥2 + 𝑦2 − 1 est réglé sur le cercle
à l’altitude 0.
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