
Master 1 — Mathématiques 2012–2013

Géométrie différentielle

Feuille de TD n∘5, Étude intrinsèque des surfaces

Dans toute cette feuille, R𝑛 sera un espace affine réel euclidien orienté de dimension 𝑛. Il est
muni d’une base orthonormée directe et des coordonnées cartésiennes correspondantes.

Exercice 1 (Calculs sur un ellipsoïde)

Dans tout cet exercice, on considère un ellipsoïde ℰ d’équation 𝑥2 + 𝑦2 + 5𝑧2 = 0 dans R3.
1 Paramétrer ℰ en coordonnées sphériques au voisinage du point 𝑝(1, 0, 0). On notera 𝐹 ce
paramétrage.
2 Déterminer un champs de vecteurs normaux unitaires 𝑁(𝑢) au point 𝐹 (𝑢).
3 Calculer la matrice 𝐺(𝑢) de la première forme fondamentale 𝐼 dans la base 𝑋𝑖(𝑢) := 𝜕𝐹

𝜕𝑢𝑖
de

𝑇𝐹 (𝑢)ℰ correspondant à ce paramétrage 𝐹 . Calculer 𝐺−1(𝑢).
4 Calculer l’endomorphisme de Weingarten à l’aide de la définition et du champs de vecteurs
normaux 𝑁 .
5 Calculer l’endomorphisme de Weingarten à l’aide des dérivées secondes du paramétrage 𝐹
et du champs de vecteurs normaux 𝑁 .
6 Calculer la courbure de Gauss.
7 Calculer la matrice 𝐻(𝑢) de la seconde forme fondamentale 𝐼𝐼 dans la base 𝑋𝑖(𝑢).
8 Calculer les symboles de Christoffel de la base 𝑋𝑖(𝑢) à l’aide des dérivées secondes du
paramétrage 𝐹 .
9 Calculer les symboles de Christoffel de la base 𝑋𝑖(𝑢) à l’aide de la matrice 𝐺(𝑢) par la
formule
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10 Calculer ∇2
𝑋𝑖𝑋𝑗

𝑋𝑘 en 𝑝 à l’aide de la définition des dérivées secondes covariantes.
11 Calculer les valeurs 𝑅(𝑋𝑖, 𝑋𝑗)𝑋𝑘 de l’endomorphisme de courbure en 𝑝 à l’aide de la
définition.
12 Déterminer les valeurs 𝑅(𝑋𝑖, 𝑋𝑗)𝑋𝑘 de l’endomorphisme de courbure en 𝑝 à l’aide de
l’équation de Gauss

𝑅(𝑋𝑖, 𝑋𝑗)𝑋𝑘 = 𝐼𝐼(𝑋𝑗 , 𝑋𝑘)𝑊 (𝑋𝑖) − 𝐼𝐼(𝑋𝑖, 𝑋𝑘)𝑋𝑗 .

13 Retrouver la courbure de Gauss en 𝑝 à l’aide de la formule 𝐾(𝑝) = 𝐼(𝑅𝑝(𝑉,𝑊 )𝑊,𝑉 ) du
théorème Egreguim où (𝑉,𝑊 ) est une base orthonormée de 𝑇𝑝ℰ .
14 Calculer les valeurs 𝑅(𝑋𝑖, 𝑋𝑗)𝑋𝑘 de l’endomorphisme de courbure en 𝑝 à l’aide de la formule

𝑅(𝑋𝑖, 𝑋𝑗)𝑋𝑘 = 𝐾(𝑝)[𝐼(𝑋𝑗 , 𝑋𝑘)𝑋𝑖 − 𝐼(𝑋𝑖, 𝑋𝑘)𝑋𝑗 ].

Exercice 2 (Métrique riemannienne)

Soit 𝜅 ∈ R. On considère sur le plan affine R2, la métrique riemannienne donnée par

𝑔𝑖𝑗(𝑥, 𝑦) =
1

(1 + 𝜅(𝑥2 + 𝑦2))2

(︂
1 0
0 1

)︂
.

Calculer les symboles de Christoffel, les coefficients de l’endomorphisme de courbure par la
formule
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et la courbure de Gauss de (R2, 𝑔).
1


