
Master 1 — Mathématiques 2012–2013

Géométrie différentielle

Feuille de TD n∘1, Courbes

Dans toute cette feuille, R𝑛 sera un espace affine réel euclidien orienté de dimension 𝑛.

1. Courbes dans R𝑛

Exercice 1 (Hélice)

1 Soient 𝑟 et ℎ deux nombres réels strictement positifs. La courbe paramétrée suivante, appelée
hélice, est-elle régulière ?

𝑐 : R → R3

𝑡 ↦→

⎛⎝ 𝑟 cos 𝑡
𝑟 sin 𝑡

ℎ𝑡

⎞⎠
2 La courbe paramétrée suivante est-elle régulière ?

𝑑 : R → R2

𝑡 ↦→
(︂

𝑡2

𝑡3

)︂

Exercice 2 (Reparamétrisation d’une courbe régulière)

Montrer que la reparamétrisation d’une courbe régulière est encore régulière.

Exercice 3 (Equivalence)

1 Les courbes paramétrées suivantes sont-elles équivalentes ?
𝑐 : [0, 2𝜋[ → R2

𝑡 ↦→
(︂

cos 𝑡
sin 𝑡

)︂
et

𝑑 : [0, 2𝜋[ → R2

𝑡 ↦→
(︂

cos 2𝑡
sin 2𝑡

)︂
2 Les courbes paramétrées suivantes sont-elles équivalentes ?

𝑐 : R → R2

𝑡 ↦→
(︂

cos 𝑡
sin 𝑡

)︂
et

𝑑 : R → R2

𝑡 ↦→
(︂

cos 2𝑡
sin 2𝑡

)︂

Exercice 4 (Différents paramétrages par longueur d’arc)

Montrer que deux paramétrages par longueur d’arc d’une même courbe régulière orientée
diffèrent au plus par un changement de paramétrage de la forme 𝑡 ↦→ 𝑡0 + 𝑡.

Exercice 5 (Calcul de longueur)

1 Calculer la longueur de la portion d’hélice
𝑐 : [0, 1] → R3

𝑡 ↦→

⎛⎝ 𝑟 cos 𝑡
𝑟 sin 𝑡

ℎ𝑡

⎞⎠
2 Déterminer un paramétrage de cette portion d’hélice par la longueur d’arc.
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Exercice 6 (Approximation par lignes polygonales)

1 On rappelle qu’une ligne polygonale 𝑃 de R𝑛 est la donnée d’un uplet 𝑃 = (𝑎0, 𝑎1, · · · , 𝑎𝑘)
de points de R𝑛. On supposera aussi que deux points consécutifs sont distincts. Rappeler la
formule pour la longueur d’une ligne polygonale 𝑃 .
2 On cherche à montrer le théorème suivant.

Théorème. Soit 𝑐 : [𝑎, 𝑏] → R𝑛 une courbe paramétrée. Alors, pour tout 𝜖 > 0, il existe 𝛿 >
tel que pour toute partition (𝑡0 = 𝑎 < 𝑡1 < 𝑡2 < · · · < 𝑡𝑚 = 𝑏) de [𝑎, 𝑏] de pas inférieur à 𝛿,

𝐿[𝑃 ] ≤ 𝐿[𝑐) ≤ 𝐿[𝑃 ] + 𝜖

où 𝑃 = (𝑐(𝑡0), 𝑐(𝑡1), · · · , 𝑐(𝑡𝑚)) est la ligne polygonale simplement inscrite dans la courbe 𝑐
associée à la partition (𝑡0 = 𝑎 < 𝑡1 < 𝑡2 < · · · < 𝑡𝑚 = 𝑏) de [𝑎, 𝑏].

(1) Écrire en termes de quantificateurs, en partant d’un 𝜖1 > 0, le théorème des sommes de
Riemann pour la fonction [𝑎, 𝑏] → R, 𝑡 ↦→‖ �̇�(𝑡) ‖.

(2) Écrire en termes de quantificateurs en partant d’un 𝜖2 > 0 la propriété de continuité
uniforme des fonctions composantes [𝑎, 𝑏] → R, 𝑡 ↦→ �̇�𝑗(𝑡).

(3) Soit une partition (𝑡0 = 𝑎 < 𝑡1 < 𝑡2 < · · · < 𝑡𝑚 = 𝑏) de [𝑎, 𝑏]. Écrire en termes de
quantificateurs le théorème des valeurs intermédiaires pour la fonction [𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1] → R,
𝑡 ↦→ �̇�𝑗(𝑡) et la valeur �̇�𝑗(𝑡𝑖+1)−�̇�𝑗(𝑡𝑖)

𝑡𝑖+1−𝑡𝑖
.

3 Majorer la quantité |‖ 𝑐(𝑡𝑖+1) − 𝑐(𝑡𝑖) ‖ − ‖ �̇�(𝑡𝑖+1) ‖ (𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖)| par
√

𝑛𝜖2(𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖).
4 Majorer la quantité |𝐿[𝑐) − 𝐿[𝑃 ]| par 𝜖1 +

√
𝑛𝜖2(𝑏 − 𝑎).

5 Montrer que pour tout 𝜖 > 0, il existe 𝛿 > tel que pour toute partition (𝑡0 = 𝑎 < 𝑡1 < 𝑡2 <
· · · < 𝑡𝑚 = 𝑏) de [𝑎, 𝑏] de pas inférieur à 𝛿,

𝐿[𝑃 ] − 𝜖 ≤ 𝐿[𝑐) ≤ 𝐿[𝑃 ] + 𝜖.

6 Conclure à l’aide de l’inégalité triangulaire sur les polygones.

2. Courbes planes
Exercice 7 (Calculs de courbure)

On considère l’espace affine euclidien orienté R2 muni d’un repère (𝑂, �⃗�, �⃗�).
1 Calculer la fonction courbure d’un cercle de rayon 𝑟 > 0.
2 Soit 𝑐 : 𝐼 → R2 une courbe plane paramétrée par la longueur d’arc. Soit 𝑅 la rotation de
centre 0 et d’angle 𝛼, et 𝑆 la symétrie d’axe 𝑥 = 𝑦. Déterminer la fonction courbure de 𝑅 ∘ 𝑐 et
celle de 𝑆 ∘ 𝑐.

Exercice 8 (Courbure en un point extremal)

Soit 𝑐 : 𝐼 → R2 une courbe plane paramétrée par la longueur d’arc. On suppose que 𝑐 reste
dans le disque de rayon 𝑟 et qu’au point de paramètre 𝜏 , ‖ 𝑐(𝜏) ‖= 𝑟.
1 Montrer en dérivant une fois la fonction 𝑡 ↦→‖ 𝑐(𝑡) ‖2 que 𝑐(𝜏) est colinéaire à 𝑐(𝜏) ?
2 Montrer en dérivant à nouveau la fonction 𝑡 ↦→‖ 𝑐(𝑡) ‖2 que la courbure en 𝜏 vérifie
|𝜅(𝜏)| ≥ 1/𝑟.

Exercice 9 (Construction d’une courbe plane à courbure prescrite)

Le but de l’exercice est de montrer le théorème suivant.

Theorem 1. Soit 𝐼 un intervalle et 𝜅 : 𝐼 → R une fonction de classe 𝒞∞. Alors, il existe une
courbe plane 𝑐 : 𝐼 → R2 paramétrée par la longueur d’arc et de fonction courbure 𝜅. Cette
courbe est unique à composition au but par un déplacement près.
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1 On considère le système d’équations différentielles linéaire du premier ordre

𝑑

𝑑𝑡

⎛⎝ 𝑐
𝑣
𝑛

⎞⎠ =

⎛⎝ 0 1 0
0 0 𝜅
0 −𝜅 0

⎞⎠ ⎛⎝ 𝑐
𝑣
𝑛

⎞⎠ .

où les fonctions 𝑐, 𝑣, 𝑛 : 𝐼 → R2 sont les inconnues. Montrer que ce système admet une unique
solution (𝑐(𝑡), 𝑣(𝑡), 𝑛(𝑡)) avec pour valeur initiale un vecteur fixé (𝑐0, 𝑣0, 𝑛0) avec (𝑣0, 𝑛0) base
orthonormée directe.
2 Écrire un système d’équations différentielles linéaire du premier ordre satisfait par le vecteur
(< 𝑣, 𝑣 >, < 𝑛, 𝑛 >, < 𝑣, 𝑛 >).
3 Montrer que pour les solutions obtenues précédemment, (𝑣(𝑡), 𝑛(𝑡)) reste un repère ortho-
normé direct.
4 En déduire que la courbe 𝑐 obtenue est paramétrée par la longueur d’arc et que sa fonction
courbure est 𝜅.
5 Conclure.

Exercice 10 (Courbure totale)

1 Calculer la somme des mesures des angles extérieurs d’un triangle et d’un carré.
2 Déterminer la fonction courbure et la courbure totale de l’ovale paramétré par 𝑐 : [0, 2𝜋] →
R2, 𝑡 ↦→ (𝑎 cos(𝑡), 𝑏 sin(𝑡)).

3. Courbes de R3

Exercice 11 (Formules de Frenet)

Démontrer les formules de Frenet pour les courbes paramétrées par la longueur d’arc dans R3.
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