
Master 1 — Mathématiques 2010–2011

Théorie des groupes et géométrie

Contrôle continu

Documents, notes de cours ou de TD, téléphones portables, calculatrices sont interdits. Justifiez toutes
vos réponses. Il est bon de relire sa copie...
Durée : 2 heures
Le barème est donné à titre indicatif.

Exercice 1 (Questions de cours (3 points))

1 L’ensemble des permutations de profil (·, ·)(·, ·) avec l’identité est-il un sous-groupe distingué
de A6. (Justifier)
2 Décrire les différentes possibilités pour la dimension de l’intersection de deux plans projectifs
de P3. Décrire les différentes possibilités pour la dimension de l’intersection de deux plans projectifs
de P4.(Justifier)
3 Donner l’exemple de deux quintuplets de points deux à deux distincts d’une droite projective
qui ne peuvent pas être l’image l’un de l’autre par une homographie. (Justifier)

Exercice 2 (Sylow des groupes diédraux (6 points))

Soit Pn un polygone régulier à n côtés dans le plan euclidien orienté. On appelle groupe
diédral Dn le groupe des isométries de Pn.
1 Parmi les translations, les rotations, les symétries orthogonales, et les symétries glissées
(composées d’une symétrie orthogonale et d’une translation dans l’axe de la symétrie), décrire
des isométries du plan qui conservent le polygone régulier Pn.
2 Déterminer, à l’aide de l’action naturelle de Dn sur l’ensemble des sommets de Pn, le cardinal
de Dn. En déduire la liste complète des éléments de Dn.
3 On suppose n impair. Déterminer les 2-Sylow de Dn et vérifier (sans référence au cours)
qu’ils sont conjugués.
4 On suppose n = 6. Déterminer un 2-Sylow de D6. Déterminer le nombre de 2-Sylow de D6.
Déterminer deux sous-groupes d’ordre 2 de D6 non conjugués dans D6. Donner un 3-Sylow de
D6.

Exercice 3 (Les groupes d’ordre 33 (6 points))

Déterminer à isomorphisme près tous les groupes d’ordre 33.
Réfléchissez, cherchez au brouillon, rédigez les résultats même s’ils ne sont que partiels.



Exercice 4 (Géométrie projective (5 points))

Soit ∆ = P (E) une droite projective. Soient F = P (f) et F ′ = P (f ′) deux homographies de
∆ dans elle-même telles que F 2 6= Id∆, F ′2 6= Id∆ et qui possèdent chacune exactement deux
points fixes distincts.
On se propose de montrer que F et F ′ commutent si et seulement elles ont les mêmes points fixes.
On note A et B les points fixes de F et on note A′ et B′ les points fixes de F ′.
1 On suppose que F et F ′ ont les mêmes points fixes. Comment traduire cette hypothèse à
l’aide des applications linéaires associées f et f ′ ? Montrer que F et F ′ commutent (on pourra
considérer un repère projectif de ∆).

Dans la suite de l’exercice, on montre l’implication réciproque : on suppose donc que F et F ′
commutent.
2 Rappeler la démonstration du fait qu’une homographie d’une droite projective dans elle-même
possédant trois points fixes deux à deux distincts est l’identité.
3 En considérant l’image par F ◦ F ′ des points A,B,A′, B′ montrer que {F ′(A), F ′(B)} =
{A,B} et que {F (A′), F (B′)} = {A′, B′}.
4 Supposons que F (A′) = A′ et F (B′) = B′, montrer que {A′, B′} = {A,B}. F n’a que deux
points fixes (car F 6= Id∆ puisque F 2 6= Id∆), comme A′ et B′ sont distincts (par hypothèse sur
F ′) et sont fixés par F on a le résultat souhaité.
5 Supposons que F (A′) = B′ et F (B′) = A′, montrer que {A′, B′} = {A,B}, et en déduire
que ce second cas ne peut pas se produire.
6 Conclure.


