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Il sera tenu compte de la qualité de la présentation et de la rédaction.

I- On pose a = v/41; on note K le corps Q[a] et A 'anneau des entiers
algébriques de K.

1) Décrire les éléments de A.

2) Déterminer le développement de « en fraction continue.

3) En déduire une solution en nombres entiers de I’équation

2 —41y% = —1.

4) Trouver, a partir de la solution trouvée dans la question précédente,
une solution en nombres entiers de 1’équation

z? —41y* = 1.

5) Décrire I’ensemble A* des unités de A.

Tournez la page pour 1’exercice II.
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1) Calculer les symboles de Legendre <—) pour p = 29,31,43,47,73.
p

2) Soit p un nombre premier, p > 6. Quelles sont les seules valeurs que
peut prendre p mod 247

—6
3) On note E I'ensemble des nombres premiers tels que (—) =1let F
p

I’ensemble des nombres premiers tels que (—) = —1. Déterminer F

et [’ a l'aide de congruences modulo 24.
4) Montrer que si p € E, alors p est représenté proprement par une forme
quadratique réduite

q(z,y) = ax® + 2bxy + i’

de discriminant 6.

5) Déterminer, a I’aide de la description donnée en cours, les formes qua-
dratiques définies positives réduites de discriminant 6.
On les notera ¢; et ¢o.

6) Montrer que E se décompose en deux sous-ensembles :
e I'ensemble des p tels que p soit représenté proprement par ¢ ;
e I'’ensemble des p tels que p soit représenté proprement par gs.

7) On peut, bien str, trouver directement par essais successifs une so-
lution en nombres entiers de x? + 6y* = 73; on demande de montrer
comment le théoreme de Minkowski permet de retrouver cette solution.



Corrigé

I- On pose a = v/41; on note K le corps Q[a] et A 'anneau des entiers
algébriques de K.
1) Comme 41 = 1 mod 4, les éléments de A sont de la forme u+v(14+a)/2
avec u,v entiers; on peut aussi les décrire comme les éléments de la
forme (u + va)/2 avec u, v entiers de méme parité.

1
2) a=6+a—-6=6+——"—-=06+——""—
) (a+6)/5 2+ (a—4)/5
1 1
(a+4)/5 24+ (a—6)/5
1
2+
2+
(o +6)
Comme le terme suivant est 12, on a o = [6, 2,2, 12].
3) La premiere fraction est 6 + —T = 32/5; comme la période est
2+ =
2

impaire, on obtient la solution x = 32,y = 5 de I’équation z? — 41y* =
—1. Vérification : 322 — 41 x 25 = 1024 — 1025 = —1.

4) Le carré de 32+ 5a est 2049+ 320« ; il donne la solution z = 2049,y =
320 de I'équation x? — 41y? = 1. Vérification : 20492 — 41 x 102400 =
1024 — 1025 = 4198401 — 4198400 = 1.

5) Les unités de Z[«a| forment un groupe isomorphe a Z/27 x Z que les
questions précédentes permettent de déterminer; a (a,b) € Z/27 X Z
correspond 1'élément (—1)%(32 + 5a)?).

Les unités de A forment aussi un groupe A* isomorphe a Z/2Z x Z.
Montrons qu’il est identique au groupe précédent.

Une unité de A est un élément de la forme (u+va)/2, avec u, v entiers
de méme parité, de norme £1. On a donc u? — 41v? = +4.

Si u et v sont pairs, on au = 2u’, v = 20’ avec v, v’ € Z et on se ramene
au'?—41v"% = +1. D’apres les questions précédentes, les solutions sont
+(32 4 5a)b), avec b € Z.

Si w et v sont impairs, on a u = 2u' + 1, v = 20" + 1 avec v/, v € Z,
d'ott u? 4+ —41(v? +v') = 10 & 1. Comme k2 + k est pair pour tout
k entier, le premier membre est pair et on ne peut avoir de solution.



11-
1) On peut d’abord vérifier que les nombres 29, 31, 43, 47, 73 sont pre-
miers. On effectue alors les calculs en utilisant la loi de réciprocité.

(;9) = (%) (%) = (=1) x (—1)@x28)/4 (;) =1;o0na6 =

82 mod 29.

(51°1) ()1 )
) - () E) - e i) - e

2 mod 43.
2

6 3
(47> ( ) <47) x (—1) (3) ;onab=10°mod

7
47.
73.

W

1
1 x (—1)@x7)/4 (§) =1;on a 6 = 15 mod

6\ 3
(%)~ () (%)
2) Un nombre premier, p > 6, n’est pas un multiple de 2, 3; on en déduit

que pmod 24 =1,5,7,11,13,17,19, 23 ; donnons un exemple des deux
premieres possibilités : 73 et 29 ; les six suivantes sont données par les
restes eux-memes.

3) Ona: (?) _ (1)1 (2) (?) (=)D (1)1 (g)

p p
—6 2

D’ou <—> = <— (g) On construit le tableau suivant a partir des
p p
congruences modulo 8 et modulo 3.

pmod24 |1 5 |7 |11 | 13 | 17 | 19 | 23

2
(—) 1f-1}j1}-1|/-1} 1 |—-1] 1
b

(g) V=11 =1] 1 |=1]1]=1

(9) 1)1 7171 | -1}-1|-1]1
D




On a donc £ ={1,5,7,11} et F' = {13,17,19,23} (modulo 24).

4) Sip € E, alors p est diviseur propre de la forme quadratique positive
x? + 6y* puisqu'il existe zy tel que 22 = —6 + kp, soit 23 + 6 = kp
avec pged(xg, 1) = 1; on a nécessairement k > 0. Il est donc représenté
proprement par une forme quadratique réduite positive de discriminant
6. Une variante est de dire que p est représenté proprement par la forme
kx? + 2zozy + py? dont le discriminant est kp — z2 = 6.

5) Si azx?+ 2bxy + cy? est une forme quadratique réduite de discriminant
6,0na0<a<2\/6/_3, 1b] < \/(5/_3,d’oi1a:1,2etb20,1;onest
conduit aux formes ¢ (z,y) = 22 + 6y* et go(x,y) = 2% + 3y>.

6) On sait que p est représenté par ¢; ou ¢p. Si p est représenté par ¢,
on ax # 0mod 6; Si p est représenté par go, on a x # 0 mod 3. En
raisonnant modulo 3, on voit qu’on ne peut avoir 2 — 6y> = p =
2u? — 3v? d’ott 22 = 2u? mod 3; puisque z,u # 0 mod 3, 2 serait un
carré modulo 3, contradiction. Par conséquent, F et F' sont disjoints.
Si p = 1 mod 24, on ne peut avoir p = 222 + 3y? car on aurait 22% =
1 mod 3, 2 serait un carré modulo 3, contradiction. Donc p = x? + 6y?;
par exemple : 73 =724+ 6 x 22,97 = 12 + 6 x 42,193 = 132 + 6 x 2%
Si p = 5mod 24, on ne peut avoir p = x? + 6y* car on aurait z? =
2 mod 3, 2 serait un carré modulo 3, contradiction. Donc p = 222 +3y?;
par exemple : 29 = 2x124+3x 32,53 = 2x52+3x 12,101 = 2x 7?4+3x 12,
Si p = 7 mod 24, on ne peut avoir p = 222 + 3y? car on aurait 222 =
1 mod 3, 2 serait un carré modulo 3, contradiction. Donc p = x? + 6y ;
par exemple : 7=12+6 x 12,31 =52+ 6 x 12,103 = 72 + 6 x 3%

Si p = 11 mod 24, on ne peut avoir p = 22 + 6y? car on aurait 2> =
2 mod 3, 2 serait un carré modulo 3, contradiction. Donc p = 222 +3y?;
par exemple : 11 = 2x224+3x 12,59 = 2x 4243 x 32,83 = 2x 2243 x 52,

7) On peut, bien str, trouver directement par essais successifs une solu-
tion en nombres entiers de 2% + 6y? = 73. Pour utiliser le théoréme de
Minkowski, on part de 332 = —6 mod 73. On construit le réseau des
points = 33y mod 73. Une base de ce réseau est formée de (33,1) et
(—40,1). Le volume du réseau est 73. On prend des convexes ellipses
d’équation 22 4 6y = r?; leur surface est 772/+/6; on prend r de facon
que son aire soit > 4 x 73, soit r > 15,09 environ. On trouve alors
des points (z,y) tels que z% + 6y* < 228, d’ott x? + 6y*> = T3k avec
k =1,2,3. Le point (7,2) y est.



Un tableau des points du réseau proches de 0 au sens de z2 + 632 petit
donne :

y=1] —40 | 33
y=2| =7 | 66
=3 | —47 | 26
y=4|—14 | 59
y=5|—-541]19
y=061] —21152
Le seul point avec y > 0 tel que 22 + 6y* < 228 est le bon.
On peut chercher un argument valable pour tout p premier tel que
p = 1 mod 24. On note a tel que a®> = —6 mod p et on choisit le résean
des z = ay mod p. Une base de ce réseau est formée par les vecteurs
(a,1) et (a—p, 1) ; son volume est p. On prend r de facon que 772 /v/6 >

4 X p, soit r = 24/ \/ép/ﬂ'; un point du réseau situé dans la zone ainsi
définie vérifie 22 4 6y> < 4v6p/7 ~ 3,11p, d'ou 2% + 6y*> = kp avec
k=1,2,3.Sk=23,0nax?+6y> =3p, dott x = 0mod 3, x = 3u
donc 3u? 4+ 2y% = p, ce qui est impossible. Si k = 2, on a x2 + 6y = 2p,
d’ott z = 0 mod 2, x = 2u donc 2u? + 3y? = p, ce qui est impossible.
Finalement, k = 1.

Une solution de z? + 6y? = 73 differe de la précédente & une unité de
Z[1\/6] pres. Les solutions de 22 + 6y = 73 sont donc +(7,2).



