Théorie des nombres
FeuiLLE DE TD Nol

Considérons 'anneau Z[v/13]. A tout élément x = a + by/13 de Z[v/13] on associe

son conjugué T = a — bv/13.

1. Montrer que pour tous x,y € Z[v/13] on a

r+y=r+y et TY=719.

2. En considérant I'application N : x — x, caractériser le groupe U des éléments inversibles

de Z[v/13]. Vérifier que 1, +18 + 51/13 sont dans U.

3. Montrer que les éléments 2, 3 + /13, —3 + /13 sont irréductibles dans Z[v/13].
4. Montrer que 'anneau Z[v/13] n’est pas factoriel.

Quels sont les idéaux de Panneau Z/337°Z? Quelles sont les relations d’inclusions

entre eux 7 Lesquels sont premiers ?

Soit P = X3 —2X2 42,

1.
2.

Montrer que P est irréductible dans Q[X]. En déduire que Q[X]/(P) est un corps.
Soit @ = X* — 3X? + 1. Déterminer U'inverse de @) dans Q[X]/(P).

Soit A un anneau commutatif intAlgre.

1.

2.

Soient f et g deux polynémes non constants a coefficients dans A. Dans anneau A[X, Y],
on considére l'idéal I engendré par les polynomes f(X) et g(Y).
Montrer que l'on a

I#AX,Y].

Montrer que pour tout entier k tel que 1 < k < n, I'idéal de A[Xy,...,X,] engendré par
Xy, ..., Xy est premier. Ces n idéaux sont-ils deux & deux distincts ?

Soit A un anneau commutatif intAlgre. Soit I I'idéal de A[X,Y] engendré par
X+Y.

1.
2.

Montrer que A[X,Y]/I est isomorphe a 'anneau A[X].

L’idéal I est-il premier ? Est-il maximal ?

Exercice 6

1.
2. Montrer que Z[y/—3] n’est pas factoriel.

3. Donner un idéal non principal de A = Z[v/=3].

4.

5. Veérifier Pégalité 17 = (5 + 2v/2)(5 — 2v/2) = (7 + 4v/2)(7 — 4v/2). Peut-on en déduire que

Montrer que (Z/6Z)[X] n’est pas factoriel.

Montrer que le sous-anneau A de R[X] engendré par X2 et X? n’est pas factoriel.

A =7Z[\V2] nest pas factoriel ?

Soit A un anneau principal. Peut-on supposer que A ne posséde pas d’éléments irréductibles ?



Soit A un anneau commutatif. On dit que z € A est nilpotent si il existe n > 0 tel
que 2" =0

1. Montrer que ’ensemble N des éléments nilpotents de A est un idéal de A.
2. Montrer que le quotient A/N n’a pas d’élément nilpotent.

3. Trouver un exemple d’anneau A avec deux éléments x et y nilpotents tels que = + y n’est
pas nilpotent.

4. Montrer que A n’a pas d’élément nilpotent si et seulement si tout élément inversible de
A[X] est constant.

Exercice 8| Infinité des nombres premiers.

On définit le n-iéme nombre de Fermat par F,, = 22" + 1.
1. Montrer par récurrence que pour tout n > 1

n—1

F,=][F+2

=0

2. En déduire que les nombres de Fermat sont deux a deux premiers entre eux et qu’il y a une
infinité de nombres premiers.

Exercice 9| Infinité des nombres premiers.

Pour a, b dans Z avec b # 0, on définit 'ensemble E,;, = a +bZ = {a+bn | n € Z}. On munit Z
de la topologie dont les E,; forment une base d’ouvert.

1. Montrer que chacun des E,; est un ensemble ouvert et fermé pour cette topologie.
2. Montrer que tout ouvert de Z est soit vide, soit infini.

3. On note P I’ensemble des nombres premiers. Montrer que

U Eop =2\ {-1,1}.

peEP

4. En raisonnant par 'absurde, montrer que ’ensemble P est infini.

’Exercice 10‘ On appelle triplet pythagoricien un triplet (a,b,c) d’entiers strictement positifs
tels que a® + b? = c%; autrement dit, a, b, ¢ sont les longueurs des cotés d’un triangle rectangle, ¢
étant la longueur de I’hypoténuse du triangle.

1) Soient m > n des entiers naturels premiers entre eux et k un entier naturel quelconque.
Montrer que :
a = k(m?* —n?), b = 2kmn, ¢ = k(m?+ n?)
est un triplet pythagoricien.

Dans la suite de ce probléme, on propose de montrer la réciproque. Soit donc (a,b,c) un triplet
pythagoricien tel que a,b et ¢ n’aient aucun diviseur premier commun.

2) Montrer que (a,b), (b, c), (c,a) sont des couples d’entiers premiers entre eux.
3) Montrer que a ou b est pair (on pourra raisonner modulo 4).

On suppose désormais b pair et on pose b = 20b'.
+a

c c—a . .
4) Montrer que u = et v= 5 sont des entiers premiers entre eux.

5) Montrer que u et v sont des carrés d’entiers. Conclure.
Y Patir atiellae vralotire de v of » abhtientenn 1 — 10441 ot ~ — 90RNO ?



