Théorie des nombres
FEUILLE DE TD Nob

Exercice 1

Trouver, si elles existent, les racines carrées de 2 dans Fii3.
Exercice 2

Calculer les symboles de Jacobi suivants :
TN (T () () (5
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Théoreme des 2 carrés.

Exercice 3

On cherche a trouver les nombres p premiers s’écrivant sous la forme
2 .2
p=x"+y.
1. Montrer que si p =3 mod 4, alors p n’est pas somme de deux carrés.

On supposera dans la suite que p =1 mod 4.

2. Montrer qu’il existe ug € N tel que u3 = —1 mod p. Montrer que pour tout w,
2% + (upz)?* = 0 mod p.

3. On considére 'ensemble

E={ux—-y|0<z<p0<y<p}

Montrer qu’il existe z; et z5 dans F tels que z; = 25 mod p.

4. En déduire qu’il existe x et y dans N tels que 22 + 3% = p.

Exercice 4

) Ecrire 2425 = 5% - 97 et 754 = 2 - 13 - 29 comme sommes de deux carrés.
Ecrire 323 = 17-19 et 1265 = 5 - 11 - 23 comme sommes de quatre carrés.

Exercice 5

Théoreme de Minkowski :
Soit C' un convexe de R™ symétrique par rapport a 0 et de volume strictement supérieur a
2™, Alors il existe ug # 0 tel que ug € C N Z".
1. Notons D = [0, 1[". Vérifier que R" = J,cz.(D + u).
2. Soit A € R™ un ensemble de volume strictement supérieur a 1. Pour u € Z", on
note A, = (AN (D + u)) — u. Montrer que pour tout u, A, C D et que Vol(A) =
Y uezn VOl(Ay,).



3. En déduire qu’il existe u,v € Z", u # v tels que A, N A, # 0.
4. Posons C' = %C. Montrer qu’il existe xg, yo € C’ tels que xg — yo € Z™ \ {0}.
5. Montrer que C' = {x —y | z,y € C'}. En déduire que uy = xo —yo € CNZ" \ {0}.

Exercice 6
2

Soit p = 13. On remarque que pour a = 5, on a a° = —1 mod p. En considérant le
réseau de Z? engendré par (1,a) et (0,p) trouver x et y tels que p = x? + 3.
Méme question pour p = 61 et a = 11.

Exercice 7

1. On cherche les nombres premiers p s’écrivant sous la forme p = 22 + 292
— Montrer qu'un tel p vérifie (_72) =1,ie.p=2oup=1ou3 mod 8.
— Supposons que —2 est un carré dans F,. On a a tel que a*> = —2 mod p. En
considérant le réseau engendré par (a, 1) et (p,0) et ellipse définie pour un certain

r par 22 + 2y* = r? (le volume défini par une telle ellipse est V, = ”—\g), montrer

qu’il existe x et y tels que 22 + 2y? = p.
2. On cherche maintenant tous les entiers n s’écrivant sous la forme n = 2% + 2y2.
— Montrer que I'ensemble de ces entiers est stable par multiplication.
— Trouver toutes les formes réduites de discriminant 2.
— En déduire quun tel entier n est de la forme n = k?m ou chaque facteur premier
de m est soit égal a 2, soit congru a 1 ou 3 modulo 8.
— Appliquer le résultat a n = 198.

Exercice 8

En utilisant la méme méthode montrer que les entiers n s’écrivant sous la forme

n = x4 3y°

sont les entiers de la forme n = k*m, ol tout facteur premier de m est égal & 3 ou congru
a 1 modulo 6.
Application : écrire 84 sous cette forme.

Exercice 9

1. On cherche les nombres premiers p s’écrivant sous la forme
p =2+ 5y°.

(a) Montrer que —5 est un carré modulo p si et seulement si p = 2, p = 5 ou
p=1,3,7 ou 9 modulo 20.

(b) A Taide de la méthode de Minkowski, montrer que pour de tels nombres p il
existe z et y tels que 2% + 5y? = p ou 2% + 5y = 2p.



(¢) En raisonnant modulo 5, en déduire que les nombres p cherchés sont les nombres
de la forme p =5 ou p = 1 ou 9 modulo 20.

2. On cherche désormais les entiers n s’écrivant sous la forme
n = x? 4 51°.
(a) Montrer que les seules formes réduites de discriminant 5 sont z? + 5y* et 222 +
2zy + 3y°.
(b) Montrer que si p est représenté par une telle forme, alors -5 est un carré modulo
.

(¢) Réciproquement, montrer que si —5 est un carré modulo p, alors p est représenté
par I'une des formes réduites ci-dessus.

(d) Vérifier que

(222 + 22y + 3y%) (227 + 22"y + 3y?) = 2z’ + xy' + 2’y + 3yy')? + 5(xy — 2'y)?
(2? +5y°) (2 +5y?) = (2’ +5yy')* + 5(xy’ — 'y)*.

(e) Déduire de tout cela quun entier n s’écrit sous la forme n = 2% + 5y si et
seulement si n se décompose sous la forme

n = m2m1m2,

ou m; est le produit de nombres premiers égaux a 5 ou congrus a 1 ou 9 modulo
20, et my est le produit d’un nombre pair de nombres premiers égaux a 2 ou
congrus a 3 ou 7 modulo 20.

3. Vérifier le résultat sur des exemples.



