Licence 2 Mathématiques 2008-2009

% Algebre et Arithmétique 3

Controle continu (7 avril)

Documents, notes de cours ou de TD, téléphones portables, calculatrices sont interdits. Justifiez toutes
vos réponses. Il est bon de relire sa copie...

Durée : 2 heures
Le baréme est donné a titre indicatif.

Exercice 1 (QUESTIONS DE COURS, 8 points)

1. Décrire sans démonstration les sous-groupes de (Z,+).
2. Soit n entier naturel. Donner la définition de Z/nZ.
3. Comment est définie dans Z/nZ la somme de deux classes d’équivalence ¢ et ¢/ ?
4. L’application
Z/12Z — 7Z/8Z
lal, = alg

est-elle bien définie 7
5. Soit (A, +,-) un anneau commutatif. Donner la définition d’un idéal de A.
6. Soit (A, +,-) un anneau commutatif inteégre. Montrer que la relation binaire R définie sur

Ax A—{(0,0)} par

(. a)R(Y'.q) < pd' =Ppq
est transitive.

7. Soit (G, *) un groupe et a un élément de G d’ordre v. Démontrer que {m € Z,a™ = e}
est ensemble vZ des multiples de v (on pourra raisonner par double inclusion).

8. Soit (G, *) un groupe et a un élément d’ordre v. Donner sans démonstration I'ordre de a3.

Exercice 2 (4 points)

Donner la définition de la fonction ¢ d’Euler.
Quel est le nombre d’éléments inversibles dans Z/9Z ?

Etablir la liste des éléments du groupe ((z/92)" , x).
Etablir sa table de multiplication.

AN R .

A T'aide d’un théoréme du cours & énoncer, déterminer les ordres possibles des éléments du
groupe ((Z/9Z)", %) .
6. Ce groupe est-il cyclique ?



Exercice 3 (2 points)

1. Enoncer le théoréme chinois.
2. Le groupe (Z/3Z x Z/4Z,+) est-il cyclique ?

3. Si oui, en déterminer un générateur.

Exercice 4 (2 points)

Soient P =2X2 —5X +3 et Q =2X3+ X? — 10X + 6 deux polynoémes de R[X]. Calculer
leur pged D, et déterminer des polyndmes U,V € R[X] tels que UP +VQ = D.

Exercice 5 (4 points)

Pour tout n € N*, notons C,, I’ensemble des racines n-iémes de ['unité dans C,
C’,L:{ZGC,Z":I}:{e%, nggn—l}.
1. Montrer que pour tout n € N*, (), est un sous-groupe de (C*,-).

2. Soit n € N*. Donner un générateur de C,,. Montrer que C,, est un groupe cyclique, et
expliciter un isomorphisme de groupes entre Z/nZ et C,,.

3. Soient n,d € N*, montrer que

Cyq C Cy, si et seulement si d|n.

4. Soit H un sous-groupe fini de (C*,-). Notons n son cardinal.
(a) Montrer que H C C,,.
(b) En déduire que H = C,,.

5. Soient n,m € N*, et soit ¢ = ppcm(n, m).

(a) Notons <e%,e%{> le sous-groupe de C* engendré par e et e . A laide des

questions précédentes, montrer que

(b) En déduire que <e%,e%> =C,.



