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UNIVERSITE Dﬁm

RENNEST

Surfaces de Riemann

1. Fonctions sur C et sur P!

1) Quelles sont les fonctions holomorphes sur C qui se prolongent en fonctions holomorphes
sur P! ?

2) Quelles sont les fonctions méromorphes sur C qui se prolongent en fonctions méromorphes
sur P! 7

3) Quelles sont les fonctions holomorphes sur € qui se prolongent en fonctions méromorphes
sur P! ?

2. Ramification

Déterminer les points de ramification de 1’application P* — P, [X : Y] — [X?: Y?).

3. Corps de fonctions méromorphes

Soit X une surface de Riemann connexe compacte de genre g et a un point de X,

1) Montrer qu’il existe une fonction méromorphe % sur X holomorphe sur X — {a} et qui
admet un pdle d’ordre exactement 2g + 1 en q.

2) Montrer que le polynéme T% — h d’indéterminée T a coefficients dans le corps M(X) des
fonctions méromorphes sur X est irréductible, c’est a dire que /4 n’est pas un carré dans M(X).

3) Déterminer un majorant du genre de la surface de Riemann déterminée par le polyndme
T2 — h.

4) Le corps M(X) est-il algébriquement clos ?

4. Fibrés en droites

Dans tout ’exercice, on travaille sur une surface de Riemann X connexe compacte.

1) Montrer qu’une section holomorphe non nulle d’un fibré holomorphe en droites complexes
de degré nul ne s’annule jamais.

2) Montrer qu’un fibré holomorphe en droites complexe avec une section partout non nulle
est isomorphe au fibré trivial X x C — X.

3) Montrer que si un fibré L et son dual L* admettent une section non nulle alors L est
isomorphe au fibré trivial.

4) Deux fibrés holomorphes en droites complexes de méme degré ont-ils des espaces de sec-
tions holomorphes de méme dimension ?






5) Soit D un diviseur sur X et Lp la classe d’isomorphisme de fibré en droites associé.
Expliciter ’application qui a une fonction méromorphe f de diviseur tel que div(f) + D > 0
associe une section (U, s;) de Lp

6) On suppose maintenant que D > 0 (on dit que D est effectif). Déterminer la section 15 de
Lp associée a la fonction constante 1 ainsi que son diviseur dans Lp
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COURBES ALGEBRIQUES, SURFACES DE RIEMANN

Exercices

EXERCICE 1

1) Montrer qu'un revétement double d’une surface de Riemann compacte est ramifié en un nombre
pair de points.

2) Déterminer le genre d’une surface de Riemann revétement double de P! ramifié en 2n points.

3) Déterminer le genre de la surface de Riemann de {/z.

4) Expliciter 1’extension de corps associé au morphisme P! dans lui-méme qui envoie z sur z™.

5) Soit F = ZY? — X* — Z3. Montrer que X est lisse. Déterminer les points de ramification de

Iapplication X — Py, ) restriction de la projection P? — Plx.zp [X Y 1 Z) = [X : Z).
En déduire le genre de XF.

EXERCICE 2 {genre nul)

On considére un point a de I’espace projectif P(V') des droites d’un espace vectoriel complexe V de
dimension 2.

1) Décrire des cocycles pour un fibré holomorphe en droites complexes L = L, associé au diviseur a.

2) Calculer la dimension de I’espace de sections holomorphes de L.

3} Construire une application linéaire injective f : S¥V* — HO(X, L*)

4) Expliciter en termes de coordonnées homogenes I’application ¢zz| associée aux sections de L2

5) On choisit une base de V' qui fournit des coordonnées homogeénes [X : Y] sur P(V). Quelle
est la singularité A I'infini ([1 : 0]) de la 1-forme holomorphe dz = d(X/Y') ? Existe-il une 1-forme
méromorphe sur P(V') avec un unique pdle d’ordre 1?2

EXERCICE 3

Dans tout I'exercice, on fixe sur P? := P?(C) des coordonnées homoggnes [X : Y : Z] et des co-
ordonnées affines x = X/Z, y = Y/Z dans 'ouvert Z # 0. F est un polyndme homogéne de
degré d en trois variables, X la courbe algébrique plane associée qu’on supposera toujours lisse et

flz,y) = F(z,y,1). On supposera aussi que le repere projectif est choisi de sorte que Ia fonction z
n’est pas constante sur X g et que le résultant de f par rapport & y n’est pas identiquement nul.



1) Décrire I'application Xz — ]P’{lx: z) Testriction de la projection P2 — ]P’[lx: 7 (XY 2] —
(X : Z].

2) Montrer qu’il existe un point zg qui ne soit pas ’abscisse d’un point de Xr N (Z = 0} et tel que
resy(f) € C|z] soit non nul en 2. Montrer que le corps des fonctions méromorphes sur X est en-
gendré par les restrictions & X de x et de y. En déduire que les fonctions méromorphes sur X sont les
restrictions des fonctions rationnelles sur P2.

EXERCICE 4 (retour sur les revétements)

1) Soit X une surface de Riemann compacte. On fixe n points sur X. Montrer qu’il existe une fonction
méromorphe sur X qui prend des valeurs deux a deux distinctes en ces n points.

2) Montrer que si p : X — Y est un morphisme non constant de degré d entre surfaces de Riemann
compactes alors p* fait de M (X) une extension algébrique de M(Y") de degré exactement d.

EXERCICE 5 (genre 1)

1) Soit 7 un nombre complexe de partie imaginaire non nulle. Déterminer une base de I’espace des
1-formes holomorphes sur le tore T = C/{Z1 D Zr).

2) Le diviseur 0 + 1/2 — 2 x 7/2 est-il principal ?

3) Existe-il une 1-forme méromorphe sur T avec un unique pdle d’ordre exactement 1? et avec un
unique pdle d’ordre exactement 2 7

EXERCICE 6 (genre supérieur 4 2)

Peut-on plonger une surface de Riemann de genre 2 dans un espace projectif de dimension 2 ? Soit
X une surface de Riemann de genre au moins 2. Déterminer une puissance tensorielle du fibré Q% dont
’espace des sections permet de plonger X dans un espace projectif. Déterminer alors la dimension de
cet espace projectif.

EXERCICE 7 (genre supérieur a 2)

On considére une courbe algébrique plane X lisse de degré supérieur 4 3 donnée par I’équation

p(z,y)
af dx
Iy

oil p est un polynéme de degré inférieur 3 d — 3. On fixe un point a de X. Montrer que si (p;) sont les d

points d’intersection de X avec une droite de P2, la quantité

Pi

Z wmodlP

a

F(X,Y, Z). Onconsidére une forme holomorphe w sur X i par exemple donnée sous la forme

ol P est le réseau des périodes complexes, ne dépend pas de la droite choisie.
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RENNES™1

Exercices M2 : Surfaces de Riemann

On rappelle le théoréme des fonctions implicites dans le cadre holomorphe. Soit f : C* — C
une fonction holomorphe. Soit (o, yo) un point de C? tel que f{zo, yo) = O et gﬁ(:r:g, yo) # 0.
Alors f~1(0) est une sous variété analytique complexe de C? au voisinage de (zg, 1) et £ = y
peut étre choisie comme coordonnée holomorphe au voisinage de (xg, ). Le paramétrage
£+ (z(t), t) vérifie alors o' (8) 3L (z(2), £) + ZL (2(1),1) = 0.

Dans tous les exercices relatifs aux courbes algébriques planes, on supposera P? muni d’un
repére projectif et de coordonnées homogenes associées, notées (X : ¥ : Z]. On notera Uy :
{(X:Y:2leP:Z+#0}etz = X/Z,y := Y/Z les coordonnées holomorphes associées.
Si F(X,Y, Z) est un polyndme homogene, on notera alors f{z,y) := F(X,Y,1).

1. Courbes algébriques planes

1) La courbe algébrique plane C d’équation F(X,Y, Z) = X3 + Y3 + Z® = 0 est-elle lisse ?
2) Si oui, déterminer un recouvrement de C par des ouverts de carte.
3) Si oui, déterminer son genre.

d
4) Montrer que la 1-forme définie sur Uz N C par é{ et holomorphe et se prolonge en une

E)
1-forme holomorphe sur C. :

2. Diviseurs principaux
1) Soit 7 un nombre complexe de partie imaginaire non nulle. Déterminer une base de
I'espace des 1-formes holomorphes sur le tore T = C/(Z1 P Zr).

2) Le diviseur 0 + 1/2 — 2 x 7/2 est-il principal ?

3. Retour sur les revétements

1) Soit X une surface de Riemann compacte. On fixe n points sur X. Montrer qu’il existe
ane fonction méromorphe sur X qui prend des valeurs deux & deux distinctes en ces n points.

2) Montrer que si p : X — Y est un morphisme non constant de degré d entre surfaces
de Riemann compactes alors p* fait de M(X) une extension algébrique de M(Y) de degré
exactement d.






4. Espace de sections holomorphes

Soit X une surface de Riemann et L un fibré en droites holomorphe sur X. On suppose que
I’espace des sections holomorphes de L sur X est de dimension N <t o2

1) Construire un N-uplet P de points de X tel que toute section de L nulle en P est iden-
tiguement nulle.

2} On fixe un point z, et une coordonnée holomorphe z au voisinage U de carte de z3. On con-
sidere d fonctions holomrphes (u;)%; sur U. Montrer par récurrence sur d que le déterminant

u}(z) u,g(z) S uf(z)
Wiy, -, ug) = det UI:(Z) uz:(Z) ud:(Z)
w ) W) W)

est identiquement nul au voisinage de o si et seulement si les fonctions holomrphes (u;)%,
sont linéairement dépendantes.

3) On choisit un ensemble (s;)%., de sections holomorphes de L sur X. On fixe un point xg
et une coordonnée holomorphe z au voisinage U de carte trivialisant I de x,. La section s; est
donnée par la fonction holomorphe u; sur I/. Montrer par récurrence sur d que le déterminant

uy (2) u?(z) e u?(z)
dot qu(z) Uz:(z) ud:(z)
W) W) )

est identiquement nul au voisinage de x, si et seulement si les sections s, sont linéairement
dépendantes.

5. Fibrés et plongements

Peut-on plonger une surface de Riemann de genre 2 dans un espace projectif de dimension 2 7
Soit X une surface de Riemann de genre au moins 2. Déterminer une puissance tensorielle du
fibré Q% dont I'espace des sections permet de plonger X dans un espace projectif. Déterminer
alors la dimension de cet espace projectif.

6. Points de Weierstrass

Dans tout I'exercice, X désignera une surface de Riemann connexe compacte de genre g
supérieur 4 2 et xp un point de X,

6.1, Sauts de Weierstrass. —

1) Pour tout entier k strictement positif, on note cx(xo) := h(X, Liya,) — B X, Lt 13z, )-
Montrer que 0 < ¢, (xp) < 1.

2) Montrer que 3779 (o) = h%(X, Lizg-1ye) — 1= g — 1.

3) En déduire le nombre d’entiers % entre 1 et 2g — 1 tels qu’il n’existe pas de fonctions
méromorphes sur X, holomorphes sur X — {x;}, avec un péle d’ordre exactement k.






6.2. Points de Weierstrass et courbes hyper-elliptiques. —

On dit qu’un point z, de X est de Weierstrass s’il existe une fonction méromorphe sur X,
holomorphe en dehors de x, et avec un pdle d’ordre inférieur & g en zo.

4) On suppose que X est hyper-elliptique. Montrer qu’aux points x, de ramification de
m : X — P! de degré 2, il existe une fonction méromorphe, holomorphe sur X — {z,}
avec un pdle d’ordre 2 en z,.

5) En déduire que les points de ramification sont des points de Weierstrass.

6) En déduire le nombre minimal de points de Weierstrass d’une surface de Riemann hyper-
elliptique de genre g > 2.

7) Déterminer les entiers & entre 1 et 2g — 1 tels qu’il n’existe pas de fonctions méromorphes
sur X, holomorphes sur X — {z,}, avec un péle d’ordre exactement k.

7. Géométrie hyperbolique

1) Déterminer un élément de PSL(2,R) qui agit sans point fixe sur le demi-plan de
Poincaré H.

2) Déterminer un élément de PSL(2,R) qui agit avec un point fixe sur le demi-plan de
Poincaré H.

3) Soit a et b deux nombres réels tels que —1 < a < b < 1. On rappelle que 1’aire hyper-
bolique d’une région A de H est

f dxdy
a v

Calculer I’aire hyperbolique de la région définie par 22 + y® > 1, a <z < b.

8. Quartique de Klein

Soit Q la courbe algébrique définie par le polyndéme homogéne F(X,Y, Z) = X3Y +Y*Z +
Z3X.

1) La courbe Q est-elle lisse. Si oui, déterminer son genre.,

2) Décrire un automorphisme de ¢ d’ordre 3.

3) Soit w := exp(2in /7). Montrer que (X,Y, Z) — (wX,w'Y,w?Z) est un automorphisme
de Q et calculer son ordre.

4)Soita = w® - w? b= w? — wi, ¢:= b

- w. Montrer que

aX +bY +cZ
(X,Y,Z)— { bX +cY +aZ
cX +aY + b2

est un automorphisme et calculer son ordre.
5) En déduire un minorant de I’ordre du groupe des automorphismes de Q.
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UNIVERSITEDE%

RENNES1

Partiel M2 : Surfaces de Riemann

Les notes de cours et de TD sont autorisées. Les autres documents sont interdits, ainsi que
les calculatrices et téléphones portables. 11 est conseillé d’étudier les questions dans 'ordre.

1. Préliminaires

Dans tout I’exercice, X désignera une surface de Riemann connexe compacte de genre g et
zg un point de X.

1) Déterminer explicitement une fonction méromorphe sur la droite projective IP* (muni d’un
repére projectif), holomorphe sur P' — {[0 : 1], [1 : 0]} et avec exactement un pdle d’ordre 1 en
[0: 1] et un pdle d’ordre 1 en [1 : 0.

2) Soit e un point de la droite projective P!. Existe-t-il une 1-forme méromorphe non nulle
sur P! holomorphe sur P! — {a} avec un péle d’ordre inférieur 1 en @ ? et avec un pole d’ordre
inférieur 4 2 ? et avec un podle d’ordre inférieur 2 3 7

3) Soit a,b,c,d des nombres complexes. Sous quelle condition ’application P! — P,
[X : Y] = [aX +bY : cX + dY] est-elle bien définie ? Sous quelle condition est-elle un
biholomorphisme ?

4) Montrer qu’il existe une fonction méromorphe non constante holomorphe sur X — {z4} et
avec un pdle d’ordre inférieur a g + 1 en x,.

5) Soit un revétement ramifi¢ = : X — P! Montrer que les diviseurs 771([0 : 1]) et
7~ 4{([1 : 0]) (comptés avec multiplicités) sont linéairement équivalents.

2. Sections holomorphes de fibrés en droites complexes

Dans tout I’exercice, X désignera une surface de Riemann connexe compacte de genre g au
moins égal a 1.

1) Soit zp un point de X et L, le fibré en droites associé au diviseur z. Caleuler h°(X, L, ).

2) En déduire h%(X, Q% @ L_,,).

3) Soit z, et 2, deux points (éventuellement égaux) de X. Comparer h%(X, Q3 ® L_,) et
RO(X, 0% @ L_yy—u, ).

4) Montrer que h®(X, Ly 4a,) < 2.

3. Courbes hyper-elliptiques

Dans tout I’exercice, X désignera une surface de Riemann connexe compacte de genre g.
Une surface de Riemann est dite hyper-elliptique si elle se réalise comme revétement ramifié
de degré 2 de la droite projective P!.



3.1. Revétements ramifiés. —

1) Montrer que les surfaces de Riemann de genre nul sont hyper-elliptiques.

2) Montrer que les surfaces de Riemann de genre 1 sont hyper-elliptiques.

3) Montrer que les surfaces de Riemann de genre 2 sont hyper-elliptiques.

4) Déterminer le nombre de points de ramification d’un revétement ramifié 7 : X — P! de
degré 2 en fonction du genre de X.

3.2, Corps de fonctions. —

5) Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’un corps K soit isomorphe au corps
des fonctions méromorphes d’une surface de Riemann X connexe compacte hyper-elliptique.

6) Montrer que X de genre au moins égal a 1 est hyper-elliptique si et seulement si il existe
deux points (éventuellement égaux) z, et z; de X tels que h°(X, Ly, ) = 2.

7) On suppose que X est hyper-elliptique de genre au moins égal a 1. Soit f et g deux
fonctions méromorphes de degré 2 sur X. Soit Py et Py le diviseur de leur pdle. On admettra
qu’ils sont linéairement équivalents. Montrer qu’il existe une fonction méromorphe non nulle
h et des constantes a, b, c, d telles que

q ah + bhf
1 ch -+ dhf.

8) Montrer que g est la composée de f par un biholomorphisme de P.

4. Points de Weierstrass

Dans tout I’exercice, X désignera une surface de Riemann connexe compacte de genre g
supérieur 4 2 et zp un point de X.

4.1. Sauts de Weierstrass., —

1) Pour tout entier & strictement positif, on note cx (o) := h°(X, Lityre) — A2 (X, Lik=1)z)-
Montrer que 0 < (o) < 1.

2) Montrer que 322" ex(20) = h°(X, Lzg-1)z) — 1 = g — L.

3) En déduire le nombre d’entiers & entre 1 et 2g — 1 tels qu’il n’existe pas de fonctions
méromorphes sur X, holomorphes sur X — {zo}, avec un ple d’ordre exactement k.

4.2. Points de Weierstrass et courbes hyper-elliptiques. —

On dit qu’un point zo de X est de Weiersirass s’il existe une fonction méromorphe sur X,
holomorphe en dehors de x, et avec un pdle d’ordre inférieur a g en .

4) On suppose que X est hyper-elliptique. Montrer qu’aux points x,. de ramification de
7 @ X — P! de degré 2, il existe une fonction méromorphe, holomorphe sur X ~ {z,}
avec un pdle d’ordre 2 en .

5} En déduire que les points de ramification sont des points de Weierstrass.

6) En déduire le nombre minimal de points de Weierstrass d’une surface de Riemann hyper-
elliptique de genre g > 2. ‘

7) Déterminer les entiers & entre 1 et 2g — 1 tels qu’il n’existe pas de fonctions méromorphes
sur X, holomorphes sur X — {z,}, avec un ple d’ordre exactement &.
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URIVERSITE DE%

RENNES 1

Examen M2 : Surfaces de Riemann
Lundi 17 décembre 2007

Les notes de cours et de TD sont autorisées. Les autres documents sont interdits, ainsi que
les calculatrices et téléphones portables. Il est conseillé d’étudier les questions dans I’ordre.

1. Préliminaires

1) Déterminer la dimension de I’espace des polynomes homogénes de degré n en trois vari-
ables.

2) Déterminer le cardinal de PSL(2,Z/7Z)

3) Montrer que 27 n’est fixé par aucun élément de PSL(2, Z) autre que I’identité.

2, Calcul de genre d’une courbe algébrique plane

On supposera P2 muni d’un repére projectif et de coordonnées homogenes associées, notées
(X Y :Z. OnnoteraUz : {[X :Y : Z] € P2, Z # 0} etz := X/Z,y = Y/Z les
coordonnées holomorphes associées.

1) Soit d un entier naturel non nul. On considere la courbe Cy d’équation X% + Y4 - Z¢ = ().
Montrer que Cy est lisse.

2) Expliciter un recouvrement de Cy4 en ouverts de cartes.

3) Montrer que la restriction 7 & Cy de 1'application P2 — P!, [X : YV : Z] — [X : Y] est
bien définie.

4) Montrer que 7 admet dans chaque ouvert de cartes une expression a 1’aide de fonctions
holomorphes. En déduire que 7 est holomorphe et non constante.

5) Déterminer le degré et les points de ramification de I’application 7.

6) Retrouver le genre de Cy 4 1’aide de I’application .

3. Plongement canonique d’une surface de Riemann compacte

On rappelle qu’une surface de Riemann compacte X de genre au moins €gal & 1 est hyper-
elliptique si et seulement si il existe deux points (éventuellement égaux) x, et ; de X tels que
h‘O(X! L$0+I1) = 2.

Montrer que toutes les surfaces non-hyperelliptiques se plongent dans un espace projectif a
I’aide des sections du fibré canonique Q.

4, Application d’Abel-Jacobi

Donner une condition nécessaire et suffisante sur une surface de Riemann X qui assure que
I’application d’ Abel Jacobi 52X — Jac(X) est injective.



5. Points de Weierstrass

Soit X une surface de Riemann connexe compacte de genre g supérieur 4 2. On dit qu’un
point ¢ de X est de Weierstrass s’il existe une fonction non constante méromorphe sur X,
holomorphe en dehors de z; et avec un pdle d’ordre inférieur a g en 4.

1) Montrer que T, est de Weierstrass si et seulement si H°(X, Q% (—gzo)) est non nul.

2) Soit (®;);-1,..¢ une base de I'espace des 1-formes holomorphes sur X. Soit 2o un point de
X et z une coordonnée holomorphe au voisinage de xo. Soit ®; = u;(z)dz I’expression locale
de @;. Montrer que le point de coordonnée 2z est un point de Weierstrass si et senlement si

“}(z) U?(Z) Y (2)
uflg_l)(z) ugg"l)(z) .. ugy—l)(z)

3) Montrer que le déterminant précédent définit une section holomorphe du fibré (Q},()@ﬂaf“u.
4) Vérifier dans le cas g = 2 que la fonction précédentes est non nulle. On I’admettra dans le
cas général.

5) En déduire le nombre maximal de points de Weierstrass de X.

_ 6. Automorphismes et points de Weierstrass

Dans tout I’exercice, X désignera une surface de Riemann connexe compacte de genre g
supérieur A 2 et 2o un point de X. On supposera que X admet au moins 2g + 3 points de
Weierstrass distincts. On peut montrer que cette hypothése est satisfaite pour toutes les sur-
faces de Riemann compactes non hyperelliptiques. On pourra admettre le résultat de I'exercice
précédent.

1) Montrer que les automorphismes de X préservent globalement I’ensemble des points de
Weierstrass de X. En déduire un morphisme de Aut(X) dans un groupe fini.

2) Soit T’ un automorphisme de X différent de I'identité et o un point non fix¢é par T'. Montrer
gu’il existe une fonction non constante méromorphe f holomorphe sur X — {z,} avec un péle
d’ordre inférieur & ¢ + 1 en xo.

3) En considérant f — f o T déterminer le nombre maximal de points fixes de 7'.

4) Montrer que X n’a qu'un nombre fini d’automorphismes, et 4 1'aide de I’exercice
précédent, donner un majorant de ce nombre.

7. Géométrie hyperbolique

On considére le morphisme de groupes r qui & une matrice de PSL(2, Z) associe la matrice
de PSL(2,7/7Z) obtenue par réduction modulo 7 des coefficients. On notera I'(7) son noyau.
On admet que le morphisme r est surjectif

1) Montrer en étudiant les vecteurs propres que les éléments A de SL(2,R) dont la trace
vérifie (traceA)? > 4 n’ont pas de points fixes dans le demi-plan H de Poincaré.

2) En déduire que ['(7) agit sans point fixes sur H.

On admet que T(7) agit proprement discontinument sur H et on note X; la surface de Rie-
mann quotient I'(T)\ H.

3) Montrer que les éléments de PSL(2, Z)/I'(7) agissent naturellement 4 gauche par biholo-
morphismes sur X7,

4) Déterminer un minorant du cardinal du groupe des automorphismes de Xy




