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Â<¹úÄ3½ ¾�³"· + � ë�-Cû

é&Ô�¸"½¿À"¹/ÔÖÀ"½3´-¼ ¸1¹<³£ÄBÜÞ·P¼Å¸"·PÕ÷ê<Ä3·NÂ<·3�¶¹ÅÄ3½ Ô J ·P¸�Àdà<Ä3¹Å¸£Â<ÁPÄ¿½3È�Ô ÀÉ·¶û
ó7´¶À"´-¼<¸¬À"´-¹ÅÀdÂ�Ü Ô¶ê8´-³"Â
��¹<·=ÈP·øÀ¬·P¼Å¸"·PÕ÷ê<Ä3·=¼�ÜÞ·P¸1ÀÌà/Ô¶¸�¾�½3Â<·dÄ¿´-³"¸)��¹Å·4Ä¿·=ÂÅ·Pß-³1Á4Â<·

f
·P¸�À÷à<Ä¿¹<¸Ñß-³ÉÔ¶¼ÅÂ ��¹<·=Â<·P¹�Ó�º�·�À

��¹�ÜÞ½3Ä�à8·P¹�ÀdÈP´$#B¼<ÈP½¿Â<·P³£Ô�¾¶·PÈ
P1 ûAï:ÔÖÀÉ´-¹{·øÀ �¶¹<Ä3½3Ô?´-¼YÀdÂ<Á�Õ4´-¼YÀ"³"Á���¹<·ØÄ Ô?³1·P¸�ÀÉ³"½¿È�À"½3´-¼{Â<· f J ·P¸1À÷ÀÉ´-à8´-Ä3´¶ß-½2��¹<·�Õ4·�¼�À�Õ=ÁPÄ3Ô¶¼<ß-·PÔ¶¼YÀÉ·=·�À ��¹<·�Ä3·�¸ÌÈ8%�ÈPÄ3·�¸÷³1ÁPà<¹<Ä¿¸"½ µ)¸Ì¸1´-¼YÀ¬Â<·�¼<¸"·�¸£Â/Ô¶¼<¸

J û@é�Ô4Â�%�¼/Ô¶Õ=½2��¹<·÷¸1¹<³ J ·�¸1ÀgÂ<´¶¼<È¬ê8·�Ô¶¹<È�´-¹<à�à<Ä¿¹<¸]ÂÅ½&%=ÈP½¿Ä3·  0Â<ÁPÈ�³"½¿³"· ��¹<·÷ÈP·PÄ¿Ä3·Ì¸"¹<³ F ûÒA¼EàÅ³"ÁP¸1·P¼<È�·�Â�ÜÞ¹<¼<·=ÀÉ·PÄ¿Ä3·('W½¿¼<¸1ÀÉÔ¶ê<½¿Ä3½¿À"Á*)ÌÂ�%�¼/Ô¶Õ=½2��¹<·Öº&½3ÄA·P¸�À÷à8·P³�ÀÉ½¿¼<·P¼YÀÌÂ<·4À"³ÉÔ�¾ÖÔ¶½3Ä¿Ä3·P³]Â/Ô¶¼<¸
Ä¿·úÈPÔ¶Â<³1·?Â<·úÄ Ô�ÀA�<Á�´-³"½¿·Ø·P³"ß¶´�Â<½+��¹<· HG´¶¼�¸PÜÞ½3¼YÀ"ÁP³"·�¸"¸1·�Ô¶Ä3´¶³"¸=Ô¶¹KÈP´-Õ=à@´¶³1ÀÉ·�Õ4·�¼YÀ4Â�Ü ´-³1ê<½¿À"·P¸
ß-Á�¼<ÁP³1½2��¹<·�¸Pº:³"·�Ä ÔÖÀ"½¿¾-·�Õ4·�¼YÀ  d¹Å¼<·�Õ4·�¸"¹<³1·ÑÂÅ·ÑàÅ³"´-ê/ÔÖê<½3Ä¿½¿ÀÉÁ7½3¼Y¾ÖÔ¶³"½3Ô¶¼YÀÉ·gà/ÔÖ³

f
û

Æ Ä&·P¸�ÀOÔ¶¸1¸"·65Ìµ±Ô¶È�½3Ä3·]Â<·ÌÈ�´-¼<¸�ÀÉ³"¹Å½3³"·ÑÂ<·�ÀÉ·�Ä3Ä3·�¸ Õ4·�¸"¹<³1·P¸�û�²�Ô¶³ ·øÓ�·PÕ=à<Ä3·Öº:¹<¼�È8%�ÈPÄ3·Ñ³"Á�à<¹<Ä¿¸"½¿µ
{x, · · · , f p−1(x)} Â<´-¼<¼Å·�¼<Ô¶½3¸1¸ÉÔ¶¼<È�·� OÄ ÔOÕ=·P¸1¹<³"· Â<· àÅ³"´-ê/ÔÖê<½3Ä¿½¿ÀÉÁG½3¼Y¾ÖÔ¶³1½ Ô¶¼YÀÉ· 1

p

∑p−1
j=0 δfj(x)&

δa
Â<ÁP¸1½3ß-¼Å·7Ä3ÔÑÕ4Ô¶¸"¸1·]Â<·7Ç]½¿³ÉÔ¶È7Ô¶¹0à8´-½¿¼�À

a
( û<ë?ÔÖ½3¸\ê<½3·�¼0¸,+<³Pº�¹<¼<·�ÀÉ·PÄ¿Ä3· Õ=·P¸"¹Å³"·�¼�Ü ÔÖà<à@´¶³1ÀÉ·

��¹<·Sà@·�¹ Â�ÜÞ½3¼�µ)´-³"Õ4ÔÖÀÉ½¿´-¼�¸1¹<³�Ä3Ô{Â�%�¼/Ô¶Õ=½2��¹<· Â<·
f
û ÒA¼ ò.- í-ôÅº ï/³"·�½3³1·¶º éM´-à8·P¸Ø·�À ë?Ô$/<Á

+Þï;é�ë�-CºMÔ¶½3¼Å¸"½���¹Å·4é/%�¹<ê<½¿È0� + é/% ò -Cº�´-¼YÀ�ÈP´¶¼<¸1À"³"¹<½ Àg¹<¼<·£Õ=·P¸1¹<³"·£½¿¼�¾ÖÔ¶³1½ Ô¶¼YÀ"·÷à8´-³1À"ÁP·¬à/ÔÖ³ J·øÀÑ¾¶ÁP³1½+�:Ô¶¼YÀÑÂ<·d³"·�Õ0ÔÖ³���¹/Ô¶ê<Ä¿·P¸gà<³1´-à<³1½3Á�À"ÁP¸�·P³1ß-´�Â<½2��¹<·�¸Pû�,�·�À1ÀÉ·dÕ=·P¸"¹Å³"·¶ºB��¹<·dÄBÜÞ´-¼ ¼<´¶À"·
µ
º

³1·109�øÀÉ·gÄ ÔÑÂ<½3¸�ÀÉ³1½3ê<¹ÅÀ"½3´-¼0Ô¶¸)%�Õ=àÅÀÉ´ÖÀÉ½2��¹<·7Â<·P¸ àÅ³"ÁP½¿Õ0ÔÖß-·P¸ Â�Ü ¹Å¼Nà@´-½¿¼YÀ�¸"¹2%4¸"Ô¶Õ=Õ4·�¼�À�ß-ÁP¼<Á�³ÉÔ¶ÄCû
²AÄ3¹Å¸�àÅ³"ÁPÈ�½3¸1ÁPÕ=·P¼YÀ�º/´-¼úÔ'H

µ = lim
n→+∞

1

dn

∑

fn(x)=a

δx
& ò (

´�3
d
Â<Á�¸"½¿ß-¼<·NÄ3·0Â<·Pß-³1ÁNÂ<·

f
º�·�À

a
¹<¼ à@´¶½3¼YÀ¬Â<·

P1 à<³"½¿¸¬·P¼ Â<·��<´-³"¸£ÂÅ·NÄBÜÞ·P¼<¸1·PÕ¬ê<Ä¿·�·øÓ�çÈ�·PàÅÀ"½3´-¼<¼Å·PÄ E º\È�´-¼YÀÉ·P¼<Ô¶¼YÀØÔ¶¹�àÅÄ3¹<¸4Â<·P¹�Ó�ÁPÄ¿ÁPÕ=·P¼YÀÉ¸�ûGé�ÔâÕ4·�¸"¹<³1· µ ·�¸1À0Õ4Á�Ä Ô¶¼<ß¶·�Ô¶¼YÀÉ·ú·�À¾¶ÁP³"½ �/·0ÄCÜ ½¿Â<·P¼YÀ"½¿ÀÉÁ
f ∗µ = d.µ

û ,�·øÀ"ÀÉ·0³"·PÄ3ÔÖÀÉ½¿´-¼ Õ4´¶¼�À"³"·4·P¼ à/ÔÖ³1ÀÉ½¿ÈP¹<Ä¿½3·�³ ��¹Å·�ÄBÜÞ·P¼YÀÉ³1´-à<½¿·4Â<·
µ
¾ÖÔ¶¹ÅÀ

log d
&5¾-´-½¿³ÑàÅÄ3¹<¸�ê/Ô¶¸�à8´-¹<³gÄ3ÔØÂÅÁ��/¼<½ ÀÉ½¿´-¼ Â<·dÄBÜÞ·P¼YÀÉ³1´-à<½3·)(øû&Ç]·dà<Ä¿¹<¸PºMÈ�·�À1ÀÉ·=Õ4·�¸"¹<³1·

¸1·úÂÅ½3¸1À"½3¼<ß¶¹<·�Â/Ô¶¼Å¸£ÄBÜÞ·P¼<¸1·PÕ¬ê<Ä¿·NÂ<·P¸£Õ=·P¸1¹<³"·�¸dÂ<·Nà<³"´¶ê/Ô¶ê<½¿Ä3½¿À"Á0½¿¼�¾ÖÔ¶³1½ Ô¶¼YÀ"·P¸¬à/ÔÖ³
f
û;ÒA¼K·�µ ç

µ)·øÀ�º�é/%�¹<ê<½¿È0�E+ é/% ò -�·�ÀÑë�Ô$/<Á + ë?ÔYö -
´-¼YÀOÕ=´-¼YÀÉ³1Á ��¹<·
µ
·�¸1ÀgÄCÜ ¹<¼Å½2��¹<·÷Õ=·P¸1¹<³"·÷Â�Ü ·�¼YÀÉ³"´¶à<½3·

Õ4Ô Ó�½3Õ4Ô¶Ä3·7Â<¹Ø¸)%�¸1À��PÕ=·
(P1, f)

û
ó7´¶¹<¸£¾-·P³1³"´-¼Å¸4à<Ä¿¹<¸dÄ3´-½¿¼ ��¹<·

µ
à8·P¹ÅÀ=ÔÖ¹<¸"¸1½�¸�Ü ½¿¼YÀÉ³"´�Â<¹<½¿³"·( �ÄBÜ Ô¶½¿Â<·�Â<·ØÄ Ô À��<ÁP´-³1½3·NÂ<¹

à<Ä¿¹<³"½¿à@´ÖÀÉ·P¼YÀ"½3·PÄCû ,�·�À"À"·úÔ¶à<à<³1´�È0�<·N³1·PÕ=´-¼YÀÉ·� ��³1´-Ä3½¿¼ & + ��³1´.-Cº ò.- õYì.( ��¹<½ Á�ÀÉÔ¶ê<Ä¿½¿À�º�Â/Ô¶¼Å¸£Ä3·
ÈPÔ¶¸ Â<·P¸�à@´¶Ä+%�¼54-Õ=·P¸�º���¹<·

µ
·P¸�À�ÁPßYÔ¶Ä¿·  dÄ3Ô£Õ4·�¸"¹<³1·ÑÂ�Ü Á���¹Å½3Ä3½¿ê<³"·gÂÅ·ÑÄCÜ ·�¼<¸"·�Õ¬ê<Ä¿·ÑÂÅ·P¸�à@´-½¿¼YÀÉ¸

Â�ÜÞ´-³1ê<½¿À"·gê@´-³1¼<ÁP·Öû
éM·P¸ à<³1´-à<³"½¿Á�À"ÁP¸ Â<·g³1ÁPß-¹<Ä3Ô¶³"½ ÀÉÁ7Â<·

µ
´-¼YÀ Á�ÀÉÁgê8·�ÔÖ¹<ÈP´-¹ÅàúÁøÀÉ¹<ÂÅ½3ÁP·�¸Pû:éM·gà<³1·PÕ=½3·P³�³"ÁP¸1¹<Ä¿ÀÉÔÖÀ

·�¸1À�Ä Ô¬µ)´-³1Õ¬¹<Ä3·]¸"¹<½ ¾¶ÔÖ¼�À"·¶º/ÁøÀ Ô¶ê<Ä¿½3·Oà<Ô¶³ éM·PÂ<³"Ô¶à<à<½¿·P³ & +ÞéM·�ö -Cº ò.- í¶ù ( H

h(µ) = dim(µ).λ(µ)
&Bö.(

ÒAÄ3Ä¿·7³1·PÄ¿½3· ÄBÜÞ·P¼YÀÉ³1´-à<½¿·
h(µ)

Â<·
µ
 ÷¸1´-¼�·øÓ�à8´-¸ÉÔÖ¼�À�Â<·Oé/%YÔÖà@´-¹Å¼<´67

λ(µ)
º�·�À� ÷¸ÉÔÌÂ<½3Õ=·P¼<¸1½3´-¼

dim(µ)
&)È�µ�+76 -�à@´-¹Å³�¹Å¼<·Gµ)´¶³"Õ¬¹<Ä¿·;¸"½¿Õ4½¿Ä Ô¶½¿³"·�ÈP´-¼<È�·P³1¼/Ô¶¼YÀ
Ä¿·P¸&Â<½ 7�Á�´-Õ4´¶³"à��<½¿¸"Õ=·P¸�ÂÅ·\¾ÖÔ¶³1½3ÁøÀÉÁP¸

È�´-Õ4à<Ô¶È�À"·P¸AÂ<· Â<½¿Õ4·�¼<¸"½¿´-¼£³"Á�·PÄ¿Ä3· ö.(øûYÐ�Ô¶à<à8·PÄ¿´-¼<¸;³"Ô¶à<½3ÂÅ·PÕ=·P¼YÀAÄ ÔO¸1½3ß-¼Å½+�/ÈPÔÖÀÉ½¿´-¼÷Â<· È�·P¸\³"Á�·PÄ¿¸Pû
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é&Ô{¼<´¶ÀÉ½¿´-¼ Â�ÜÞ·P¼YÀÉ³1´-à<½3· ·�¸1Àú½3¸1¸"¹<·SÂ<· Ä ÔEÀ��<ÁP´-³1½3· Â<· ÄBÜÞ½3¼�µ)´-³"Õ4ÔÖÀÉ½¿´-¼�º\Â<Áø¾-·PÄ¿´-à<à8ÁP·Sà/Ô¶³
è=�/Ô¶¼<¼<´¶¼�º/ 0Ä3Ô��/¼�ÂÅ·P¸gÔ¶¼Å¼<ÁP·�¸ ò.- ùYî�û � ¼ È�´-¼<¸"¹ÅÄ¿ÀÉ·�³ÉÔ  4ÈP·¬¸1¹<�1·�ÀgÄ¿·ÌÄ¿½¿¾�³"·ÑÂ<·���½¿¼<¸"Õ=·P½¿¸1À"·P³
+���½ - & ,
�/Ô¶à�û�ö ( º�ÈP·PÄ¿¹<½:Â<·��ÑÔ ÀÉ´ E£·øÀ��7Ô¶¸"¸1·PÄ3êÅÄ ÔÖÀ1À +	�
� -�& ,
�<Ô¶à�û�ù<û ô (øºY·øÀ�Ä3Ô�À����P¸1·]Â<·!,�Ô¶¼YÀ ÔÖÀ
+ ,�Ô.- & ,
�<Ô¶à�ûMÆ û ö (øû&²�Ô¶³�Â<Á��/¼Å½¿ÀÉ½¿´-¼�º�ÄCÜ ·�¼YÀÉ³"´¶à<½3·

H(α)
Â�Ü ¹<¼Å·4à/ÔÖ³1ÀÉ½ ÀÉ½¿´-¼

α = (A1, · · · , Ap)ÂÅ·
P1 ·P¸�À7Á�ßYÔ¶Ä¿·1 �H

H(α) := −
p∑

i=1

µ(Ai) log µ(Ai)

ÒAÄ¿Ä3· Õ=·P¸1¹<³"· Ä3Ô ��¹/Ô¶¼YÀÉ½ ÀÉÁ Â�ÜÞ½3¼�µ)´-³"Õ4ÔÖÀÉ½¿´-¼K´-êÅÀÉ·�¼�¹<· à/Ô¶³�Ä3ÔEÄ3´�È�Ô¶Ä¿½3¸"ÔÖÀÉ½¿´-¼�Â�Ü ¹<¼ à8´-½3¼YÀ0ß-Áøç
¼ÅÁP³"½+��¹<·?¸1¹<³�Ä Ô à/Ô¶³�ÀÉ½ ÀÉ½3´¶¼

α
û�éAÜÞ·P¼YÀÉ³1´-à<½¿·�Â<·

f
³1·PÄ Ô ÀÉ½¿¾¶·PÕ=·P¼YÀ  EÄ Ô à/Ô¶³�ÀÉ½ ÀÉ½3´¶¼

α
·P¸�À�à/Ô¶³

ÂÅÁ��/¼<½ ÀÉ½¿´-¼ØÁPßYÔ¶Ä¿·1 H
H(f, α) := lim

n→+∞

1

n
H(αn)

´$3
αn

Â<ÁP¸1½3ß-¼<·{Ä3Ô�à/Ô¶³�ÀÉ½ ÀÉ½3´¶¼ ÈP´¶¼<¸1À"½¿ÀÉ¹ÅÁP· Â<·�¸ ÔÖÀÉ´¶Õ4·�¸
Ai0 ∩ · · · ∩ f−(n−1)Ain−1

à8´-¹<³
(i0, · · · , in−1) ∈ {1, · · · , p} ûPé&Ô�Ä3½3Õ=½¿À"·�· Ó�½3¸1À"·Aà/Ô¶³M¸1´-¹<¸�ç Ô¶Â<Â<½ ÀÉ½ ¾�½ ÀÉÁ�Â<·AÄ Ô�¸1¹<½¿À"· (H(αn))n∈N

û
ÒAÄ¿Ä3· à@·�¹ÅÀ ¸PÜÞ½3¼YÀÉ·�³"à<³1Á�ÀÉ·�³ È�´-Õ=Õ4· ÄBÜÞ½3¼ÅÈP·P³�ÀÉ½ ÀÉ¹<Â<· Ô�¾¶·PÈ]Ä3Ô6��¹<·PÄ¿Ä3· ´-¼4¸"½ ÀÉ¹<· ¹<¼4à@´-½¿¼YÀ ß¶ÁP¼<Á�³"½2��¹<·
x
¸1¹<³;Ä Ô�à/Ô¶³�ÀÉ½¿À"½3´-¼

α
º ÈP´-¼Å¼/Ô¶½3¸1¸ÉÔ¶¼YÀAÄ¿·P¸
ÔÖÀÉ´-Õ=·P¸�Â<·

α
¾�½¿¸"½ ÀÉÁP¸�à/Ô¶³�ÄBÜÞ´-³"ê<½ ÀÉ·

(fn(x))n≥1
û-éAÜÞ·P¼�ç

À"³"´-àÅ½3·�Â<·
µ
·P¸�À Ô¶Ä¿´-³"¸\ÁPß-Ô¶Ä3·  ÌÄ3ÔÑê8´-³1¼<·7¸1¹<à8ÁP³"½¿·P¹<³1·]Â<·7ÈP·�¸
��¹/Ô¶¼YÀÉ½ ÀÉÁ�¸Pº�Ä3´-³1¸���¹<·

α
à/ÔÖ³"ÈP´¶¹<³1À

ÄCÜ ·�¼<¸"·�Õ¬ê<Ä¿·ÑÂÅ·P¸ à/Ô¶³�ÀÉ½¿À"½3´-¼Å¸
�/¼<½¿·P¸Pû
� ¼ Õ4´-¼YÀ"³"· ��¹<· ÄBÜÞ·P¼YÀÉ³1´-à<½3·�Â�Ü ¹<¼Å·SÕ=·P¸1¹<³"· ½¿¼�¾ÖÔ¶³1½ Ô¶¼YÀ"·

ν
·�¸1ÀØÀÉ´¶¹<�1´-¹<³1¸úàÅÄ3¹<¸Nà8·�À"½¿ÀÉ·

��¹<· ÄCÜ ·�¼�À"³"´-àÅ½3· $���
������ �.�����! �Â<¹ ¸)%�¸1À��PÕ=·SÂ>%�¼<Ô¶Õ4½+��¹<· ÈP´¶¼<¸"½¿Â<ÁP³1Á &)È�µ +��
� -Bº�Ã.��û�ù<û ì�û ô (øû
»�¼<·gÕ=·P¸"¹Å³"·

ν
·�¸1À Â<½ ÀÉ·]Â�Ü ·�¼�À"³"´-àÅ½3·OÕ4Ô Ó�½3Õ4Ô¶Ä¿·�Ä¿´-³"¸)��¹<·O¸"´¶¼N·P¼YÀÉ³1´-à<½3·OÔÖÀ"À"·P½3¼YÀ�ÈP·�À1ÀÉ·]¾ÖÔ¶Ä¿·P¹<³

· Ó�ÀÉ³"Á�Õ0ÔÖÄ3·¶û
éAÜ · Ó�à@´-¸"Ô¶¼YÀ Â<·gé/%-Ô¶à@´¶¹<¼<´67�Â<·

µ
·P¸1À�ÁPßYÔ¶Ä@Ô¶¹0ÀÉÔ¶¹�Ó0Â<·]È�³"´-½¿¸"¸"Ô¶¼<ÈP·]·øÓ�à@´¶¼<·P¼YÀÉ½¿·PÄ@Â<¹ �"Ô ç

È�´-ê<½¿·P¼dÂ<·P¸\½ ÀÉÁP³1ÁP·�¸AÂ<·
f
º¶Ä¿· Ä3´-¼ÅßOÂ�ÜÞ¹<¼<· ´-³"êÅ½¿ÀÉ·

µ
ç ß-Á�¼<ÁP³1½2��¹<·ÖûYé&ÔOÂ<½3Õ=·P¼<¸1½3´-¼£ÂÅ·

µ
·�¸1À\Á�ßYÔ¶Ä3·

 dÄ Ô¬ê8´-³1¼<·�½3¼Åµ)Á�³"½3·�¹<³"·]Â<·P¸�Â<½3Õ=·P¼Å¸"½3´¶¼<¸�Â<·��]ÔÖ¹<¸"Â<´¶³)7 Â<·�¸7ê8´-³"Á�Ä3½¿·P¼<¸�ÂÅ·ÑÕ=·P¸1¹<³"·gÀ"´¶À Ô¶Ä¿·¶û
� ê<¸"·�³1¾¶´-¼<¸ ��¹Å· &Cö (�à@·�³"Õ=·�À Â<·�³1·�ÀÉ³1´-¹Å¾¶·P³�ÄBÜÞ½3¼<Á�ßYÔ¶Ä3½ ÀÉÁ�Â<·Ìë?Ô¶³1ß-¹<Ä3½¿¸�ç Ð�¹<·�Ä3Ä¿· +ÞÐ�¹ ò - H

h(µ) ≤ 2.λ(µ)
&Cô (

,�·øÀ"À"·£½3¼<Á�ßYÔ¶Ä3½ ÀÉÁÑ·P¸�À�·P¼ µ±Ô¶½ À]¾ÖÔ¶Ä ÔÖê<Ä3·Ñà<Ä3¹Å¸Oß-ÁP¼ÅÁP³ÉÔÖÄ3·PÕ=·P¼YÀgà8´-¹<³]¹<¼�·P¼<ÂÅ´-Õ4´¶³"à��<½¿¸"Õ=·
f
ÂÅ·

È�Ä Ô¶¸1¸"· C1 Â�ÜÞ¹<¼<·�¾¶ÔÖ³"½3ÁøÀÉÁ�ÈP´-Õ=à/Ô¶ÈøÀÉ·7Â<·]Â<½¿Õ4·�¼<¸"½¿´-¼ k ûÅè�½ ν ·P¸1À�¹<¼<·7Õ4·�¸"¹<³1·]½3¼Y¾ÖÔ¶³1½ Ô¶¼YÀÉ·�à/Ô¶³
f
º/·P³"ß¶´�Â<½+��¹<·g·�À�Â�ÜÞ·øÓ�à8´-¸ÉÔ¶¼YÀ"¸7ÂÅ·Ìé/%-Ô¶à@´¶¹<¼<´67

λ1, · · · , λk
ºÅ·PÄ3Ä¿·g¸PÜÞÁPÈ�³"½¿À H

h(ν) ≤
∑

λi>0

λi

� ¼ØÂ<ÁPÂ<¹Å½¿À Â<·�ÄBÜÞ½3¼ÅÁPßYÔ¶Ä¿½¿À"Á�&±ô (�Ä Ô¬Õ=½3¼<´¶³ÉÔÖÀ"½3´-¼
λ(µ) ≥ log d/2

û<é&Ô¬¾ÖÔ¶Ä3·�¹<³ 'W· Ó�ÀÉ³"Á�Õ0ÔÖÄ3·*)
λ(µ) = log d/2

&±Á���¹<½¿¾ÖÔ¶Ä¿·P¼YÀÉ·  
dim(µ) = 2

à/Ô¶³ &Cö ( (d¸PÜ Ô�¾6�P³1· 3�ÀÉ³1·?à/ÔÖ³1ÀÉ½¿ÈP¹<Ä¿½2��³"·PÕ=·P¼YÀ
½¿¼YÀÉÁP³1·P¸1¸ÉÔ¶¼YÀÉ·*HAÂ/Ô¶¼Å¸=È�·ØÈ�Ô¶¸�ºAÄ Ô Õ=·P¸"¹Å³"·

µ
·P¸1À4Ô¶êÅ¸"´-Ä¿¹<Õ4·�¼YÀdÈP´-¼YÀÉ½¿¼�¹<·Øà/Ô¶³£³ÉÔÖà<à@´¶³1À� �Ä Ô

Õ=·P¸1¹<³"·�Â<·ÑéM·Pê8·P¸1ß-¹<·Ñ¸"¹<³
P1 &±½BûÞ·¶ûÅÄ Ô¬Õ=·P¸"¹Å³"·�½3¼<ÂÅ¹<½¿À"·gà/Ô¶³ Ä Ô£Õ=Á�À"³"½2��¹<·g¸1à��<Á�³"½2��¹<·)( + éM· ò -Cº+ÞéM·�ö -Cû/éM·P¸ à<³1´-à<³"½¿Á�À"ÁP¸ à<³"Á�ÈPÁ�Â<·P¼YÀÉ·�¸O¸"·�³1ÁP¸"¹ÅÕ4·�¼�À7Ô¶Ä¿´-³"¸ ·�¼
H

����� °:­����E«��"ÚG«��&­(Î! " �ä)«�­$#ÙÚ\«&%!')(+*-,/.!021 H432� � $
f
� �� 65��87�9�$ �:� �*�87.$ �:� �%�� ;�<�  >=� >=� �.�9�

d
 �$
µ ? 7 #  ? ���9 �=�@  ��%$�����
0�  # 7BA � # 7C�  EDGF  ? 
0�H��
0��� ��$ � ?I? ���<J�7.�%$  ?K? � �%$,� �����<J�7C�  ��%$  ?�L
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� D
F
@  8A 
�� ? 7.�%$ =� IF��C7;
�� � � ��� =� 
µ
 ? $ � � 7C��� log d/2

D
� D
F27 =.� #  �� ? �:� � =� 

µ
 ? $=� � 7C�  �� 2

D
	 D
F27 #  ? ���9 µ  ? $ 7�
 ? ��� � #  ��%$�9�� �%$�� �%�! �
&7.� �87;
 
�� ��$�� � 7 #  ? � �9 =� IF  

� ? �.�% ED
,�·�À %�à@· Â<·�³"ÁP¸1¹<Ä¿ÀÉÔÖÀAÈ�´-¼<ÈP·�³"¼<· ·�¼dµ±ÔÖ½¿À�ÀÉ´-¹ÅÀ"· Õ4·�¸"¹<³1· ½3¼Y¾ÖÔ¶³"½3Ô¶¼YÀÉ·

ν
Â�ÜÞ·P¼YÀÉ³1´-à<½3· à8´-¸1½¿ÀÉ½ ¾-·

à8´-¹<³ Ä Ô ��¹Å·PÄ3Ä¿·4&Cô (�·�¸1À7¹<¼<·ÑÁPßYÔ¶Ä¿½¿À"Á &±Èøµ + éM·�ö - ( º/·�À7¸PÜÞ½3¼<¸1ÈP³1½¿À Õ4Ô¶½3¼YÀÉ·�¼/Ô¶¼YÀ�Â/Ô¶¼<¸�¹<¼<·�ÀA�ÅÁP´-³1½3·
¾ÖÔ¶Ä3Ô¶ê<Ä3·�à8´-¹<³�Ä3·�¸7Â<½ 7�Á�´-Õ=´-³"à��Å½3¸"Õ=·P¸

f
Â<·÷È�Ä Ô¶¸1¸"· C1+ε Â<·�¾ÖÔ¶³"½¿Á�À"ÁP¸]È�´-Õ=à/Ô¶È�À"·P¸�û�ÒA¼ ·87�·øÀ�ºÄCÜ Á�ßYÔ¶Ä3½ ÀÉÁ7Â/Ô¶¼<¸ Ä Ô¬µ)´-³1Õ¬¹<Ä¿·OÂ<·Ìë?Ô¶³1ß-¹<Ä3½¿¸�ç Ð�¹<·�Ä3Ä¿·¶º�Â<½¿À"· ' µ)´-³1Õ¬¹<Ä¿·OÂ<·Ñ²�·�¸"½3¼�) H

h(ν) =
∑

λi>0

λi

&)ù (

·�¼�À"³ÉÔ ;3¼<·¬¹<¼Å·¬à<³"´¶à<³"½¿Á�ÀÉÁÌÂ<·£³"Á�ß-¹<Ä3Ô¶³"½ ÀÉÁÑ¸"¹<³
ν
º�à<³1´�È0�Å·¬Â<·£ÄBÜ Ô¶ê<¸1´-Ä3¹Å·ÌÈ�´-¼YÀÉ½3¼�¹<½ ÀÉÁÖû�éM·÷ÀA�ÅÁP´Öç

³)�PÕ=·NÂ<·úé&·�Â<³ÉÔÖà<à<½3·�³�ç�6G´-¹<¼<ß & +ÞéM·�ô -Cº ò.- íÖù�·�À�+ é�6 -Cº ò.- í-ì (÷¸1À"½3à<¹<Ä¿· ��¹<·úÄ3´-³1¸���¹<·
&±ù (÷·�¸1À
¾¶ÁP³"½ �/ÁP·Öº:Ä3·P¸ Õ=·P¸1¹<³"·�¸7È�´-¼<Â<½ ÀÉ½3´¶¼<¼<·PÄ¿Ä3·�¸�Â<·

ν
' ·P¼ú³"·�¸1ÀÉ³1½3ÈøÀÉ½3´¶¼2)�Ô¶¹�ÓN¾ÖÔ¶³"½¿Á�ÀÉÁ�¸ ½3¼<¸�À Ô¶ê<Ä¿·P¸ ¸"´¶¼�À

Ô¶êÅ¸"´-Ä¿¹<Õ4·�¼YÀ�ÈP´¶¼�À"½3¼�¹<·�¸�à/Ô¶³ ³ÉÔ¶à<à8´-³�À Ô¶¹�Ó0Õ=·P¸"¹Å³"·P¸�Â<·géM·Pê8·P¸1ß-¹<·O½¿¼<Â<¹<½ ÀÉ·P¸�ûÅé&Ô÷³1ÁPÈ�½3à<³1´>��¹<·
Â<·GÈP·\ÀA�ÅÁP´-³)�PÕ=·¶º�Á�ÀÉÔ¶ê<Ä¿½3·AÂ/Ô¶¼Å¸�¹<¼Ìà<³"·�Õ4½¿·P³�À"·PÕ=à<¸�à<Ô¶³�²�·P¸1½3¼ & +Þ²�·�-Cº ò.- 1 1 (M·øÀ
ë?Ô$/<Á & + ë?Ô ò -Cº
ò.- í ò (
à8´-¹<³\¹<¼<·�Õ4·�¸"¹<³1·

ν
Ô¶êÅ¸"´-Ä¿¹<Õ4·�¼YÀ\ÈP´-¼YÀÉ½¿¼�¹<·7à<Ô¶³\³ÉÔ¶à<à8´-³�À: ÑÄ3Ô�Õ=·P¸1¹<³"· Â<·7éM·Pê8·P¸1ß-¹<·¶º

µ)¹ÅÀ ÂÅÁPÕ=´-¼YÀÉ³"Á�·Ìà<Ô¶³ éM·PÂ<³"Ô¶à<à<½¿·P³ ·�À]è�À"³"·�Ä3È�%�¼ & +Þé�è�-Bº ò - íYö ( û
Æ Ä�·�¸1À ·�¼Øµ±ÔÖ½¿À à@´-¸1¸"½¿ê<Ä3·OÂÅ·Oà<³"Á�ÈP½¿¸"·P³ Ä¿·P¸�µ)³"Ô¶È�À"½3´-¼Å¸�³ÉÔ ÀÉ½3´¶¼<¼<·PÄ¿Ä3·�¸G¾¶ÁP³"½ �:Ô¶¼YÀ Ä¿·P¸�à<³1´-à<³1½3Á�À"ÁP¸

Á���¹Å½¿¾ÖÔ¶Ä3·�¼YÀÉ·P¸ Â<¹4À��<ÁP´¶³��PÕ=·]ÂÅ·]éM·PÂÅ³ÉÔ¶à<àÅ½3·P³�û�Æ Ä@·�¸1À�·�¼0·87�·øÀ�ÀÉ³)�P¸ ³ÉÔ¶³1·'��¹<·7Ä Ô�Â<½3Õ=·P¼<¸1½3´-¼=Â<·
�7Ô¶¹<¸"ÂÅ´-³)7 Â<· J ¸"´-½ À ÁPßYÔ¶Ä¿·1 £Ä Ô£Â<½3Õ=·P¼Å¸"½3´¶¼NÂ<· µ H
����� °:­��-�â« ��� ��Ï�å�ä�� #�� '8( *�,/,�� 1 HC32� � $

f
���� /5��87�9�$ �:� � �87.$��:� �%�� ;�<�  �� =� #  ? � �9 =�@  ��%$��H� "
0�  # 7BA � # 7C�  µ  �$�=�@  �� ?  # 
E�  =� �� ��� � 7 J D&F27�=.� #  �� ? �:� � =� µ  ? $?� � 7C�  ��I� 7�=.� #  �� ? �:� �=� ��
7.� ? =�� ��� =� J ? �  �$ ?  ��-�  #  ��%$ ? � f  ? $,���� 7;
 
 � �:9 7.$��:� � 
0� � ?�? 7.� 9  z 7→ z±n �F���


������ ��� #  �=�  � 9�!% 

��:9�!% "�#� � �$
��  �� ���  8A  # 
 �  �=� IF27.$�$�% ? DéM·P¸ 'W· Ó�·PÕ=à<Ä3·�¸ÑÂÅ·4é&ÔÖÀ1ÀA��¸ )£¸1´-¼YÀÑÂ<·P¸gµ)³ÉÔÖÈ�ÀÉ½¿´-¼<¸g³"ÔÖÀÉ½¿´-¼<¼<·�Ä3Ä3·�¸]Â<·dÂ<·�ß-³"Á
d ≥ 2

µ±ÔÖ½3¸ÉÔÖ¼�À
È�´-Õ4Õ÷¹ÅÀÉ·�³ ¹<¼�ÂÅ½ Ô¶ß-³"Ô¶Õ=Õ4·7Â<¹NÀ %�à8·4H

A
D //

σ
��

A

σ
��

P1
f // P1

´�3
A
·�¸1À
¹<¼ÌÀ"´-³"·GÈP´-Õ=à<Ä¿·øÓ�· ÂÅ·�Â<½¿Õ4·�¼<¸"½¿´-¼

1
º
D
¹<¼Å·�Â<½¿Ä ÔÖÀÉÔÖÀÉ½¿´-¼gÔ�%=¼<· ·�À

σ
¹<¼¬³1·�¾.3�ÀÉ·�Õ4·�¼YÀ

ßYÔÖÄ3´-½¿¸"½3·�¼��/¼<½Bû � ¼�¾¶ÁP³1½+�/·Ñµ±Ô¶ÈP½¿Ä3·PÕ=·P¼YÀ���¹<·Ìà@´-¹Å³7¹<¼Å·ÌÀÉ·�Ä3Ä¿·�µ)³"Ô¶È�À"½3´-¼�º/Ä3·�ÀÉ½3³1ÁÌ·�¼ Ô¶³1³"½+�P³"·ÑÂ<·
Ä3Ô Õ4·�¸"¹<³1·

µ
à/Ô¶³

σ
ÈP´$#B¼<ÈP½¿Â<·NÔ�¾-·�ÈØ¹<¼<·Nµ)´-³"Õ=·0¾¶´-Ä3¹<Õ=·�¸1¹<³

A
û;é�Ô�Õ=·P¸1¹<³"·

µ
·�¸1À=Â<´-¼<È

Á���¹Å½¿¾ÖÔ¶Ä3·�¼YÀÉ·- ÑÄ Ô�Õ4·�¸"¹<³1·]Â<·]éM·Pê8·P¸"ß¶¹<·O¸"¹Å³
P1 û�Ò\¼0à/Ô¶³1À"½3È�¹<Ä3½¿·P³PºYÄCÜ ·�¼<¸"·�Õ¬ê<Ä¿·7Â<·-�¶¹<Ä3½3ÔÑÂ�Ü ¹<¼· ÓÅ·�Õ4àÅÄ3·=Â<·0é&ÔÖÀ1ÀA��¸ÌÈ�´$# ¼<È�½3Â<·4Ô�¾-·�È

P1 û�Ð�·�Õ0ÔÖ³���¹<´-¼<¸ ��¹<·0ê8·�ÔÖ¹<ÈP´-¹ÅàEÂ�Ü Ô¶¹ÅÀ"³"·P¸Ñµ)³ÉÔ¶ÈøÀÉ½¿´-¼<¸à/ÔÖ³1À ÔÖß-·P¼YÀÑÈP·øÀ"ÀÉ·=à<³1´-à<³"½¿Á�À"Á¶º�¸"Ô¶¼<¸Ñà@´-¹Å³ÌÔÖ¹ÅÀ Ô¶¼YÀC3�À"³"·dÂ<¹SÀ %�à8·=é&ÔÖÀ"À��P¸ &±È�µ + é/%Åö -\´-¹ + � ë�-
,
�/ÔÖà�û8ì�º/·�ÀC+ÞÐ ·�- ( û
éM·0ÀA�ÅÁP´-³)�PÕ=·0Â<· ��Â<¹<¼<½+E &)·P¼Eµ±ÔÖ½¿ÀÑ¸ÉÔ?à<Ô¶³1À"½3·0Ä3ÔúàÅÄ3¹<¸Ì¸"½3Õ=à<Ä¿· (øº�Ô¶¸1¸"´�ÈP½¿Á0Ô¶¹âÀA�<Á�´-³���Õ4·

Â<·]éM·PÂ<³"Ô¶à<à<½¿·P³Pº�Õ=´-¼YÀÉ³"·�Â<´-¼ÅÈ!��¹<·Oà/ÔÖ³"Õ=½/Ä3·P¸Gµ)³ÉÔ¶ÈøÀÉ½¿´-¼<¸G³ÉÔÖÀ"½3´-¼<¼Å·PÄ3Ä¿·P¸\Â�ÜÞ·P¼<¸1·PÕ¬êÅÄ3·]ÂÅ· �¶¹<Ä¿½ Ô
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Á�ßYÔ¶ÄC 
P1 º�Ä¿·P¸g· ÓÅ·�Õ4àÅÄ3·P¸�Â<·dé&ÔÖÀ1ÀA��¸Ñ¸1·£È�Ô¶³"Ô¶È�À"ÁP³1½3¸"·�¼YÀÌà<Ô¶³gÄ Ô�Â<½¿Õ4·�¼<¸"½¿´-¼ Â<·dÄ¿·P¹<³OÕ=·P¸1¹<³"·Â�Ü ·�¼�À"³"´-àÅ½3·�Õ0Ô(ÓÅ½¿Õ0ÔÖÄ3· H

����� °:­����E« �1ÚG«��&­ Î& " �ä±«�­ # Ú\«-%&'8( � ��Ï�å�ä"� # � ' 1CH$32� � $
f
���� 5��87�9�$��:� � �87.$ �:� �%�� ;�<�  
=� 

=� �.�9�
d
 �$
µ ? 7 #  ? ���9 =�@  ��%$ �H��
0�  # 7BA � # 7C�  ED F  ? 
0�H��
0��� ��$ � ?>? ���<J�7.�%$  ? ? � �%$ � �����<J�7."�  ��%$  ? L

� DIF�@  8A 
�� ? 7.�%$ =� KF��C7;
�� � � ��� =� 
µ
 ? $ � � 7C� � log d/2

D
� DIF 7 =.� #  �� ? �:� � =� 

µ
 ? $=� � 7C�  �� 2

D
	 DIF 7 #  ? ���9 µ  ? $ 7�
 ? ��� � #  ��%$�9�� �%$�� �%�! 
&7.�C�87;
 
�� ��$ � � 7 #  ? � �9 �=� KF  

� ? �.�% ED
� DIF 7�5��87�9�$��:� � �87.$ �:� �%�� ;�<�  

f
 ? $ � �  8A  # 
 �  
=� KF 7.$�$ % ? D

,�·�À1ÀÉ·£à/ÔÖ³1ÀÉ½¿·¬Â<¹�ÀA�ÅÁP´-³)�PÕ=·¬Â<· ��Â<¹<¼Å½2E?à8·P¹�À�·P¼ ³"ÁPÔ¶Ä3½ ÀÉÁ÷¸�Ü ÁøÀ Ô¶êÅÄ3½3³�µ±Ô¶ÈP½¿Ä3·�Õ4·�¼�À]à/Ô¶³O¹Å¼
ÔÖ³"ß-¹<Õ=·P¼YÀ�Â<·�³"·�¼<´-³1Õ0Ô¶Ä¿½3¸"ÔÖÀÉ½¿´-¼�û�ÇOÔ¶¼<¸ È�·�À�·P¸1à<³"½ À�º8ë?Ô?%-·�³]Ô£³1ÁPÈP·�Õ4Õ=·P¼YÀ�´-êÅÀ"·P¼�¹*H
����� °:­����E« ���`ÎYæ8«�­ #��`ÎYæ ')( % ��� % 1 H F27 #  ? ���9 =�@  ��%$ �H��
0�  # 7BA � # 7C�  =�@ ���� 5��87�9�"$��:� � �87.$��:� �%�� ;�<�  

f
 ? $ 7�
 ? ��� � #  ��%$ 9�� �%$�� �%�! 
&7.� � 7;
 
�� ��$�� ���� #  ? ���  �9�� �B5B� � #  ? �  �$

?  ����  #  ��%$ ? � f  ? $=� �� 7;
 
 � �:9 7.$��:� � 
0��� ?�? 7.� 9  ��F� � 
������ ��� #  >=� � 9�!% 

��:9�!% "�#� � � 
��  �����  8A  # 
 �  �=� IF27.$�$�% ? DÐ�Ô¶à<à8·PÄ3´¶¼<¸1��¹�Ü ¹<¼Å·0Õ=·P¸"¹Å³"·
ν
·P¸�À¬È�´-¼Åµ)´-³1Õ4·d¸"½G½3ÄA· Ó�½3¸1À"·

α > 0
ÀÉ·�Ä:��¹<·

ν(f(B)) =∫
B
|f ′|αdν à@´¶¹<³;ÀÉ´-¹�À\ê@´-³1ÁPÄ¿½3·P¼ B ¸1¹<³AÄ3·���¹<·PÄ f ·P¸�ÀG½3¼<�1·�È�ÀÉ½ ¾-·Öº-´�3 |f ′| Â<ÁP¸1½3ß-¼<· Ä3ÔO¼<´-³"Õ=·�Â<·Ä3Ô7Â<½ 7�Á�³"·�¼�À"½3·�Ä3Ä3·GÂ<·

f
à@´¶¹<³
Ä3Ô7Õ=Á�À"³"½2��¹<· ¸"à��ÅÁP³"½+��¹<·¶û¶²
Ô¶³;· Ó�·PÕ=à<Ä3·ÖºÖÄ3Ô7Õ=·P¸"¹Å³"·�Â<·�éM·Pê8·P¸"ß¶¹<·

·�¸1À7ÈP´-¼�µ)´-³"Õ=·¶º�à@´-¹Å³
α = 2

û/é&Ô£Â<ÁPÕ=´-¼<¸�ÀÉ³"ÔÖÀÉ½¿´-¼NÂ<·Ìë?Ô?%-·�³Pº:Â<´-¼YÀ�¼<´-¹<¸ ¼<´¶¹<¸ ½3¼<¸1à<½3³1·P³"´¶¼<¸Pº
³1·Pà8´-¸"·Ñ¸"¹Å³�Ä¿·gà<³"´�ÈPÁ�Â<Á�Â<·�³"·�¼<´-³"Õ4Ô¶Ä¿½3¸ÉÔ ÀÉ½3´¶¼0¸"¹Å½¿¾ÖÔ¶¼YÀ &±È�µF+Þé&·�ö -Cº + Ò\é�-�� ôÅû ö�ûÞù ( H
����� °:­����E«��"ÚG«��&­(Î! " �ä)«�­$#ÙÚ\«&%!')(+*-,/.!021 H432� � $

f
� �� 65��87�9�$ �:� �*�87.$ �:� �%�� ;�<�  >=� >=� �.�9�

d ≥ 2
 �$
µ ? 7 #  ? � �9 =�@  ��%$ �H��
0�  # 7BA � # 7C�  ED�� � � � µ "�
0�9 ? ���% $�� ��$ 
�� � �%$ z =� 

P1 � �<� 8A � ? $  (nj(z))j∈N

 �$
r(z) > 0

$  ;� ? ���! ��  ? 7;
 
 � �:9 7.$��:� � ?�L

ϕnj
:

D(0, r(z)) −→ Pk

u 7−→ fnj (z + |fnj ′(z)|−1.u)

? � �  ��%$ � �
	) �9�$��<J. ?  �$ 9�� ��J. �� �� ��%$ ��� 9 7C�  #  ��%$ ���%� 5B� � # � #  ��%$ ? � � D(0, r(z))
J. �� ? � �� K7;
0"
 � �:9 7.$��:� � !������ # � � 
 !% � �
	) �9�$��<J. ϕ Dé&Ô£à<³"·�¹Å¾-·Ì¹ÅÀÉ½¿Ä3½3¸1·]Â<·ÑÕ4Ô¶¼<½2��³"·OÈ�³"¹<È�½ Ô¶Ä¿·gÄ3·gÈPÔ¶³ÉÔ¶ÈøÀA��³"·ÑÈP´-¼Åµ)´¶³"Õ=·gÂ<·P¸ µ)³ÉÔ¶ÈøÀÉ½¿´-¼<¸ ³ÉÔ ÀÉ½3´¶¼�ç

¼Å·PÄ3Ä¿·P¸�º/à<¹<½3¸)��¹�Ü ·�Ä3Ä¿·g¼<ÁPÈ�·P¸"¸1½¿À"·ÌÄ¿·OÀA�<Á�´-³���Õ4·gÂ<·���´�·�ê@·Öº/à<³"´-àÅ³"·  £Ä Ô¬Â<½¿Õ4·�¼<¸"½¿´-¼
1
û

� ¼�´-ê�ÀÉ½3·�¼YÀ0Ä¿·ØÀ��<ÁP´¶³��PÕ=·?ÂÅ· ë?Ô?%¶·P³�·�¼*Ô¶¸"¸1´�È�½ Ô¶¼YÀ4ÈP·úà<³"´�ÈPÁ�Â<Á?ÂÅ·?³"·�¼<´-³1Õ0Ô¶Ä¿½3¸"ÔÖÀÉ½¿´-¼
 âÄBÜÞ½3Â<·�¼�À"½¿À"Á

f ∗µ = d.µ
û � ¼�Õ=´-¼YÀÉ³1· Ô¶½¿¼<¸"½���¹<· Ä¿·P¸4à<³"´-àÅ³"½3ÁøÀÉÁ�¸�Â<·

µ
¸"´-¼YÀNÄ¿·P¸0Õ43PÕ=·P¸

 �ß-³ÉÔ¶¼ÅÂ<·4·øÀ� úà@·øÀÉ½¿À"·4Á�È0�<·PÄ¿Ä3·Öû�Ý ÀÉ½ ÀÉ³"·=Â�ÜÞ·øÓ�·PÕ=à<Ä¿·¶º�·�À¬à8´-¹<³ÑÁPÈ�Ä Ô¶½¿³"·�³Ñ¼Å´¶ÀÉ³1·0Â<Á�Õ0Ô¶³1È0�<·  
¾¶·P¼<½¿³PºM· Ó<ÔÖÕ4½¿¼<´-¼<¸gÄ¿·£È�Ô¶¸�´�3

µ
·P¸�À  ØÂ<·�¼<¸"½ ÀÉÁ

h
à/ÔÖ³g³ÉÔ¶à<à8´-³�À  ØÄ3ÔNÕ4·�¸"¹<³1·£Â<·=é&·�ê@·�¸"ß-¹Å·

&
µ
¸PÜÞ½3Â<·�¼YÀÉ½+�<·gÔ¶Ä3´¶³"¸  ¬¹<¼<·

(1, 1)
µ)´-³1Õ4·7Â<½+7@ÁP³1·P¼YÀÉ½¿·PÄ3Ä¿·! ÌÈP´�·1%=ÈP½¿·P¼YÀ

L1 ( û<ó�´-¹<¸ Ô¶Ä¿Ä3´-¼Å¸G¾¶´-½3³
��¹<·�¸"½

z0
·�¸1À�¹Å¼�à8´-½3¼YÀ=Â<·�é&·�ê@·�¸"ß-¹Å·?Â<·úÄ Ô�µ)´-¼<ÈøÀÉ½3´¶¼

h
ºGÔ¶Ä3´¶³"¸£Ä Ô Â<·�¼<¸"½ ÀÉÁ

h
Â<·

µ
¸"¹<³

ϕ(D(0, r(z0)))
·�¸1À�ÈP´-¼Å¸1À ÔÖ¼�À"·¶º:ÁPß-Ô¶Ä3·1 

h(z0)
û

é&Ô£à<³"·�Õ4½+�P³"·gÁøÀ Ô¶à8·�ÈP´-¼Å¸"½3¸�ÀÉ·  £½3¼YÀÉ·�³"à<³1Á�À"·P³ ÄBÜÞ½3Â<·�¼YÀÉ½¿À"Á�H
fn∗µ = dn.µ

&Bì (
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 =ÄBÜ Ô¶½3Â<·�Â<·ÑÄ ÔdÂ<·�¼<¸"½ ÀÉÁ
h
º:à8´-¹<³ ¾-´-½¿³'��¹<· |fn(z0)

′| ·P¸�ÀOÁ$��¹<½ ¾ÖÔ¶Ä3·�¼�À! dn/2 û:Ý]½3¼Å¸"½Bº/Â�Ü Ô¶àÅ³��P¸Ä¿·¬à<³"´�ÈPÁ�Â<Á£Â<·£³1·P¼<´-³1Õ0ÔÖÄ3½3¸"ÔÖÀÉ½¿´-¼úÂ<·déM·PÂ<³"Ô¶à<à<½¿·P³Pº�Ä3·P¸OÔ¶à<à<Ä¿½3È�Ô ÀÉ½3´¶¼<¸
Λn := z0 + d−n/2.

Æ Â
C' ³"·P¼Å´-³"Õ4Ô¶Ä3½¿¸"·�¼�À )7Ä3·P¸ ½ ÀÉÁP³1ÁP·�¸�ÂÅ·

f
¸1¹<³ ¹<¼úÂ<½3¸)��¹Å·Ñ¼Å´-¼úÀ"³"½ ¾�½3Ô¶Ä

D(0, r(z0))
û

� ¼âÀ"½3³"·=·P¼Å¸"¹<½ ÀÉ·=·P¼{Ô¶³1³"½+�P³"·dÄ3Ôú³1·PÄ Ô ÀÉ½3´¶¼ &Cì (Oà/Ô¶³ÑÄ3·�¸÷Ô¶àÅà<Ä3½¿È�ÔÖÀ"½3´-¼<¸
Λn

Ô �/¼EÂ�Ü ´-ê�ÀÉ·P¼Å½3³
ÄCÜ ½¿Â<·P¼YÀÉ½ ÀÉÁ�H

Λ∗
n f

n∗ µ = dn.Λ∗
nµ
¸"¹<³

D(0, r(z0))Ç÷Ü Ô¶à<³)�P¸¬Ä¿·4àÅ³"´�ÈPÁPÂÅÁ0Â<·4³"·P¼Å´-³"Õ4Ô¶Ä3½¿¸ÉÔÖÀ"½3´-¼�º�Ä3·=Õ4·�Õ¬ê<³1·4Â<·4ßYÔ¶¹<È0�Å·0ÀÉ·�¼<ÂEµ±Ô¶½¿ê<Ä3·�Õ4·�¼�À�¾¶·P³"¸
ϕ∗µ

Ä3´¶³"¸���¹<·
n
ÀÉ·�¼<Â0¾-·�³"¸ ÄBÜÞ½3¼��/¼Å½ & ��¹<½ À"ÀÉ·' �·øÓ�ÀÉ³"Ô¶½3³1· (øû�éM·�Õ4·�Õ¬ê<³"· Â<·�Â<³1´-½¿À"·¶º&��¹<½:¸PÜÞÁPÈ�³"½¿À H

dn.h(z0 + d−n/2w)
i

2
.d−n/2dw ∧ d−n/2dw = h(z0 + d−n/2w)

i

2
.dw ∧ dw

È�´-¼Y¾-·P³1ß-·gµ±Ô¶½3êÅÄ3·PÕ=·P¼YÀ ¾-·P³1¸
h(z0)

i
2
.dw ∧ dw ¸1¹<³ D(0, r(z0))

ºÅÄ3´¶³"¸���¹<·
z0
·P¸�À ¹<¼Øà@´¶½3¼YÀ Â<·

éM·Pê8·P¸1ß-¹<·£Â<·
h
û@Ý]½3¼Å¸"½Bº8Õ=´�Â<¹ÅÄ3´0Ä¿·÷ê<½+�<´-Ä¿´-Õ4´¶³"à��<½¿¸"Õ=·

ϕ
º�Ä3Ô0Â<·�¼<¸"½ ÀÉÁ¬Â<·

µ
·�¸1ÀgÈ�´-¼<¸�À Ô¶¼YÀÉ·

¸1¹<³;ÄBÜÞ´-¹Å¾¶·P³�À
ϕ(D(0, r(z0)))

ºÖÁPßYÔ¶Ä¿·� 
h(z0)

û-²�´-¹<³;à8·P¹���¹<·
h(z0)

¸"´-½ À;¸�ÀÉ³"½¿È�À"·PÕ=·P¼YÀ;à8´-¸"½ ÀÉ½ µWº
´-¼£´¶êÅÀÉ½¿·P¼YÀ\Ô¶½¿¼<¸"½�¹<¼<· Â<·�¼<¸"½ ÀÉÁ Ä3½¿¸"¸1·�·�À\¸�ÀÉ³1½3È�À"·PÕ=·P¼YÀAà8´-¸"½ ÀÉ½ ¾-·�¸1¹<³;¹<¼d´-¹Å¾¶·P³�À�û � ¼d·P¼£Â<Á�Â<¹<½ À�º
à/ÔÖ³7Â<·�¸]ÔÖ³"ß-¹<Õ=·P¼YÀ"¸7Â<·Ñ¼/ÔÖÀ"¹<³"·ÌÔ¶Ä¿ß-ÁPê<³1½2��¹<·Öº9��¹Å·

f
·P¸�ÀO¹<¼�·øÓ�·PÕ=à<Ä3·�Â<·÷é&ÔÖÀ"À��P¸ &±È�µ,+ ��é ò -Bº

+ ë?Ô?% - (øû
∗ ∗ ∗

ó7´¶¹<¸4à<Ô¶¸"¸1´-¼<¸=Õ0Ô¶½¿¼YÀÉ·P¼<Ô¶¼YÀ� Ä3Ô�Â<½3Õ=·P¼<¸1½3´-¼{¸1¹<à8ÁP³"½¿·P¹<³1·¶ûGéAÜ ÔÖ¼/Ô¶Ä3´¶ß-¹<·NÂ<·ØÄ Ô�Õ=·P¸1¹<³"·
µ
à8´-¹<³7Ä3·�¸]·P¼ÅÂ<´-Õ=´-³"à��Å½3¸"Õ=·P¸'�<´-Ä¿´-Õ4´¶³"à��<·�¸]Â<·

Pk µ)¹ÅÀgÈ�´-¼<¸�ÀÉ³"¹Å½¿ÀÉ·÷Ô¶¹�Â<Á�ê<¹ÅÀgÂ<·�¸gÔ¶¼<¼ÅÁP·P¸ò.-$- î£à/Ô¶³�ï/´-³"¼/ÔÖ·P¸"¸Wç�è�½¿ê@´¶¼ % & +ÞïAè<ö2-Cº?+ ï;èÅô - (�·�À �7¹<ê<ê<Ô¶³"Â�ç ²
Ô¶à<Ô¶Â<´-à8´-Ä +	�]² -BºF £ÄBÜ Ô¶½¿Â<·gÂ<·�Ä Ô
À��<ÁP´-³1½3·ÑÂ<¹?àÅÄ3¹<³1½3à8´¶ÀÉ·�¼�À"½3·�ÄBû � ¼ È�´-¼<¸1¹<Ä¿À"·P³ÉÔ=ÄBÜ Ô¶³1À"½3È�Ä3·OÂ<· ��·PÂ�µ)´-³"Â�·�ÀOè�Õ4½¿Ä3Ä¿½3· + � è�-�à8´-¹<³�Ä3·
ÈPÔ¶¸OÂ<·�¸OÂ<½+7@ÁP´¶Õ4´-³1à��<½¿¸"Õ=·P¸�à@´-Ä %�¼<´-Õ=½ Ô¶¹�ÓNÂ<·

C2 º�Ô¶½¿¼<¸"½���¹<·£Ä3·ÑÄ3½ ¾�³"·÷ÂÅ·dè�½3ê8´-¼&%
+ è -;à8´-¹<³¹<¼úà/Ô¶¼Å´-³ÉÔ¶Õ4Ô¬Â<¹ú¸"¹<�1·øÀ�û
éAÜ ½¿Â<ÁP· ·�¸1À�Â<· ³"·PÄ¿½3·�³NÄ Ô{Â�%�¼/Ô¶Õ=½2��¹<· Â<·

f
¸"¹<³

Pk Ô�¾¶·PÈâÈP·PÄ¿Ä3·�Â�ÜÞ¹<¼HÂ<·S¸"·P¸ú³"·�Ä3·ø¾-ÁP¸à8´-Ä+%�¼<´¶Õ4½3Ô¶¹�Ó
F
¸1¹<³

Ck+1 º8à/Ô¶³�ÄBÜÞ½3¼YÀ"·P³"Õ=ÁPÂÅ½ Ô¶½¿³"·OÂ<·ÑÄ Ôdà<³1´<�1·PÈøÀÉ½3´¶¼ π : Ck+1 \ {0} → Pk ûéAÜÞ´-ê=�1·�À=µ)´-¼<Â<Ô¶Õ4·�¼YÀ Ô¶Ä ·P¸�À0Ä3Ô µ)´¶¼<È�À"½3´-¼KÂ<·�ñg³"·�·P¼
GF := limn→+∞

1
dn log ‖F n ‖ º\´�3 dÂ<Á�¸"½¿ß-¼<·0Ä¿·4ÂÅ·Pß-³1Á0Â<·4ÄBÜ Ô¶à<à<Ä¿½3È�Ô ÀÉ½3´¶¼�à@´-Ä %�¼<´-Õ=½ Ô¶Ä¿·��<´-Õ=´-ß �P¼Å·

F
û ,�·�À"À"·0µ)´-¼<ÈøÀÉ½¿´-¼E·�¸1À�
 ? !È�´-¼YÀÉ½3¼�¹<·�¸"¹Å³

Ck+1 \{0} ºY·øÀ�½¿¼<Â<¹<½ À\¸"¹<³ Pk ¹<¼0È�´-¹<³"Ô¶¼YÀ�à8´-¸"½ ÀÉ½ µ8µ)·�³"Õ=Á T Â<·7êÅ½3Â<·�ß-³"Á (1, 1)à/ÔÖ³ Ä Ô£³"·�Ä ÔÖÀ"½3´-¼ H
π∗T = ddcGF

&±õ (
,�·�Ä Ô�³"·ø¾�½¿·P¼YÀ  �Â<½3³1·���¹Å·�Ä¿·P¸£à8´¶ÀÉ·�¼�À"½3·�Ä3¸£Ä3´�È�ÔÖ¹�Ó ÂÅ·

T
¸"´-¼YÀ=Â<·ØÄ Ô?µ)´-³1Õ4·

GF ◦ s º;´�3 s·�¸1ÀÑ¹<¼<·=¸"·�È�ÀÉ½¿´-¼SÄ3´�È�Ô¶Ä¿·÷Â<·
π
û�,�·=ÈP´-¹Å³ÉÔ¶¼YÀ�º ��¹<·dÄCÜ ´-¼SÔ¶àÅà@·�Ä3Ä3·÷ÈP´-¹<³"Ô¶¼YÀÑÂ<·�ñg³"·�·P¼�º�¾¶ÁP³1½+�/·

ÄCÜ ½¿Â<·P¼YÀÉ½ ÀÉÁ
f ∗T = d.T

&±´-¼NÂÅ½¿À.��¹�ÜÞ½3Ä@·P¸1À
f
ç ½¿¼�¾ÖÔ¶³1½ Ô¶¼YÀ (øº�·�À ·�¸1À ÈP´6�<´-Õ=´-Ä3´-ß¶¹<·! ¬Ä3ÔÌµ)´-³1Õ4·OÂÅ·

ï/¹<ê<½¿¼<½ çWè�ÀÉ¹ÅÂ�% &±½3Ä�¼�ÜÞ·P¸�À ÂÅ´-¼<È�à/ÔÖ¸;ÀÉ³"½ ¾�½ Ô¶Ä (øû Ç]· à<Ä¿¹<¸PºÖ´-¼£Õ4´¶¼�À"³"·���¹<· ¸1´-¼d¸"¹<àÅà@´-³�À\ÈP´$#B¼<ÈP½¿Â<·
Ô�¾-·�È÷ÄCÜ ·�¼<¸"·�Õ¬ê<Ä3·ÑÂ<·�¸7à8´-½3¼YÀ"¸7´�3úÄ3·�¸7½ ÀÉÁ�³"ÁP·�¸7ÂÅ·

f
¼<·�µ)´-³"Õ=·P¼YÀ�à/Ô¶¸�Ä3´�È�Ô¶Ä¿·PÕ=·P¼YÀ ¹<¼úµ±Ô¶Õ4½¿Ä3Ä¿·

Á���¹Å½3ÈP´¶¼�À"½3¼�¹<·Öû:²\Ä¿¹<¸ à<³1ÁPÈP½¿¸"Á�Õ4·�¼�ÀPº
GF

·�¸1À�à<Ä¿¹<³"½+�/Ô¶³"Õ=´-¼<½+��¹<·7· ÓÅÔ¶È�À"·PÕ=·P¼YÀ 'WÔ¶¹NÂ<·�¸"¸"¹Å¸ )ÑÂ<·
ÄCÜ ·�¼<¸"·�Õ¬ê<Ä3·gÂÅ·Ìï:ÔÖÀ"´-¹ØÂ<·

f
û

éM·P¸&ÀÉ³"Ô�¾ÖÔ¶¹�Ó�Â<·Gï/´-³"¼/ÔÖ·P¸"¸Wç�è�½¿ê@´¶¼ %]·�À�Â<· ��³"½¿·P¼<Â�çWÇ]¹Å¾ÖÔ¶Ä¶´-¼YÀ�ÁøÀ Ô¶êÅÄ3½ ��¹<·GÄBÜ Ô¶¼/Ô¶Ä¿´-ß-¹<·�Â<·\Ä Ô
Õ=·P¸1¹<³"·

µ
·P¼�ÂÅ½3Õ=·P¼<¸1½3´-¼=¸"¹<à8ÁP³1½3·�¹<³"·7·P¸1À�Â<´-¼<¼<Á7à/Ô¶³GÄ ÔÑÕ4·�¸"¹<³1·]Â<·7à<³"´-ê<Ô¶ê<½3Ä¿½¿À"Á ½3¼Y¾ÖÔ¶³"½3Ô¶¼YÀÉ·
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T k = T ∧ · · · ∧ T &)Ä3·OàÅ³"´�Â<¹<½¿À ·P¸�À à<³"½¿¸ Ô¶¹�¸1·P¼<¸ Â<·-��·PÂÅµ)´¶³"Â�ç Ã
Ô?%�Ä3´-³9(øû�,�·�À1ÀÉ·gÕ=·P¸"¹Å³"·¶º���¹Å·
ÄCÜ ´¶¼ú¼Å´¶ÀÉ·�·P¼ÅÈP´-³1·

µ
º�¾-ÁP³1½+�/·ÑÄBÜÞ½3ÂÅ·P¼YÀÉ½ ÀÉÁ

f ∗µ = dk.µ
º<·�À�¸"´¶¼�¸1¹<à<à8´-³1À�·P¸�ÀOÔÖà<à@·�Ä3Ág·�¼<¸"·�Õ¬ê<Ä3·

ÂÅ· �¶¹ÅÄ3½ Ô¬ÂÅ·
f
û

ï/´-³"¼<Ô¶·P¸1¸¬·�À4è�½¿ê@´¶¼ %â´-¼YÀdÕ=´-¼YÀÉ³"ÁÖº
à/ÔÖ³¬Â<·P¸dÔÖ³"ß-¹<Õ=·P¼YÀ"¸¬½3¸1¸"¹<¸£Â<·NÄ3Ô�ÀA�ÅÁP´-³1½3·�Â<¹ à<Ä¿¹�ç
³1½3à8´¶ÀÉ·�¼YÀÉ½3·�ÄBºB��¹<·

µ
·�¸1À£Õ=ÁPÄ3Ô¶¼<ß-·PÔ¶¼YÀÉ·¶º�·�À ��¹�Ü ·�Ä3Ä¿·�³"·*09��À"·�Ä Ô?ÂÅ½3¸1À"³"½¿ê<¹ÅÀÉ½¿´-¼SÂ<·P¸£à<³1ÁP½¿Õ0Ô¶ß¶·P¸

Â�Ü ¹<¼ à8´-½3¼YÀgÂÅ·
Pk &±È�µ & ò ( (7àÅ³"½3¸]·P¼ Â<·$�Å´-³"¸gÂ�ÜÞ¹<¼ ·P¼Å¸"·PÕ÷ê<Ä3·£· ÓÅÈ�·PàÅÀ"½3´-¼Å¼<·PÄ E à<Ä¿¹<³"½¿à@´-Ä3Ô¶½3³1·&)È�µ +ÞïAè<ö -Bº +ÞïAèÅô - (øûB� ³"½3·�¼<ÂS·�À÷Ç]¹Å¾ÖÔ¶Ä\´-¼YÀÑà<³"´-¹�¾-Á¶º�·P¼EÔ¶Â/Ô¶à�À Ô¶¼YÀÑÄ3·�¸ÑÀ"·PÈ0�<¼<½+��¹<·P¸ÌÂ<·0é/%�¹�ç

êÅ½3È0� +Þé/% ò -
Ô¶¹�Ó�Â<½¿Õ4·�¼<¸"½¿´-¼<¸�¸"¹<à8ÁP³1½3·�¹<³"·�¸Pº���¹<· E ·�¸1Àg¹Å¼ ·P¼<¸1·PÕ¬êÅÄ3·£Ô¶Ä¿ß-ÁPêÅ³"½2��¹<·Öº:·�À-��¹<· µ·�¸1À�ÄBÜÞ¹<¼<½+��¹<·OÕ=·P¸"¹Å³"·gÂ�ÜÞ·P¼YÀÉ³1´-à<½¿·OÕ0Ô(ÓÅ½¿Õ0ÔÖÄ3·�Â<¹N¸)%�¸1À��PÕ=·
(Pk, f)

+ ��Çgö -CûÅÆ Ä¿¸ Ô�¾ÖÔ¶½¿·P¼YÀ Ô¶¹Å¸"¸"½
Õ=´-¼YÀÉ³1Á¶º-à<Ô¶³\ÄBÜ Ô¶à<à<³1´�È0�<· àÅÄ3¹<³1½3à8´¶ÀÉ·�¼�À"½ Ô¶Ä¿½3¸�ÀÉ·¶º���¹<· Ä3·�¸A·øÓ�à8´-¸ÉÔ¶¼YÀ"¸ Â<·�é/%YÔÖà@´-¹Å¼<´67NÂ<·

µ
¸"´¶¼�À

Õ=½3¼Å´-³"Á�¸ à/Ô¶³
log d/2

+ ��Ç ò -Cû
�\·P¼Å´-¼<¸�ç ·P¼âÔ¶¹�Ó à<³"´-àÅ³"½3ÁøÀÉÁ�¸gÂ<·£³"Á�ß-¹<Ä ÔÖ³"½¿À"Á¬Â<·

µ
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³1½3·�¹<³"·�¸4à/ÔÖ³"��·P³�ÀÉ·PÄ¿´�´ÖÀd·�À4éM´�·�ê + ��é�ö -Cû:,�·�À"À"·úµ)´¶½3¸Pº
ÄBÜ � %�à8´¶ÀA���P¸"·úà8´-³1À"·ú¼Å´-¼�à<Ô¶¸d¸"¹<³=Ä Ô
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f
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d ≥ 2
D�3!� �  �9�� � �87.�%$�=� ��,�9  ��
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f
 ? $ ���� (1, 1)
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µ
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ó7´¶¹<¸7àÅ³"ÁP¸1·P¼YÀÉ´¶¼<¸g½3È�½�¹Å¼<·÷È�´-¼<¸1À"³"¹<ÈøÀÉ½¿´-¼?Â�ÜÞ·øÓ�·�Õ4à<Ä¿·P¸7Â<·¬é&ÔÖÀ1ÀA�P¸�·P¼?Â<½3Õ=·P¼<¸1½3´-¼

2
º:Â5+Å·

 â»7·�Â/Ô +Þ»Oö - &)·PÄ¿Ä3·N¸"·�ß-ÁP¼ÅÁP³ÉÔÖÄ3½3¸1·Ø·P¼�À"´-¹ÅÀ"·úÂÅ½3Õ=·P¼<¸1½3´-¼!( û\Ò;À Ô¶¼YÀ4Â<´-¼<¼<Áú¹<¼�·øÓ�·PÕ=à<Ä3·ØÂ<·
é&ÔÖÀ1ÀA��¸

f
·P¼ Â<½3Õ=·P¼Å¸"½3´¶¼

1
º�½¿Ä�· Ó�½3¸1À"·£¹<¼<·dÔ¶àÅà<Ä3½¿È�ÔÖÀ"½3´-¼ �<´-Ä3´¶Õ4´-³1à��<·

g : P2 → P2 µ±Ô¶½¿¸ÉÔ¶¼YÀÈ�´-Õ=Õ¬¹ÅÀÉ·�³ Ä3·gÂ<½3Ô¶ß-³"Ô¶Õ4Õ=·]¸1¹<½¿¾ÖÔ¶¼YÀCH

P1 × P1
(f,f) //

Φ
��

P1 × P1

Φ
��

P2
g // P2
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´�3
Φ
Â<ÁP¸1½3ß-¼<·�Ä¿·g³"·�¾.3�À"·PÕ=·P¼YÀ]³"Ô¶Õ=½+�/ÁgÂ<·�Â<·�ß-³"Á

2
H

Φ :
P1 × P1 → P2

([x : y], [x′, y′]) 7→ [xx′ : yy′ : xy′ + yx′]

éAÜÞ·P¼<Â<´¶Õ4´-³1à��<½¿¸"Õ=·
g
·P¸1À0Ô¶Ä¿´-³"¸d¹<¼�·øÓ�·PÕ=à<Ä3·ØÂ<·?é&ÔÖÀ"À��P¸PûGé&Ô ÈPÄ ÔÖ¸"¸"½ �/ÈPÔÖÀÉ½¿´-¼ Â<·P¸4ÈP´-¹<àÅÄ3·P¸

(A2, G)
ºMÈ�´-¼<¸�ÀÉ½¿À"¹<ÁP¸ÑÂ�ÜÞ¹<¼EÀ"´-³"·dÈP´¶Õ4à<Ä¿·øÓ�·=Â<·4ÂÅ½3Õ=·P¼<¸1½3´-¼

2
·øÀ÷Â�Ü ¹<¼âß-³"´¶¹<à@·=Â�Ü Ô¶¹ÅÀ"´-Õ4´¶³�ç

à��Å½3¸"Õ=·P¸¬À"·PÄ¿¸���¹Å·
A2/G

¸1´-½¿Àd½¿¸"´-Õ=´-³1à��<·� 
P2 ºAÔ�Á�ÀÉÁØÁøÀ Ô¶ê<Ä¿½3·�à<Ô¶³���Ô¶¼<·$EÖ´<ºAÃ�´ E�¹<¼/Ô¶ßYÔ·øÀ 6G´-¸)�<½3Â/Ô�+��gÃ 6 -Bû@ó7´-¹Å¸]Ä ÔdÂ<Á�ÈP³"½ ¾-´-¼Å¸O·P¼�ÔÖà<à@·�¼<Â<½¿ÈP· H:·�Ä3Ä3·�¼<·Ñµ±Ô¶½¿À]Ô¶à<à<Ô¶³ÉÔ ;¿ÀÉ³1· ��¹<·ÌÂ<·P¸

¸1½¿ÀÉ¹<ÔÖÀÉ½¿´-¼<¸ ' à<³"´�Â<¹<½ ÀÉ¸ )ÉºÅÈ�´-Õ4Õ=·gÈ¶ÜÞ·P¸�À]Ä¿·gÈ�Ô¶¸ Â/ÔÖ¼<¸ Ä Ô¬ÈP´¶¼<¸1À"³"¹<ÈøÀÉ½3´¶¼�Â<·Ñ»�·PÂ/ÔÅû
ó7´ÖÀÉ´-¼<¸�ÔÖ¹<¸"¸1½ ��¹<·£Ä3·�¸]·øÓ�·�Õ4à<Ä¿·P¸gÂ<·¬é�Ô À"ÀA��¸�Ô¶à<à/ÔÖ³ÉÔ¶½¿¸"¸"·�¼YÀgÂ/Ô¶¼<¸gÄ¿·÷à<³1´-ê<Ä+�PÕ=·÷Â<·�¸g·P¼�ç

Â<´¶Õ4´-³1à��<½¿¸"Õ=·P¸��<´¶Ä3´-Õ=´-³"à��<·P¸ à8·P³1Õ¬¹ÅÀ ÔÖê<Ä3·�¸Pº<ÁøÀÉ¹<Â<½¿Á�à/Ô¶³ Ç]½¿¼���·øÀ7è�½3ê8´-¼&% +ÞÇgè -Cû

� � A �(��
 D���� ��
�� >'B 
�� 
�����
 �����4>(	��B� � D���� D�
�� A �3�/
 ���1
B	�A �3�

ó7´¶¹<¸¬´-êÅÀ"·P¼<´¶¼<¸¬Ä Ô�È�Ô¶³"Ô¶È�À"ÁP³"½¿¸ÉÔÖÀ"½3´-¼â¸"¹<½ ¾ÖÔ¶¼YÀÉ·0ÂÅ·P¸£·øÓ�·�Õ4à<Ä¿·P¸¬ÂÅ·Né&ÔÖÀ"À��P¸Pº���¹<½�ß-Á�¼<ÁP³"Ô ç
Ä¿½3¸"· Ô¶¹�Ó*ÂÅ½3Õ=·P¼<¸1½3´-¼<¸4à<Ä3¹Å¸Nß-³ÉÔ¶¼ÅÂ<·P¸���¹<· ¹<¼ ÄBÜÞÁ$��¹<½ ¾ÖÔ¶Ä3·�¼<ÈP·

3 ⇐⇒ 4
Â<¹*ÀA�<Á�´-³���Õ4·�ÂÅ·

éM·PÂÅ³ÉÔ¶à<àÅ½3·P³Wç)��Â<¹Å¼<½2E�H
����� °:­��-�â« * H 32� � $

f
� �  �� =�� # � � 
 !�� ? #  !������ # � � 
 !% =� Pk =� =� �.�9�

d
 �$
µ ? 7#  ? ���9 �=�@  ��%$ �H��
0�  # 7BA � # 7C�  ED F? ? 
0����
0��� ��$ � ?I? ���<J�7.�%$  ?K? � �%$,� �����<J�7C�  ��%$  ?�L

�E*&1���F27 #  ? ���  µ  ? $�7�
 ? ��� � #  ��%$�9�� �%$ � �%�% 
&7.� �87;
 
�� ��$#� � 7 #  ? ���9 �=� KF  

� ? �.�! ED
�H% 1���F27 #  ? ���  µ � @  ? $G
&7 ? ? � ���.�-� � %��9 �
&7.� �87;
 
�� ��$ � � 7 #  ? ���9 �=� IF  

� ? �.�% ED
��� 1���F
@  �� =�� # � � 
 !�� ? #  f  ? $ ���  8A  # 
 �  �=� IF27.$�$�% ? D

,�·OÀA�ÅÁP´-³)�PÕ=·O·P¼YÀÉ³"Ô ; ¼Å·O¹<¼<·gÈPÔ¶³ÉÔ¶ÈøÀÉÁ�³"½3¸"ÔÖÀÉ½¿´-¼0ÂÅ·P¸ ·øÓ�·�Õ4à<Ä¿·P¸ Â<·Oé�Ô À"ÀA��¸ ·P¼�À"·P³"Õ=·OÂ�ÜÞ·øÓ�ç
à8´-¸ÉÔÖ¼�À"¸ Â<·Ñé %-Ô¶à8´-¹<¼<´67EH
ËÌ°:­(°@¯±¯)Î/ä±­(« H F? ? 
0����
0��� ��$ � ? =.��$�!%��� � % #  � ? � �%$=� ��� �<J�7C�  ��%$  ? � L
�8021���F  ?  8A 
�� ? 7.�%$ ? =� IF�� 7;
�� ��� ��� =� 

µ ? � �%$,� � 7.� A � log d/2
D

,�·0È�´-³"´¶Ä3Ä ÔÖ½3³"·÷¸PÜÞ´-êÅÀÉ½¿·P¼YÀ¬·�¼ Õ=´-¼YÀÉ³ÉÔÖ¼�ÀÑÄCÜ ½¿Õ4à<Ä¿½3ÈPÔÖÀÉ½¿´-¼
(4) ⇒ (1)

û&Æ ÄG¸PÜ Ô¶ß-½ ÀÌÂ�Ü Ô¶Â<Ô¶àÅÀÉ·�³
Ä3Ô?Â<ÁPÕ=´-¼<¸�ÀÉ³"ÔÖÀÉ½¿´-¼EÂ<·�é&·�Â<³ÉÔÖà<à<½3·�³'& +ÞéM· ò -Cº,+ÞéM·�ö - (Ì·�¼{Â<½3Õ=·P¼<¸1½3´-¼E¸"¹<à8ÁP³1½3·P¹Å³"· &5¾-´-½¿³¬Ô¶¹<¸1¸"½
+ /
� - ( û�éAÜÞ½3Â<Á�·4È�´-¼<¸1½3¸1À"·  ØÀÉ³ÉÔ�¾ÖÔ¶½¿Ä3Ä3·�³OÂ/Ô¶¼Å¸÷ÄBÜÞ·øÓ�À"·P¼<¸1½3´-¼â¼/ÔÖÀÉ¹Å³"·PÄ¿Ä3·

(P̂k, f̂ , µ̂)
&±È�µ�Ä ÔØà/Ô¶³1À"½3·

ò û ò û ô (g·�À  �½3ÂÅ·P¼YÀÉ½ �/·P³ÑÄ3·�¸ÌÕ=·P¸1¹<³"·�¸÷Â<·4à<³"´-ê<Ô¶ê<½3Ä¿½¿À"Á£ÈP´-¼<ÂÅ½¿ÀÉ½¿´-¼<¼<·�Ä3Ä¿·¬Â<·
µ̂
³"·�Ä ÔÖÀ"½¿¾¶·PÕ=·P¼YÀ  

¹<¼Å· à/Ô¶³1À"½¿À"½3´-¼¬Õ=·P¸1¹<³ÉÔÖê<Ä3·�³1Á�Ô¶Ä¿½3¸"Ô¶¼YÀAÄBÜÞ·P¼YÀÉ³1´-à<½¿· &±Èøµ +ÞéM· ò -CºY²A³"´-à�û ôÅû ö ( û � ¼d¹ÅÀÉ½¿Ä3½3¸1·� OÈ�·�ÀG·�7@·�À
ÄCÜ Á�ßYÔ¶Ä3½ ÀÉÁ�Â<Ô¶¼<¸GÄ ÔOµ)´-³"Õ÷¹<Ä3· Â<·]ë?Ô¶³1ß-¹<Ä¿½3¸�ç Ð�¹Å·PÄ3Ä¿· &)½3¸"¸1¹<·�Â<·�&)ù ( (;·øÀ ÄCÜ ½¿¼<ÁPß-Ô¶Ä3½ ÀÉÁ�ÂÅ·-�¶·�¼<¸"·�¼ &±Èøµ
+ÞéM· ò -Cº:²A³"´-à�û ôÅû õ (øû � ¼ú·øÓ>�<½¿ê@·ÑÔ¶½¿¼<¸"½�¹<¼<·�Â<·P¼Å¸"½¿À"Á�·øÓ�à<Ä3½¿ÈP½ ÀÉ·Oà8´-¹<³ Ä Ô¬Õ=·P¸1¹<³"·

µ
û

éM·P¸ Ô¶³1ß-¹<Õ=·P¼YÀÉ¸ Â<Á�¾¶·PÄ¿´-à<à8ÁP¸ à/Ô¶³�é&·�Â<³ÉÔÖà<à<½3·�³�¸1´-¼YÀ ·øÓÅÔ¶ÈøÀÉ·PÕ=·P¼YÀ Ä¿·P¸�Õ43PÕ=·P¸�·P¼NÂ<½¿Õ4·�¼�ç
¸1½3´-¼=à<Ä3¹Å¸ ß-³"Ô¶¼<Â<· ��¹<·]¹Å¼�º�·øÓ�ÈP·�àÅÀÉÁ7à@´-¹Å³ Ä¿·�Ä¿·PÕ=Õ4·�ö�Â<· + éM·�ö2-Bº ��¹<½:¼<ÁPÈ�·P¸1¸"½¿À"·OÄBÜÞ¹ÅÀ"½3Ä3½¿¸ÉÔÖÀ"½3´-¼
Â<·úÄBÜÞ½3¼ÅÁPßYÔ¶Ä¿½¿À"Á�Â<· éM´<�"ÔÖ¸"½3·8D ½3È65 &)È�µ +ÞéM´.-!,
�/Ô¶à�ûÞù<º � 1 ( ûGó7´¶À"´-¼<¸���¹Å·?ÈP·øÀ"À"·�ÀÉ·�È0�<¼<½+��¹Å·?Â<·
Â<Á�Õ4´¶¼<¸1À"³ÉÔÖÀ"½3´-¼4³"·P¸�ÀÉ·7·P¼<È�´-³"·]¾ÖÔ¶Ä3Ô¶ê<Ä¿·�à8´-¹<³ Â<·P¸ Õ4·�¸"¹<³1·P¸�½¿¼Y¾¶ÔÖ³"½ ÔÖ¼�À"·P¸ &CÔ¶¹�ÀÉ³"·�¸���¹<·

µ
(G³"ÁPÔ ç

Ä¿½3¸ÉÔÖ¼�ÀdÄCÜ Á�ßYÔ¶Ä¿½¿ÀÉÁ4Â/Ô¶¼<¸=Ä Ô µ)´-³1Õ¬¹<Ä¿·�Â<·?ë?Ô¶³"ß¶¹<Ä3½¿¸�çWÐ ¹<·�Ä3Ä3·Öû
ÒAÄ¿Ä3·N·P¸�À0Õ4Ô¶½¿¼�À"·P¼/ÔÖ¼�ÀdÈ�Ä Ô¶¸1¸"½+��¹Å·¶û
� ¼ Ä3Ô4³"·øÀÉ³1´-¹Å¾-·£à<Ô¶³]· ÓÅ·�Õ4àÅÄ3·÷Â<Ô¶¼<¸OÄ¿·÷È�ÔÖÂ<³"·ÌÂ<·P¸OÂÅ½+7@ÁP´-Õ=´-³"à��<½3¸1Õ4·�¸�& + é�6 -Cº�+ÞéM·�ô - (øº�Ô¶½3¼<¸1½
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��¹<·NÂ<Ô¶¼<¸¬Ä3Ô�à<³1·P¹Å¾¶·úÂÅ·�ÄBÜÞ¹<¼<½¿ÈP½¿À"Á4ÂÅ·�Ä ÔúÕ4·�¸"¹<³1·�Â�ÜÞ·P¼YÀÉ³1´-à<½3·0Õ0Ô Ó�½¿Õ0Ô¶Ä¿·dà@´-¹Å³÷¹<¼{Â<½ 7�Á�´Öç
Õ=´-³1à��<½3¸1Õ4·7à@´¶Ä+%�¼<´-Õ=½ Ô¶Ä/ÂÅ·

C2 ºÅÂ5+<·- ��·PÂ�µ)´-³"Â�ºÅé/%�¹Åê<½3È0�Ø·�À è�Õ4½¿Ä3Ä¿½3· & + ��é�è -Cº�Ã.��û ôÅû ò ( ºÅ·�Àà8´-¹<³ ¹<¼NÔ¶¹�ÀÉ´-Õ=´-³"à��<½3¸1Õ4· Â�ÜÞ¹<¼<·O¸1¹<³1µ±ÔÖÈP·K��ô÷à<³1´<�1·PÈøÀÉ½ ¾-·¶º�Â5+<·! �,�Ô¶¼YÀ ÔÖÀ & + ,�Ô -Cº�Ã.��û 1 û ö�û ò (øû
Ð ·�¾-·�¼<´-¼<¸÷Ô¶¹âÀ��<ÁP´¶³��PÕ=· ò û&éAÜ Á���¹Å½¿¾ÖÔ¶Ä3·�¼<ÈP·

(1) ⇐⇒ (2)
³1ÁP¸"¹ÅÄ¿ÀÉ·4Â<·=ÄBÜÞ½3¼Y¾ÖÔ¶³"½3Ô¶¼<ÈP·£ÂÅ·P¸

Õ=·P¸1¹<³"·�¸]Â<·�Ä3ÔdÂÅÁPÈP´¶Õ4à8´-¸"½ ÀÉ½¿´-¼ØÂ<·Ñé&·�ê@·�¸"ß-¹Å·
µ = µabs + µsing

º/·�À7Â<·�ÄBÜÞ·øÓ�À"³"ÁPÕ4Ô¶Ä¿½¿ÀÉÁ]Â<·
µ·�¼úÀÉÔ¶¼YÀ ��¹Å·ÌÕ=·P¸1¹<³"·�·P³1ß-´�Â<½2��¹<·Öû

éAÜ ½¿Õ4àÅÄ3½3ÈPÔÖÀÉ½¿´-¼
(1) =⇒ (3)

µ±Ô¶½¿À ÄCÜ ´-ê �1·�À�Â<¹?È0�<Ô¶à<½¿À"³"·
1
û8ó7´¶¹<¸7ÄCÜ ´¶êÅÀÉ½¿·P¼<Â<³1´-¼<¸ ·P¼�Õ4´¶¼�ç

À"³ÉÔ¶¼YÀ\ÄCÜ ½¿Õ4à<Ä¿½3ÈPÔÖÀÉ½¿´-¼ &
?
(�¸"¹<½ ¾¶ÔÖ¼�À"·¶º ��¹<½Åà@·�³"Õ=·�À\Â<· ¸1· ³ÉÔ¶Õ=·P¼<·�³\Ô¶¹¬ÀA�ÅÁP´-³)�PÕ=· Â<·���·P³�ÀÉ·�Ä3´�´¶À1ç

éM´�·Pê*H

µ = T k � m
¸"¹<³�¹<¼N´-¹Å¾¶·P³1À

Ω
º
µ(Ω) > 0 =⇒ T

·P¸�À Ä3½¿¸"¸1·]·�À�Â<Á��/¼Å½�à8´-¸"½ ÀÉ½¿µ�¸"¹<³
Ω

&
?
(

&
m
Â<Á�¸"½3ß¶¼<·ØÄ Ô�Õ4·�¸"¹<³1·�ÂÅ·?éM·Pê8·P¸1ß-¹<·ú¸"¹<³

Ω
( û\ó7´-¹<¸=¼<´-¹Å¸4¸1´-Õ4Õ=·P¸£à8´-¹<³dÈ�·PÄ Ô ½3¼Å¸"à<½¿³"ÁP¸

ÂÅ·�ÄBÜ Ô¶à<à<³1´�È0�Å·�Â<·Øë?Ô?%¶·P³'+ ë?Ô?% - Â<ÁPÈ�³"½ ÀÉ·�à<³1ÁPÈ�ÁPÂ<·�Õ4Õ=·P¼YÀ�º
³"·Pà8´-¸"Ô¶¼YÀ£¸"¹<³÷¹<¼{à<³"´�ÈPÁ�Â<Á�Â<·
³1·P¼<´¶³"Õ4Ô¶Ä3½¿¸ÉÔÖÀ"½3´-¼�û�è�½¿ß-¼/Ô¶Ä¿´-¼<¸�Â�Ü ·�Õ¬ê<Ä3Á�· ��¹<·�Ä3·P¸ ½¿Â<ÁP·�¸ Â<Á�¾¶·PÄ3´¶à<à@Á�·P¸�Â/Ô¶¼<¸ È�·gÈ�Ô¶Â<³1·�¼<·�¸"¹Åµ ç
�<¸"·P¼YÀÌà<Ä3¹Å¸g·P¼SÂ<½3Õ=·P¼<¸1½3´-¼�¸1¹<à8ÁP³"½¿·P¹<³1·¶û�ÒA¼â·87�·øÀ�ºM¹<¼Å·dµ)´¶½3¸OÕ=½3¸gÔÖ¹âà8´-½3¼YÀg¹Å¼âà<³1´�È�ÁPÂ<ÁdÂ<·
³1·P¼<´¶³"Õ4Ô¶Ä3½¿¸ÉÔÖÀ"½3´-¼�º�½¿Ä�µ±Ô¶¹ÅÀ ·�¼<¸"¹<½ ÀÉ·gà8´-¹Å¾¶´-½3³ ³1·P¼<´-³1Õ0ÔÖÄ3½3¸1·P³ Ä3·gÈP´¶¹<³ÉÔ¶¼YÀ

T
º���¹<½M¼�ÜÞ·P¸�À7à<Ô¶¸ ¼<Áøç

È�·P¸1¸ÉÔ¶½¿³"·PÕ=·P¼YÀ7¹<¼<·
(1, 1)

µ)´¶³"Õ=·OÂ<½+7@ÁP³1·P¼YÀÉ½¿·PÄ¿Ä3·  £ÈP´�·1%=È�½3·P¼YÀ"¸
L1 û

éM· à<³"´�ÈPÁ�Â<Á Â<·7³1·P¼<´¶³"Õ4Ô¶Ä3½¿¸ÉÔÖÀ"½3´-¼Ì·P¸1À Ä3· ¸1¹<½¿¾ÖÔ¶¼YÀPû�é\Ü Ô¶à<àÅÄ3½3ÈPÔÖÀÉ½¿´-¼
τx : Ck → Pk �<ß-¹<³ÉÔÖ¼�ÀÂ<Ô¶¼<¸]ÄCÜ Á�¼<´-¼<È�ÁÌ·�¸1À7¹<¼<·ÑÈ�Ô¶³�ÀÉ· �<´-Ä¿´-Õ4´¶³"à��<·gÂÅ·

Pk ¾-Á�³"½+�/Ô¶¼YÀ τx(0) = x
&±È�µ;Ä Ô£à/Ô¶³�ÀÉ½3· ò û ò ûÞù

à8´-¹<³ ¸"ÔdÂÅÁ��/¼<½ ÀÉ½¿´-¼!(øû
�Ñ­(°/ A°��Pä)®(ä)°8å *�H 32� � $

f
���  �� =�� # � � 
 !�� ? #  
=� Pk  �$ µ ? 7 #  ? ���9 �=�@  ��%$ �H��
0�  # 7BA � "# 7C�  EDI32� �  ��%$ λ1 ≤ · · · ≤ λk

�  ?  8A 
�� ? 7.�%$ ? =� 
µ
�  �$

Ω
��� � ��J. ���$ =� 

Pk J.����� � 7.�%$
µ(Ω) > 0

D 3!�
λk < 2λ1

� 7C��� � ? � �<�  8A � ? $  L(Ω) ⊂ Ω
=� 
µ
" #  ? ���9 � � �*�%���<�  �J.����� � 7.�%$ L
�� ��� $ � ��$

x ∈ L(Ω)
� �<�� 8A � ? $  (nj(x))j∈N

 �$
ν(x) > 0

$  ;� ? ���! ��  ? 7;
 
 � �:9 7.$��:� � ?�L

ϕnj
:

B(0, ν(x)) −→ Pk

u 7−→ fnj ◦ τx ◦
(
d0f

nj
x

)−1
(u)

? � �  ��%$�� �
	) �9�$ �<J. ?  �$ 9�� ��J. �� �� ��%$���� 9 7C�  #  ��%$����%� 5B� � # � #  ��%$ ? � � B(0, ν(x))
J. �� ? ���� 
7;
0"
 � �:9 7.$��:� � !������ # � � 
 !% � �
	) �9�$��<J. ϕ D��  �
 � � ? � ϕnj

(0) ∈ Ω

�� � � $�� � $  ��%$ �  ��

j
D

é&Ô0Â<Á�Õ4´-¼Å¸1ÀÉ³"ÔÖÀÉ½¿´-¼?·�¸1À�ê/ÔÖ¸"ÁP·£¸1¹<³O¹<¼Å·¬ÈP´-Õ=à/Ô¶³"Ô¶½3¸1´-¼?·�¼YÀÉ³"·£Ä¿·P¸7ê<³ÉÔ¶¼ÅÈ0�<·P¸�½3¼Y¾¶·P³"¸1·P¸gÂ<·
fn ·�À�Ä¿·P¹<³1¸OÂ<½ 7�Á�³"·P¼YÀ"½3·PÄ¿Ä3·�¸Pû@é�Ô�¸1½¿À"¹/ÔÖÀÉ½¿´-¼ ¼�ÜÞÁ�ÀÉÔ¶¼YÀ�à<Ä3¹Å¸OÈP´-¼�µ)´-³"Õ=·¬ÈP´¶Õ4Õ=·÷·�¼SÂÅ½3Õ=·P¼<¸1½3´-¼
1
º@¼Å´-¹<¸]¼Å·Ìà8´-¹Å¾¶´-¼<¸Oà<Ä¿¹<¸�¹ÅÀÉ½¿Ä3½3¸1·P³ Ä3·gÀ��<ÁP´-³)�PÕ=·÷Â<· �7´�·Pê8·¶û8éAÜ �&%�à8´¶ÀA����¸"·

λk < 2λ1

¼<´-¹<¸
à8·P³1Õ4·øÀ ½3È�½�Â<·7ÀÉ³ÉÔ�¾ÖÔ¶½¿Ä3Ä3·�³\Â/Ô¶¼<¸ ¹<¼NÈPÔ¶Â<³1·g³"·PÄ3ÔÖÀÉ½ ¾-·�Õ4·�¼�À�à<³"´�È0�<·gÂ<¹NÈPÔ¶¸ ÈP´¶¼Åµ)´-³"Õ=·¶û�ó7´ÖÀÉ´-¼<¸
��¹<·ÑÄBÜÞ½3¼Y¾ÖÔ¶³1½ Ô¶¼<È�·OÂ<·

µ
½3¼YÀÉ·�³1¾�½3·�¼YÀ à@´-¹Å³�àÅ³"´�Â<¹<½3³1·g¹<¼ØÁP¼<´¶¼<ÈPÁ�'W·�¼úÀ"·PÕ=à<¸ à@´¶¸"½¿À"½¿µ ) û

²�´¶¹<³1¾�¹ ��¹<·�Ä3·�¸¬ÈP´�·1%=È�½3·P¼YÀ"¸£Â<·
T
¸"´-½¿·P¼YÀ£Â<·�¸¬µ)´-¼<ÈøÀÉ½3´¶¼<¸

L1 º
ÄCÜ ½¿Â<·P¼YÀ"½¿ÀÉÁ f ∗T = d.Tà8·P³1Õ4·øÀ�ÂÅ·7¾-´¶½3³Pº= ÷ÄCÜ ½¿¼<¸1ÀÉÔ¶³AÂ<·7ÈP·!��¹<½@¸"·7à/Ô¶¸"¸"Ô¶½¿À ·P¼0Â<½3Õ=·P¼<¸1½3´-¼
1
º ��¹<·7ÄBÜÞ½3¼Y¾-·�³"¸"·7Â<·P¸�Â<½+7@Áøç

³1·P¼YÀÉ½¿·PÄ¿Ä3·P¸
dxf

n à@·�¹Å¾-·�¼YÀ 3�ÀÉ³1·�³1·PÕ=à<Ä Ô¶È�ÁP·�¸
à/Ô¶³�Â<·P¸��<´-Õ=´¶ÀA�<ÁøÀÉ½¿·P¸�Â<·�³ÉÔÖà<à@´¶³1À d−n/2 Â/Ô¶¼Å¸;Ä ÔàÅ³"´-à8´-¸"½ ÀÉ½¿´-¼
1
û�Æ Ä@·P¸1À Ô¶Ä3´-³1¸�à8´-¸"¸1½3ê<Ä¿·]Â<·]³"·P¼Å´-³"Õ4Ô¶Ä3½¿¸"·�³GÄ¿·]È�´-¹<³ÉÔÖ¼�À

T
H�´-¼�Õ=´-¼YÀÉ³1·¶ºÅÈ�´-Õ=Õ4·
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·�¼4Â<½¿Õ4·�¼<¸"½¿´-¼
1
º&��¹�ÜÞ½3ÄÅ·P¸1À Ä3½¿¸"¸1· ·�ÀGÂ<Á��<¼<½/à@´¶¸"½¿À"½¿µ8¸"¹Å³G¹Å¼4´-¹�¾-·P³�À�ÂÅ·

Pk û-é\ÜÞ·P¼ÅÂ<´-Õ=´-³"à��Å½3¸"Õ=·
f
·P¸�ÀOÔÖÄ3´-³1¸�¹<¼ú·øÓ�·PÕ=à<Ä3·gÂÅ·÷é&ÔÖÀ1ÀA��¸Pº<Â�Ü Ô¶à<³)�P¸�Ä3·OÀ��<ÁP´-³)�PÕ=·�Â<· ��·P³�ÀÉ·PÄ¿´�´ÖÀ1çWéM´�·Pê + ��é�ö -Cû
éM´-³"¸)��¹<·�ÄBÜ � %�à8´¶ÀA���P¸"·ÑÂ<·g³1ÁPß-¹<Ä3Ô¶³"½ ÀÉÁ7à@´-³�ÀÉ·g¸1¹<³

µ
º<½3Ä@¼�ÜÞ·P¸1À�à<Ä¿¹<¸ Á�¾�½¿Â<·P¼YÀ�Â<·g³"·�Õ4àÅÄ Ô¶È�·P³

Ä¿·P¸ÑÂ<½+7@ÁP³1·P¼YÀÉ½¿·PÄ3Ä¿·P¸gà/ÔÖ³ÑÂÅ·P¸ �Å´-Õ4´ÖÀA�<ÁøÀÉ½3·�¸�Â/Ô¶¼<¸ÑÄ ÔØà<³"´¶à@´-¸1½¿À"½3´-¼
1
û&ó�´-¹<¸1%Sà/Ô¶³1¾¶·P¼<´¶¼<¸÷·�¼

Õ=´-¼YÀÉ³"Ô¶¼YÀ ��¹<·=Ä3·¬¾¶´-Ä3¹ÅÕ4·d·�ÀÑÄ¿·=ÂÅ½ Ô¶Õ���À"³"·£Â<·�¸Ì·�Ä3Ä3½¿à<¸"´�# Â<·�¸
(dxf

n)−1 (B)
&±´�3

B
Â<ÁP¸1½3ß-¼<·

Ä3Ô�ê@´-¹ÅÄ3·¬¹<¼Å½¿ÀÉÁ)(øº�¸1´-¼YÀ�³"·�¸"à8·PÈ�À"½¿¾¶·PÕ=·P¼YÀ÷Á���¹<½¿¾ÖÔ¶Ä¿·P¼YÀÉ¸1 
d−kn ·øÀ d−n/2 &±¼<´¶¹<¸g³"·ø¾�½¿·P¼<ÂÅ³"´-¼<¸à<Ä¿¹<¸�Ä¿´-½3¼=¸"¹<³ È�·P¸ Ô¶¸1¸"·�³1ÀÉ½¿´-¼<¸9(øû<ó�´-¹<¸�´¶êÅÀÉ·�¼<´-¼<¸ ÔÖÄ3´-³1¸�Ä3·7à<³"½¿¼<ÈP½¿à@·7Â<·O³1·P¼<´-³1Õ0ÔÖÄ3½3¸"ÔÖÀÉ½¿´-¼dà/Ô¶³

Â<·�¸'�Å´-Õ4´ÖÀA�<ÁøÀÉ½3·�¸�¸"¹Å½¿¾ÖÔ¶¼YÀCH
�Ñ­(°  A° ��ä5®(ä)°8å %
H 32� � $

f
� �  �� =�� # � � 
 !�� ? #  
=� Pk =� =� �.� �

d
 �$
µ ? 7 #  ? ���9 =�@  ��%"$��H��
0�  # 7BA � # 7C�  ED+32� �  ��%$ Ω

��� � ��J. ���$>=� 
Pk ? ��� �  ���% ;� µ  ? $ 7�
 ? ��� � #  ��%$�9�� �%$�� �%�! 
&7.� �87;
 
�� ��$ � � 7 #  ? ���9 =� >F  

� ? �.�% ��+7CJ. �9 µ(Ω) > 0

D � ��� � ? �=�<�  8A � ? $  L(Ω) ⊂ Ω
=� 

µ
" #  ? ���9 � � �*�%���<�  J.����� � 7.�%$ L 
�� ��� $�� ��$ x ∈ L(Ω)

�F�<�  8A � ? $  (nj(x))j∈N

 �$
ν(x) > 0$  ;� ? ���! ��  ? 7;
 
 � �:9 7.$ �:� � ?
L

Ψnj
:

B(0, ν(x)) −→ Pk

u 7−→ fnj ◦ τx ◦ Λnj
(u)

���
Λn := d−n/2. � = Ck

� ? � �  ��%$ � �
	) �9�$��<J. ?  �$ 9�� ��J. �� �� ��%$I��� 9 7C�  #  ��%$ � �%� 5B� � # � #  ��%$ ? ���
B(0, ν(x))

J. �� ? ���� �7;
 
 � �:9 7.$ �:� � !������ # � ��
 !% � �
	) �9�$ �<J. Ψ
D��  �
 � � ? � Ψnj

(0) ∈ Ω
D

,�·¬à<³1´�È�ÁPÂ<ÁÌ¼<´-¹<¸]à@·�³"Õ=·�À7Â�Ü ÁøÀ Ô¶êÅÄ3½3³ ÄCÜ ½¿Õ4à<Ä¿½3ÈPÔÖÀÉ½¿´-¼ &
?
(øû@²�´-¹Å³]ÈP·�Ä ÔÅº:½¿Ä�¸1·PÕ¬êÅÄ3·÷¼<ÔÖÀÉ¹<³1·PÄ

Â<·g¾¶´-¹<Ä3´¶½3³ ³"·�ÈP´-¼Å¸1ÀÉ½ ÀÉ¹<·�³
µ
 dÄBÜ Ô¶½¿Â<·OÂ<·�¸7È�´-¹<³ÉÔÖ¼�À"¸

Tabs
·�À
Tsing

&±ÂÅ·ÑÄ3Ô£Â<ÁPÈ�´-Õ4à8´-¸1½¿ÀÉ½¿´-¼NÂ<·
éM·Pê8·P¸1ß-¹<·ÑÂ<·

T
(�¸"´-¹<¸ Ä3Ô£µ)´¶³"Õ=·�H

µ = (Tabs + Tsing)
k =

k∑

j=0

Cj
k T

j
sing ∧ T k−j

abs

& 1 (

,�·�à@·�¼<Â/Ô¶¼YÀ�ºG¹<¼KÀÉ·PÄ ÂÅÁ�¾-·�Ä3´-àÅà@·�Õ4·�¼�À0¼�ÜÞ·øÓ�½3¸�ÀÉ·úà/Ô¶¸dÀÉ´-¹<�1´¶¹<³"¸�ºAÈ�Ô¶³
Tabs

·�À
Tsing

¼<·ú¸"´-¼YÀ
à/ÔÖ¸4¼<Á�ÈP·�¸"¸ÉÔÖ½3³"·�Õ4·�¼YÀ0µ)·P³1Õ4Á�¸Pº: âà8´¶À"·P¼YÀÉ½¿·PÄ Ä3´�È�Ô¶Ä¿·PÕ=·P¼YÀdê8´-³"¼<ÁÖûGé&·úÈP´¶¼�À"·øÓ�ÀÉ·�Â�%�¼/Ô¶Õ=½2��¹<·
Ô¶àÅà@´-³�ÀÉ· Ä Ô ¸1´-Ä3¹�ÀÉ½3´¶¼�û ÒA¼ ·87�·øÀ�º ¹<¼<·�µ)´-½¿¸ 'W³1·P¼<´-³1Õ0ÔÖÄ3½3¸1Á*)Éº Ä¿·�ÈP´-¹<³"Ô¶¼YÀ

f
" � ��J�7.��� 7.�%$

TabsÂ<·ø¾�½3·P¼YÀ7¹<¼<·
(1, 1)

µ)´¶³"Õ=·gà@´-¸1½¿À"½¿¾-·
H

 dÈP´�·1%=ÈP½¿·P¼YÀÉ¸�ÈP´¶¼<¸1ÀÉÔ¶¼YÀÉ¸Pû:Ý7½3¼<¸1½BºÅÄ¿·P¸ ÈP´¶¹<³ÉÔ¶¼YÀ"¸
Tabs·øÀ

Tsing = T−Tabs

¸"´-¼YÀ;µ)·�³"Õ=ÁP¸�·�À;à8´-¸1¸��PÂÅ·P¼YÀ\Â<·P¸
à@´¶À"·P¼YÀÉ½¿·PÄ¿¸�È�´-¼YÀÉ½3¼�¹<¸
¸"¹<³
Ω
û � ¼¬Â<½¿¸"à8´-¸"·

Â<´¶¼<È�Â<·�ÄBÜÞÁPßYÔ¶Ä¿½¿À"Á & 1 (øû
²�´¶¹<³ ÀÉ·P³1Õ4½¿¼<·P³ Ä3Ô¬Â<ÁPÕ=´-¼<¸�ÀÉ³"ÔÖÀÉ½¿´-¼NÂ<· &

?
(øº<½¿Ä�³"·�¸1ÀÉ·�·�¸"¸"·�¼YÀÉ½3·�Ä3Ä¿·PÕ=·P¼YÀ' dÕ=´-¼YÀÉ³1·P³.��¹<·�Ä Ô

µ)´-³1Õ4·
H
·P¸�À�¼Å´-¼0Â<Á�ß-ÁP¼ÅÁP³"Á�·¶û�Ý È�·�À ·�7@·�ÀPº�´¶¼4à<³1´-¹Å¾¶·¶º> ÑÄCÜ Ô¶½¿Â<· Â<¹=à<³"´�ÈPÁ�Â<Á]ÂÅ·�³1·P¼<´¶³"Õ4Ô¶Ä3½Ùç

¸"ÔÖÀÉ½¿´-¼÷à/ÔÖ³
Â<·�¸ �<´-Õ=´¶ÀA�ÅÁ�ÀÉ½¿·P¸�º ��¹<·�Ä¿´-³"¸)��¹<·�Ä¿·�¸"¹Åà<à@´¶³1À;Â�Ü ¹<¼£È�´-¹<³"Ô¶¼YÀ
f
" � ��J�7.��� 7.�%$MÈP´¶¼�À"½3·�¼�À

ê8·�Ô¶¹ÅÈP´-¹<àEÂ<·0à8´-½3¼YÀ"¸Ì´�3âÄBÜÞ´-¼Eà8·P¹�À÷³1·P¼<´-³1Õ0ÔÖÄ3½3¸1·P³ &±½Cû ·Öû&Ä3´-³1¸���¹<·
µ
È0�/Ô¶³1ß-·0¸1´-¼ ¸1¹<à<à8´-³1À (øº

È�·OÈP´-¹Å³ÉÔ¶¼YÀ à8´-¸"¸)�PÂ<·g¹<¼Å·Oà/Ô¶³�ÀÉ½3·]Ô¶ê<¸1´-Ä3¹<Õ=·P¼YÀ È�´-¼YÀÉ½¿¼�¹Å·O¼<´-¼�À"³"½¿¾�½3Ô¶Ä3·Öû�è�½�Ä3ÔÌµ)´-³"Õ=·
H
Á�À ÔÖ½¿À

Â<Á�ß-ÁP¼ÅÁP³"Á�·¶º�Ä3Ô=µ)´-³1Õ¬¹<Ä¿· & 1 (�·�¼YÀÉ³ÉÔ<; ¼<·�³ÉÔ¶½ À!��¹<·
µ
È0�/Ô¶³1ß-·¬Ä3·Ñ¸"¹Åà<à@´¶³1ÀgÂ<¹?ÈP´-¹<³"Ô¶¼YÀO¸1½3¼<ß-¹ÅÄ3½3·�³

Tsing

û;éM·�³1ÁP¸"¹ÅÄ¿À Ô À¬à<³1ÁPÈPÁ�Â<·P¼YÀdµ)´-¹<³1¼<½¿À¬Ô¶Ä3´¶³"¸÷¹Å¼<·NÈP´-¼YÀ"³ÉÔ¶Â<½¿È�À"½3´-¼�û�é&Ô?µ)´-³1Õ4·
H
·P¸�ÀdÂ<´-¼<È

Â<Á8�/¼<½¿·Ñà8´-¸1½¿ÀÉ½ ¾-·Öû<Æ ÄM¸PÜÞ·P¼<¸1¹<½¿À ��¹<·
Tsing

·P¸�À�¼�¹ÅÄM·�À ��¹<·
f
·�¸1À�¹<¼ú·øÓ�·PÕ=à<Ä¿·gÂ<·Ñé�Ô À"ÀA��¸Pû

Ð ·�¾-·�¼<´-¼<¸�Ô¶¹*È�´-¼YÀÉ³ 4¶Ä3· Â<¹*¾¶´-Ä3¹<Õ=· ·øÀØÂ<¹*Â<½ ÔÖÕ �øÀÉ³"·?Â<·P¸N·�Ä3Ä3½¿à<¸"´�# Â<·�¸
(dxf

n)−1 (B)Ä¿´-³"¸)��¹Å·
µ
·P¸1À�Ô¶ê<¸1´-Ä3¹<Õ=·P¼YÀGÈP´¶¼�À"½3¼�¹<·7à/Ô¶³G³ÉÔ¶à<à8´-³�À
 ÑÄ Ô�Õ4·�¸"¹<³1·7ÂÅ·OéM·Pê8·P¸1ß-¹<·¶û�éM·]È�´-¼YÀÉ³ 4¶Ä3·
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ÂÅ¹¬¾-´-Ä¿¹<Õ4· &±ÈÖÜ ·�¸1À4 7Â<½3³1· Â<¹��"Ô¶ÈP´-êÅ½3·P¼÷Â<·
(dxf

n)−1 (&à<³"´�¾�½3·�¼�À;Â<·�Ä3Ô7³"·�Ä ÔÖÀ"½3´-¼ fn∗µ = dknµ
º

À"³ÉÔ¶ÂÅ¹<½¿À"· ¸"¹<³\Ä ÔOÂÅ·P¼<¸1½¿ÀÉÁ Â<·
µ
û�éM· È�´-¼YÀÉ³ 4¶Ä3· Â<¹=Â<½ ÔÖÕ �øÀÉ³"·�¸PÜÞ´-êÅÀÉ½¿·P¼YÀG·P¼=·P¸�ÀÉ½3Õ4Ô¶¼YÀ\Ä ÔOÕ=·P¸1¹<³"·

ÂÅ·ÑÄCÜ ·�¼<¸"·�Õ¬ê<Ä¿·ÑÂÅ·P¸ à@´¶½3¼YÀÉ¸ ´�3úÈP·�Ä3¹<½Ùç È�½�·P¸�À ÀÉ³"´¶à�ß-³"Ô¶¼<Â H

Kc
n(τ) = Ω ∩ f−nΩ ∩

{∥∥ (dxf
n)−1

∥∥ ≥ τ.d−n/2
}

� ¼â¹ÅÀÉ½¿Ä3½3¸1·£à@´¶¹<³�ÈP·PÄ3Ôú¹Å¼<·=À"·PÈ0�<¼Å½2��¹<·0·øÀ÷¹Å¼EÄ3·�Õ4Õ=·£Â<·=à<Ä3¹Å³"½3à8´¶À"·P¼YÀÉ½¿·PÄ
Â�+<¸  3��³"½¿·P¼<ÂS·�À
Ç7¹Å¾ÖÔ¶Ä + ��Ç ò -Cû�é\ÜÞ½3ÂÅÁP· ·P¸�ÀGÄ ÔO¸"¹Å½¿¾ÖÔ¶¼YÀÉ·Öû /O¹<½¿À1ÀÉ·. g¸"¹Åà<à<³"½¿Õ4·�³A¹<¼d·P¼<¸1·PÕ¬êÅÄ3· Â<· Õ4·�¸"¹<³1· Ô¶³"êÅ½ ç
À"³ÉÔ¶½¿³"·�Õ4·�¼�À
à@·øÀÉ½ ÀÉ·¶º Ä3·G³ÉÔ?%¶´-¼

ν
Â�ÜÞ¹<¼<·�ê8´-¹<Ä¿·�¸1¹<³;Ä Ô ��¹Å·PÄ3Ä¿·\ÄBÜ Ô¶à<à<Ä¿½3È�Ô ÀÉ½3´¶¼

fnj ◦τx◦
(
d0f

nj
x

)−1

· Ó�½3¸1À"·¬·P¸�ÀOÕ=½3¼<´¶³"Á�à/Ô¶³
ν0 > 0

û:Ý]½¿¼<¸"½Cº8à<Ô¶³7È0�<Ô6��¹<·¬à8´-½3¼YÀ7Â<· Kc
n(τ)

à/Ô¶¸1¸"·÷¹Å¼ Â<½3¸)��¹<·£ÔÖµ ç
�<¼<·gÂ<·OÀ ÔÖ½3Ä3Ä¿·

τ.d−n/2 ºÅÈ�´-¼YÀÉ·P¼�¹úÂ/Ô¶¼<¸ Ω
º�·�À Â<´¶¼�À�ÄBÜÞ½3Õ4Ô¶ß-·�à/Ô¶³

fn ·P¸�À ·P¼<È�´-³"·gÂ/ÔÖ¼<¸ Ω
û<»�¼

à8´¶À"·P¼YÀÉ½¿·PÄ
u
Â<·

T
¸1¹<³

Ω
ÁøÀ Ô¶¼YÀ!��ÓÅÁÖº�ÄBÜÞ½3ÂÅ·P¼YÀÉ½ ÀÉÁ

fn∗T = dn.T
Õ4´¶¼�À"³"· ��¹Å·¬Ä Ô0³1·P¸�ÀÉ³"½¿È�À"½3´-¼

ÂÅ·
u
 ?È�·P¸÷ÂÅ½3¸���¹<·�¸¬Â<½ 7���³"·=Â�Ü ¹Å¼<·4µ)´-¼ÅÈ�ÀÉ½¿´-¼ �<Ô¶³"Õ=´-¼<½+��¹Å·4Â�Ü Ô¶¹âà<Ä3¹<¸

d−n û�éM·4Ä¿·PÕ=Õ4·dÂ<·àÅÄ3¹<³1½3à8´¶ÀÉ·�¼�À"½3·�Ä�Â<· ��³1½3·P¼ÅÂú·øÀ7Ç]¹Å¾ÖÔ¶ÄMÕ=´-¼YÀÉ³"·�ÔÖÄ3´-³1¸���¹<·�Ä Ô£Õ4·�¸"¹<³1·gÂ<· Kc
n(τ)

·P¸�À�Õ0Ô��1´¶³"ÁP·
à<Ô¶³

1/τ 2 û�Æ Ä�¸"¹�%dÀgÂ<´¶¼<È£Â<·¬È0�<´¶½3¸"½¿³ τ ¸1¹�%=¸ÉÔ¶Õ=Õ4·�¼YÀgß-³ÉÔÖ¼<Â à8´-¹<³OÈ�´-¼YÀÉ³ 4¶Ä3·P³]Ä3·÷ÂÅ½ Ô¶Õ���À"³"·ÂÅ·
(dxf

n)−1 (B)
¸"¹<³ ¹<¼ú·P¼<¸1·PÕ¬êÅÄ3·�Â<·�Õ4·�¸"¹<³1·ÑÔ¶³"ê<½ ÀÉ³"Ô¶½3³1·PÕ=·P¼YÀ à<³1´�È0�<·�Â<·

1
û

∗ ∗ ∗

ÇOÔ¶¼Å¸£Ä3·�È0�/ÔÖà<½¿À"³"·
2
º�¼<´-¹<¸£ÂÅÁPÈP³1½¿¾¶´-¼<¸dÂ<·NÕ4Ô¶¼<½2��³"·4à<³"Á�ÈP½3¸1·NÄ3·�ê8´-³1ÂKÂÅ¹Kê<Ô¶¸"¸1½3¼{Â�Ü ÔÖÀ1ç

À"³ÉÔ¶ÈøÀÉ½¿´-¼�ÂÅ·úÄCÜ ´¶³"½3ß¶½3¼<·�ÂÅ·P¸=³"·PÄ¿·�¾¶ÁP¸0à8´-Ä %�¼Å´-Õ4½3Ô¶¹�Ó  
Ck+1 Â�ÜÞ·øÓ�·PÕ=à<Ä3·�¸0Â<·úé&ÔÖÀ1ÀA�P¸�ûGó7´-¹<¸Õ=´-¼YÀÉ³1´-¼<¸ ��¹<·÷È�·P¸OÂ<´¶Õ0Ô¶½¿¼<·P¸ ¸1´-¼YÀ]¸1à��<ÁP³1½2��¹<·�¸O·P¼ ÂÅ·$�<´-³1¸]Â�ÜÞ¹<¼�·P¼<¸1·PÕ¬ê<Ä¿·¬Ô¶Ä¿ß-ÁPêÅ³"½2��¹<·�Â<·

È�´�ÂÅ½3Õ=·P¼<¸1½3´-¼
1
º/·�À ¼<´-¹Å¸7Â<Á�ÈP³1½¿¾-´¶¼<¸ Ä3·P¸ ¸1½3¼<ß-¹ÅÄ Ô¶³1½¿ÀÉÁ�¸
��¹<½�Ô¶à<à<Ô¶³ÉÔ¶½¿¸"¸1·P¼YÀ H

����� °:­����E«�% H>32� � $
f
� �  8A  # 
 �  =� F27.$�$�% ? =� Pk � � =.� � $&
&7.� � � �9 ;J���$  #  ��%$!� 7C��� � ? �  ��

σ : Ak → Pk =� ��.�H� ��
% 
G
D&32� � $

T
�  9�� ���87.�%$ =� �,�9  �� =� 

f
 �$

ΩF

�  
�7 ?�? � � =�@ 7.$�$ �87�9�$��:� �=�@ ���$=� ?  ? �9 ;�  ;J.� ? 
������ � � # � 7.�CA F D
� �� 8A � ? $  7C��� � ? � � ��
��9�  �� =.�H� � $  ? L(H,α) ? ��� Ak =� �5B� � #  #!% �� # � $ �  ��%�� H =���� �%�  

��� � 7.$��<J. �� ���� ! ��
% �� ? ���<5 7�9  ? 
 !%���������% 9�� # 
&7�9�$  Σ
= 7.� ? L(H,α)

�� �$ ��� �9 ;J���$  #  ��%$� 7C��� � ? �  �� σ̃ : L(H,α)− → Ck+1 \ {0} � � =.��� ? 7.�%$ σ ? ���
�  ? 
�7 ?  ? $  ;� ? ���% σ̃(Σ) = ∂ΩF �$
σ∗T = −π

2
ddcH

D
F  �
;� �8= =� 

ΩF

 ? $ ? 
 !%���������% �7.� JC� � ? � � 7 �� �=� z0 = σ̃{x0, u0} ? � �  ? $:7�
��<� � ? 7.$  ���� K=� 
ẋ0 ∈ Ak ? � � ? � @ 7�9�$ �:� � =� 

G
 ? $ $����<J � 7C� D"3!� � � � � �<��7�
�� � � � ���&7.$��:� � L

{
(y, w) ∈ V0 × (C, 0) , <(w) −H

(
Φ−1(y),Φ−1(y)

)
= 0
}

���
V0

 ? $ � � JC� � ? � � 7 �� �=� �� @ � ��� �.� �� = 7.� ? Ck  �$
Φ : Ck/ ~K → Ck  ? $ � � 
���!������ # � ��"
 !�� ? #  I=�� �%$ �  ? 9�� � �8=�� �%���  ? 5B� � #  ��%$ � �� 
�7 ?  I=� I� @ 7C� � %

��9 I=� ? 
������ ��� #  ? � ��J�7.��� 7.�%$ ?

? � � ? � @ 7�9�$��:� � =.� �.�H� � 
% ~K =� ? 
&7.��$ �  ? � � ��� 7.� �  ? =� K D
,�·�À1ÀÉ·£Â<·�¸"È�³"½3à�ÀÉ½3´¶¼ ß-ÁP¼ÅÁP³ÉÔÖÄ3½3¸1·÷È�·PÄ3Ä¿·÷Â<· ��·P³�ÀÉ·PÄ¿´�´ÖÀO·�Àgé&´�·PêE+ ��é ò -
Â<´-¼<¼<Á�·£·P¼�Â<½¿Õ4·�¼�ç

¸1½3´-¼
1
&±È�µ;Ô¶¹<¸1¸"½

[
» ò

]
( û:ÒAÄ3Ä3·�Õ=´-¼YÀÉ³1·ÌÔÖ¹<¸"¸1½ ��¹<·ÑÄ3·�¸7ÔÖà<à<Ä3½¿È�ÔÖÀ"½3´-¼Å¸

F : ΩF → ΩF
¸"´-¼YÀ7Â<·P¸

· Ó�·PÕ=à<Ä3·�¸�½3¼/Ô À"ÀÉ·�¼<Â<¹<¸�Â�Ü ÔÖ¹ÅÀÉ´Öç Ô¶à<à<Ä¿½3ÈPÔÖÀÉ½¿´-¼<¸C�<´-Ä¿´-Õ=´-³"à��Å·P¸Gà<³"´-àÅ³"·P¸�¼<´-¼N½3¼��1·PÈ�À"½¿¾¶·P¸Pû�ÒA¼N·�µ ç
µ)·øÀ�º/¼<½�Ä3·P¸ Â<´¶Õ0Ô¶½¿¼<·P¸�ê@´-³1¼<ÁP¸ ¸�ÀÉ³"½¿È�À"·PÕ=·P¼YÀ à<¸"·�¹<Â<´�ÈP´-¼Y¾¶·øÓ�·P¸ +ÞÇOï -Cº +Þ²\½ - &)¾¶´-½3³1·¶º<È�´-Õ=Õ4·g´-¼
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Ä¿·4È�´-¼<�1·PÈøÀÉ¹<³1·¶º�ÀÉ´-¹<¸ÌÄ3·�¸ÌÂ<´¶Õ0Ô¶½¿¼<·P¸Ñê8´-³"¼<Á�¸÷à<¸1·P¹<ÂÅ´�È�´-¼Y¾-·øÓ�·�¸4Ä¿½3¸"¸1·P¸ÑÂ<·
Ck+1 ( º�¼Å½GÄ¿·P¸ÌÂ<´ÖçÕ4Ô¶½3¼Å·P¸�Â<·£Ð ·P½3¼��/Ô¶³"Â�À]Â<´¶¼�À]¹<¼<·¬à8´-³�ÀÉ½3´¶¼?Â<¹ ê8´-³1Â ·P¸�Àg¸1À"³"½3ÈøÀÉ·�Õ4·�¼�À]à<¸"·�¹<Â<´�ÈP´-¼Y¾¶·øÓ�·�+ � -Cº

¼�Ü Ô¶Â<Õ=·�À1ÀÉ·�¼�À�Â<·gÀ"·PÄ3Ä¿·P¸ Ô¶àÅà<Ä3½¿È�ÔÖÀ"½3´-¼<¸�û
Ç]´-¼Å¼<´-¼<¸;¹Å¼£Ô¶à8·P³���¹¬Â<· Ä Ô7ÂÅÁPÕ=´-¼<¸1À"³ÉÔÖÀ"½3´-¼�û(é�Ô�Â<ÁP¸1½3¼<ß¶¹<Ä Ô¶³1½3¸"ÔÖÀÉ½¿´-¼�¸"à��<Á�³"½+��¹Å·�¸PÜÞ´-êÅÀ"½3·P¼YÀ

·�¼4³1·PÄ3·ø¾ÖÔ¶¼YÀ Ä¿· Â<½ ÔÖß-³ÉÔ¶Õ=Õ=·
f ◦σ = σ ◦D Ô¶¹�Ó �/ê<³"Á�¸ ·�¼4ÂÅ³"´-½ ÀÉ·P¸ O(−1)− ' Ck+1 \{0} ·øÀ

σ∗O(−1)− ' L(H,α)−
û�,�·�À1ÀÉ·OÔÖà<à<³"´�È0�<·Öº>��¹<½8¼<´-¹<¸�ÔÌÁøÀÉÁ]¸1¹<ß-ß-Á�³"Á�·]à/Ô¶³
�Åû �ÅûÅéM´�·Pê�º�à8·P¹ÅÀ

³1·Pà8´-¸"·�³;¸"¹<³
Ä3· À��<ÁP´¶³��PÕ=·�Â�Ü Ý7à<à@·�Ä3ÄÙç �7¹ÅÕ¬ê@·�³1À�·P¼¬¾¶·P³1À"¹£Â<¹���¹<·�Ä
σ∗O(−1)

·P¸1À;½3¸"´¶Õ4´-³1à��<·
 
L(H,α)

û�,�·Pà8·P¼<Â/ÔÖ¼�ÀPº<½3Ä:·�¸1À à<Ä¿¹<¸�¸1½3Õ=à<Ä3·Öº-ÀÉ·�È0�<¼<½2��¹<·�Õ4·�¼YÀ ·�À�È�´-¼<È�·PàÅÀ"¹<·PÄ¿Ä3·PÕ=·P¼YÀPº�Â�ÜÞ·øÓ�à<Ä¿½ ç
È�½¿ÀÉ·�³ ¹Å¼0Õ=´-³"à��Å½3¸"Õ=·

σ̃
ÂÅ·
L(H,α)

¸1¹<³ O(−1)
½3¼ÅÂ<¹<½3¸"Ô¶¼YÀ

σ
¸"¹<³ Ä3·�¸ ê/ÔÖ¸"·P¸�ûÅ²�´-¹<³ ÈP·PÄ3ÔÅºY´-¼

¹ÅÀ"½3Ä¿½3¸"·�Ä3·�µ±Ô¶½ ÀAÁPÄ¿ÁPÕ=·P¼YÀ Ô¶½¿³"·�¸1¹<½¿¾ÖÔ¶¼YÀ HYÄ¿·P¸AÈP´�´-³1Â<´-¼<¼<Á�·P¸GÂ<·
σ
¸"´-¼YÀGÂ<·P¸Aµ)´-¼ÅÈ�ÀÉ½¿´-¼<¸;À��73�ÀÉÔÑ¼<´¶³�ç

Õ4Ô¶Ä3½¿¸"Á�·P¸
ÂÅ·�Õ 3�Õ4· À %�à8·
(H,α)

û � ¼£Õ=´-¼YÀÉ³1·�Ô¶Ä¿´-³"¸ ��¹�Ü ½¿ÄÅ· ÓÅ½¿¸1À"· ¹<¼£Õ4´¶³"à��<½¿¸"Õ=·
�<´¶Õ4´-ß6�P¼<·
D Â<·�Õ43PÕ=·gÂ<·Pß-³1Á1��¹Å· F ºÅÀÉ·�Ä ��¹<·�Ä3·gÂ<½3Ô¶ß-³ÉÔÖÕ4Õ=·]¸1¹<½¿¾ÖÔ¶¼YÀ ÈP´¶Õ4Õ¬¹�ÀÉ· H

L(H,α)−
D //

σ̃

��

%%JJJJJJJJJJ
L(H,α)−

%%JJJJJJJJJJ

σ̃

��

Ak D //

σ

��

Ak

σ

��

Ck+1 \ {0} F //

π
%%JJJJJJJJJJ

Ck+1 \ {0}

π
%%JJJJJJJJJJ

Pk
f // Pk

,�·�Õ=´-³"à��Å½3¸"Õ=·-�<´¶Õ4´-ß6�P¼<·O¾¶ÁP³"½ �/·ÌÔ¶¹<¸"¸1½MÄ Ô¬³1·PÄ Ô ÀÉ½3´¶¼ H

q ◦ D = qd &±í (
´�3

q
Â<ÁP¸1½3ß-¼Å·âÄ3ÔKÕ=Á�À"³"½2��¹<· ¸1¹<³

L(H,α)
ÂÅÁ��/¼<½¿·âà<Ô¶³

q{x, u} = e−
π
2
H(x,x)|u| &  K¹<¼<·È�´-¼<¸1ÀÉÔ¶¼YÀÉ· Õ¬¹ÅÄ¿ÀÉ½¿à<Ä3½¿È�ÔÖÀ"½¿¾¶·Aà<³���¸ (øû-é&·�¸;½3ÂÅ·P¼YÀÉ½ ÀÉÁP¸

q◦D = qd ·øÀ eGF ◦F =
(
eGF
)d º-Ô¶¸1¸"´�ÈP½3Á�·P¸

 £Ä Ô£³1·PÄ Ô ÀÉ½3´¶¼�Â<·�ÈP´-Õ=Õ¬¹ÅÀÉÔÖÀÉ½¿´-¼
σ̃ ◦ D = F ◦ σ̃ º<µ)´-¹<³1¼<½3¸1¸"·�¼�À�ÄCÜ Á�ßYÔ¶Ä3½ ÀÉÁ H

eGF ◦σ̃ = q
& - (

ÒAÄ3Ä¿·O³"·�Ä3½¿·]Ä Ô¬Õ=Á�À"³"½+��¹Å· &±¸1½3¼<ß-¹ÅÄ3½2��³"·)(
eGF

¸1¹<³ O(−1)
 £Ä ÔÌÕ4ÁøÀÉ³"½+��¹<·

q
¸1¹<³

L(H,α)
û<éAÜ ·�¼�ç

¸1·PÕ¬ê<Ä¿·
Σ = σ̃−1 (∂ΩF )

¸�Ü ½¿Â<·P¼YÀ"½+�/·ÑÔ¶½¿¼<¸"½B £Ä Ô£¸1¹<³1µ±Ô¶È�·�Â<·�¼<½¿¾¶·�Ô¶¹ {q = 1} û/é&Ô£¸"à��<Á�³"½¿ÈP½¿À"ÁÂ<·
Σ
·P¸1ÀÌÂ5+<·=Ô¶¹SÈ�ÔÖ³ÉÔ¶ÈøÀA�P³1·4ÂÅÁ��/¼<½A¼ÅÁPßYÔÖÀ"½¿µ Â<·dÄ Ô�µ)´-³1Õ4·��<·�³"Õ=½¿À"½3·P¼Å¼<·

H
ºMà<³1´�¾-·P¼<Ô¶¼YÀ÷Â<¹

µ±Ô¶½ À���¹<·
σ
·P¸�À]¹<¼�³"·ø¾ 3�À"·PÕ=·P¼YÀO³"Ô¶Õ=½+�/Á � �%�5û:éM·P¸�ÁPß-Ô¶Ä3½ ÀÉÁP¸ &±í (�·�À & - (�Õ=´-¼YÀÉ³1·P¼YÀOÔÖ¹<¸"¸1½���¹<·

ΩF

¸"·÷ÂÅÁP¸"½¿¼<ß-¹<Ä3Ô¶³"½¿¸"·�·P¼ {q < 1} ºF��¹<½�·P¸�ÀOÄ¿·Ñê<Ô¶¸"¸1½3¼ Â�Ü ÔÖÀ1ÀÉ³ÉÔÖÈ�ÀÉ½¿´-¼úÂ<·ÌÄ3Ô=¸1·PÈøÀÉ½3´¶¼ ¼�¹<Ä3Ä¿·ÑÂÅ·
L(H,α)

à@´-¹Å³�ÄCÜ ÔÖà<à<Ä3½¿È�ÔÖÀ"½3´-¼ D ûó7´¶¹<¸¬Â<Á�ÈP³"½ ¾-´-¼Å¸¬·P¼<¸1¹<½¿À"·0Ä¿·P¸÷¸1½3¼<ß¶¹<Ä Ô¶³1½¿À"ÁP¸�Â<¹{ê8´-³"ÂâÂ<¹{ê/Ô¶¸1¸"½3¼EÂ�Ü Ô À"ÀÉ³"Ô¶È�À"½3´-¼
ΩF

û�Ò\¼
³1·PÕ4Ô¶³���¹/Ô¶¼YÀ ��¹<·

σ̃
·�¸1ÀPºMÈP´-Õ=Õ4·

σ
ºM¹<¼â³1·�¾.3�ÀÉ·�Õ4·�¼YÀ¬ßYÔ¶Ä¿´-½3¸1½3·�¼ �/¼<½Cº�ÈP·øÀ"ÀÉ·=Â<·�¸"ÈP³1½3àÅÀ"½3´-¼S¸"·

³"Ô¶Õ ��¼<·� �à/Ô¶³"Ô¶Õ4ÁøÀÉ³1·P³�¹<¼<·�¸1½3¼<ß-¹ÅÄ Ô¶³1½¿ÀÉÁC��¹<´ÖÀÉ½3·�¼YÀ
(Ck, 0)/K

º ´$3
K
·P¸�ÀA¹<¼¬ß¶³"´-¹<à8·�Ä¿½3¼<ÁPÔ¶½3³1·

�/¼Å½BûYéM´-³1¸���¹<·
k = 1

º
K
·P¸�À È8%�ÈPÄ3½+��¹<· ·�À\ÈP·øÀ"À"·7à/ÔÖ³ÉÔ¶Õ=Á�À"³"½3¸"ÔÖÀÉ½¿´-¼÷·�¸1À ½3Õ=Õ4Á�Â<½ Ô ÀÉ· + ��é ò -Cû�ÒA¼
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ÂÅ½3Õ=·P¼<¸1½3´-¼�à<Ä3¹<¸�ß-³"Ô¶¼<Â<· ��¹Å·
1
º:½3ÄMµ±Ô¶¹�À7µ±Ô¶½¿³"·ÌÔ¶à<à8·PÄ�Ô¶¹�Ó�³"Á�¸"¹<Ä À ÔÖÀ"¸]Â<·Ìê/Ô¶¸1·÷Â<·¬Ä3ÔdÀ��<ÁP´¶³"½3·

ÂÅ·P¸�½3¼Y¾ÖÔ¶³"½3Ô¶¼YÀÉ¸Pû
ó7´¶¹<¸7È�´-¼<¸"Ô¶ÈP³1´-¼<¸��/¼/Ô¶Ä¿·PÕ=·P¼YÀ�¹<¼ Ô¶àÅà@·�¼<Â<½3È�·  dÄ Ô£È�Ä Ô¶¸1¸"½+�<È�ÔÖÀ"½3´-¼ØÂ<·�¸]ÈP´¶¹<à<Ä3·�¸

(A2, G)À"·PÄ¿¸
��¹<·OÄ¿·'��¹<´¶À"½3·�¼�À
A2/G

·�¸1À ½¿¸"´-Õ=´-³"à��<·  
P2 û�,�·�À1ÀÉ·7ÈPÄ ÔÖ¸"¸"½ �/È�Ô ÀÉ½3´¶¼0·P¸�À Â5+<·! >��Ô¶¼<·�E¶´<ºÃ�´ E�¹<¼/ÔÖßYÔ=·øÀ 6G´-¸��<½¿Â/Ô'+��gÃ 6 -Bû:ÒAÄ3Ä¿·O¼<´-¹Å¸�à8·P³1Õ4·øÀ�Â�Ü · Ó>�<½3ê8·P³ Â<·�¸�· Ó�·PÕ=à<Ä3·�¸�ÂÅ·Ìé&ÔÖÀ1ÀA��¸CH

�Ñ­(°/ A°��Pä)®(ä)°8å � H F? ?  �� =�� # � ��
 !�� ? #  ?�? � �<J�7.�%$ ?I? � �%$ =� ?  8A  # 
 �  ? =� IF27.$�$�% ? L
P2 −→ P2

f1 : [x : y : z] 7−→ [(−x + y + z)2 : (x− y + z)2 : (x+ y − z)2]
f2 : [x : y : z] 7−→ [(x− y + z)2 : (−x + y + z)2 : (x+ y − z)2]
f3 : [x : y : z] 7−→ [(x+ y − z)2 : (−x + y + z)2 : (x− y + z)2]

�
� ?K? � �%$ ?  # � " 9�� �
	�� �.�%� ? 7.� A =.�<� 7.$ 7.$��:� � ?�L

D1 =
√

2

(
e

iπ
4 0

0 e
iπ
4

)
, D2 =

√
2

(
1√
2

1√
2

1√
2

−1√
2

)
, D3 =

√
2

(
1√
2

1√
2

i√
2

−i√
2

)


&7.�
�  C�9 ;J���$  #  ��%$�� 7C��� � ? �  �� Ai × Ai → P2 =� �.�H� ��
% 〈G(4, 2, 2), 1+i
2

(
1
1

)
〉 DéM·P¸d·P¼ÅÂ<´-Õ=´-³"à��Å½3¸"Õ=·P¸£ÁøÀÉ¹<ÂÅ½3ÁP¸dà/ÔÖ³d»7·PÂ<Ô &)È�µ + » ò -Bº +Þ»Oö2- (÷¸1´-¼YÀ4ÂÅ´-¼<ÈØÂ<·P¸d· ÓÅ·�Õ4àÅÄ3·P¸

ÂÅ·÷é&ÔÖÀ1ÀA�P¸�û:ó7´-¹Å¸ ¾¶ÁP³1½+�/´-¼Å¸]Ô¶¹Å¸"¸"½Cº9 dÄBÜ Ô¶½3Â<·]Â<·�Ä Ô£ÈPÄ3Ô¶¸"¸1½+�/ÈPÔÖÀÉ½¿´-¼NÂ<·4+��gÃ 6 -Cº9��¹<·ÑÄBÜ Ô¶à<à<Ä¿½3È�Ô(ç
À"½3´-¼úÈP³1½¿À"½2��¹<·PÕ=·P¼YÀ��/¼<½¿·Ì¸1¹<½¿¾ÖÔ¶¼YÀ"·¶º:Á�À"¹<Â<½3Á�·÷à/ÔÖ³7ï/´-³1¼/Ô¶·�¸"¸]·øÀgè�½3ê8´-¼&% + ï;è ò -Cº8¼�Ü ·�¸1ÀOà<Ô¶¸7¹Å¼
· Ó�·PÕ=à<Ä3·�Â<·Ñé&ÔÖÀ"À��P¸ H
�Ñ­(°/ A°��Pä)®(ä)°8å�0
H F�@  �� =�� # � � 
 !�� ? #  �9���� $ �����% #  ��%$ � �%� L

g :
P2 −→ P2

[x : y : z] 7−→ [(x− 2y)2 : (x− 2z)2 : x2]

� @  ? $ 
&7 ? ���  8A  # 
 �  �=� IF27.$�$�% ? D
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��å@®�­(° ��Ï��¶®(ä±°8å ä
»7¼Øê<³1·�µ
¸"¹<³�¾-´-Ä&Â<¹úÈP´-¼YÀ"·øÓ�ÀÉ·SûÌû�ûÑûÌûÑûÑûÌûÑûÌûÑûÑûÑûÑûÑûÌûÑûÌûÑûÑûÌûÑûÌû�ûÑûÌûÑû ½
ÒA¼<´-¼<È�Á�Â<·P¸�³"Á�¸"¹<Ä À ÔÖÀ"¸ ·�À�·P¸)��¹Å½3¸"¸1·÷Â<·�¸ Â<ÁPÕ=´-¼<¸�ÀÉ³ÉÔ ÀÉ½3´¶¼<¸ ûÌûÑûÌûÑûÑûÌûÑûÌû�ûÑûÌûÑû]¾�½3½¿½

* 	Øå�«
�-Î<­(Î��¶® � ­ ä �PÎ�®(ä±°8å ��« �d«
�M«��  
¯)« ����«�Ú\ÎÅ®�®B� � *
ò û ò ñgÁP¼<Á�³ÉÔ¶Ä¿½¿À"ÁP¸ ûÌûÑûÑûÌûÑûÌû�ûÑûÌûÑûÑûÌûÑûÌûÑûÑûÑûÑûÑûÌûÑûÌûÑûÑûÌûÑûÌû�ûÑûÌûÑû ò

ò û ò û ò Ç]ÁPÈ�´-Õ=à@´-¸1½¿À"½3´-¼NÂ<·ÑéM·Pê8·P¸1ß-¹<·ÑÂ<·�ÈP´-¹Å³ÉÔ¶¼YÀÉ¸ à8´-¸"½ ÀÉ½ µ)¸ ûÌûÑûÌû�ûÑûÌûÑû ò
ò û ò û ö ,�´-¹<³"Ô¶¼YÀ7ÂÅ·÷ñg³"·�·P¼ú·�À�Õ=·P¸"¹Å³"·�Â�ÜÞÁ$��¹<½3Ä¿½3ê<³1·dûÌûÑûÌûÑûÑûÌûÑûÌû�ûÑûÌûÑû õ
ò û ò û ô Ò
ÓÅà8´-¸"Ô¶¼YÀÉ¸�Â<·Ñé %-Ô¶à8´-¹<¼<´67 ·øÀ�·øÓ�ÀÉ·�¼<¸"½¿´-¼�¼<ÔÖÀÉ¹<³1·PÄ¿Ä3· ûÌûÑûÌû�ûÑûÌûÑû í
ò û ò ûÞù ,�Ô¶¸ Â<·P¸�¸)%�¸�ÀA�PÕ=·P¸

(Pk, f, µ)
ûÑûÑûÌûÑû�ûÌûÑûÌûÑûÑûÌûÑûÌûÑûÑûÑûÑûÑûÌû ò õ

ò û ò û ì /O¹<·PÄ+��¹Å·P¸�Ä3·PÕ=Õ=·P¸�Á�Ä3ÁPÕ=·P¼YÀÉÔ¶½3³1·P¸EûÑûÑûÑûÑûÑûÌûÑûÌûÑûÑûÌûÑûÌû�ûÑûÌûÑû ò í
ò û ò û õ ��³ÉÔÖ¼<È0�<·P¸�½3¼Y¾¶·P³"¸1·P¸*ûÑûÌûÑûÑûÌûÑûÌûÑûÑûÑûÑûÑûÌûÑûÌûÑûÑûÌûÑûÌû�ûÑûÌûÑû ò.-

ò û ö Ð ·P¼<´¶³"Õ4Ô¶Ä3½¿¸ÉÔÖÀ"½3´-¼<¸sûÌûÑûÌû�ûÑûÌûÑûÑûÌûÑûÌûÑûÑûÑûÑûÑûÌûÑûÌûÑûÑûÌûÑûÌû�ûÑûÌûÑû ö-ö
ò û ö�û ò »7¼<·�È�´-Õ4à<Ô¶³ÉÔ¶½¿¸"´-¼0·P¼YÀÉ³1·ÑÄ¿·P¸�êÅ³ÉÔ¶¼<È0�Å·P¸�½3¼Y¾-·�³"¸"·�¸7·øÀ Ä3·�¹<³"¸ Â<½ 7�Á�³"·�¼�ç

ÀÉ½¿·PÄ3Ä¿·P¸ ûÑûÑûÌûÑûÌû�ûÑûÌûÑûÑûÌûÑûÌûÑûÑûÑûÑûÑûÌûÑûÌûÑûÑûÌûÑûÌû�ûÑûÌûÑû ö¶ô
ò û ö�û ö ²A³"½3¼ÅÈP½3à8·gÂ<·�³"·�¼<´-³1Õ0Ô¶Ä¿½3¸"ÔÖÀÉ½¿´-¼0à/ÔÖ³ Ä3·P¸ Â<½ 7�Á�³"·�¼�À"½3·�Ä3Ä3·�¸ ûÑûÌû�ûÑûÌûÑû ö¶õ
ò û ö�û ô éM·P¸��&%�à8´¶À����P¸1·P¸ H1

·øÀ H2
ûÌûÑûÌûÑûÑûÑûÑûÑûÌûÑûÌûÑûÑûÌûÑûÌû�ûÑûÌûÑû ö¶í

ò û ö�ûÞù ²A³"½3¼ÅÈP½3à8·gÂ<·�³"·�¼<´-³1Õ0Ô¶Ä¿½3¸"ÔÖÀÉ½¿´-¼0à/ÔÖ³ Â<·P¸ �<´-Õ=´¶ÀA�ÅÁ�ÀÉ½¿·P¸4ûÌûÑûÌû�ûÑûÌûÑû ô-î
ò û ô Ð ·P¼<´¶³"Õ4Ô¶Ä3½¿¸ÉÔÖÀ"½3´-¼4Â<·�ÈP´-¹<³"Ô¶¼YÀÉ¸ ½3¼Y¾ÖÔ¶³1½ Ô¶¼YÀÉ¸ ·øÀ�ÈP´-¼<È�Ä3¹<¸1½3´-¼ ûÑûÌûÑûÌû�ûÑûÌûÑû ô ò

ò û ôÅû ò Ð�·�¼<´-³1Õ0Ô¶Ä¿½3¸"ÔÖÀÉ½¿´-¼0Â<·�È�´-¹<³ÉÔÖ¼�À"¸ ½3¼Y¾ÖÔ¶³"½3Ô¶¼YÀÉ¸HûÌûÑûÌûÑûÑûÌûÑûÌû�ûÑûÌûÑû ô ò
ò û ôÅû ö ,�´-¼<È�Ä3¹<¸1½3´-¼�ûÌûÑûÌû�ûÑûÌûÑûÑûÌûÑûÌûÑûÑûÑûÑûÑûÌûÑûÌûÑûÑûÌûÑûÌû�ûÑûÌûÑû ô¶ù

ò ûÞù Ý7ê<¸"´-Ä¿¹<·�ÈP´-¼YÀ"½3¼�¹<½¿À"ÁgÂ<·
µ
·�À �&%�à8´¶À����P¸1·P¸ H1

·øÀ H2

ûÑûÌûÑûÑûÌûÑûÌû�ûÑûÌûÑû ôYì
ò ûÞù<û ò éAÜ �&%�à@´ÖÀA����¸"· H1

û�ûÑûÌûÑûÑûÌûÑûÌûÑûÑûÑûÑûÑûÌûÑûÌûÑûÑûÌûÑûÌû�ûÑûÌûÑû ôYì
ò ûÞù<û ö éAÜ �&%�à@´ÖÀA����¸"· H2

û�ûÑûÌûÑûÑûÌûÑûÌûÑûÑûÑûÑûÑûÌûÑûÌûÑûÑûÌûÑûÌû�ûÑûÌûÑû ô 1
% ÊN« ���-­ ä  &®(ä)°@å ��Ï�Û�Î � ��äCå ���ÙÎÅ®�®�­(Î��¶®�ä±°8å 0�*
ö�û ò ï
½¿ê<³"Á�¸ ·P¼úÂ<³"´¶½¿ÀÉ·�¸ ¸"¹<³ Ä¿·P¸ ·P¸1à/Ô¶ÈP·�¸7àÅ³"´<�1·�È�ÀÉ½ µ)¸ ·�À�Ä3·�¸�ÀÉ´-³1·P¸ ÈP´-Õ=à<Ä¿·øÓ�·P¸HûÌûÑû�ù ò

ö�û ò û ò ñ�Á�¼<ÁP³"Ô¶Ä3½ ÀÉÁ�¸ ûÑûÌû�ûÑûÌûÑûÑûÌûÑûÌûÑûÑûÑûÑûÑûÌûÑûÌûÑûÑûÌûÑûÌû�ûÑûÌûÑû�ù ò
ö�û ò û ö ï
½3êÅ³"ÁP¸ ·�¼�ÂÅ³"´-½ ÀÉ·P¸ ¸1¹<³

Pk ûÌûÑûÌûÑûÑûÑûÑûÑûÌûÑûÌûÑûÑûÌûÑûÌû�ûÑûÌûÑû�ùYô
ö�û ò û ô ï
½3êÅ³"ÁP¸ ·�¼�ÂÅ³"´-½ ÀÉ·P¸ ¸1¹<³

Ak ûÌûÑûÌûÑûÑûÑûÑûÑûÌûÑûÌûÑûÑûÌûÑûÌû�ûÑûÌûÑû�ù-ù
ö�û ö Ç]Á�¸"½¿¼<ß-¹<Ä3Ô¶³"½¿¸ÉÔÖÀ"½3´-¼�ÂÅ¹�ê8´-³"ÂØÂ<¹úê/Ô¶¸1¸"½¿¼�Â�Ü ÔÖÀ1ÀÉ³ÉÔÖÈ�ÀÉ½¿´-¼ ûÑûÌûÑûÑûÌûÑûÌû�ûÑûÌûÑû�ùYí
ö�û ô Ç]·�¸"È�³"½3à�ÀÉ½3´¶¼úÂÅ¹�ê8´-³"ÂØÂ<¹úê/Ô¶¸1¸"½¿¼�Â�Ü ÔÖÀ1ÀÉ³ÉÔÖÈ�ÀÉ½¿´-¼sûÑûÑûÌûÑûÌûÑûÑûÌûÑûÌû�ûÑûÌûÑû ì-ö
ö�ûÞù »�¼�· ÓÅ·�Õ4àÅÄ3·gÂ<·�¸"½¿¼<ß-¹<Ä3Ô¶³"½ ÀÉÁ ûÌûÑûÑûÌûÑûÌûÑûÑûÑûÑûÑûÌûÑûÌûÑûÑûÌûÑûÌû�ûÑûÌûÑû ì¶õ

Ó�¾
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� � �M«��  �¯)« ���&« Ú\ÎÅ®�® � �d«�å ��ä �E«�å �Pä±°8å % ���
Ý÷û ò Ò;ÀÉ¹<ÂÅ·ÑÂÅ·ÑÄCÜ ·�¸"à/ÔÖÈP·ÑÔ¶¼/Ô¶Ä %�ÀÉ½2��¹<·

Ak/G
û�ûÌûÑûÌûÑûÑûÌûÑûÌûÑû�ûÌûÑûÑûÌûÑûÌûÑû ì 1

Ý÷û ö éM·P¸ ÈP´¶¹<à<Ä3·�¸
(A2, G)

ÀÉ·PÄ¿¸���¹Å·
A2/G = P2 ûÑûÌûÑûÌûÑûÑûÌûÑû�ûÌûÑûÌûÑûÑûÌûÑû õ-îÝ÷û ö�û ò Ð7Ô¶àÅà@·�Ä�·P¼úÂ<½3Õ=·P¼Å¸"½3´¶¼
1
ûÑûÌûÑû�ûÌûÑûÌûÑûÑûÌûÑûÌûÑû�ûÌûÑûÑûÌûÑûÌûÑû õ-î

Ý÷û ö�û ö é�Ô£È�Ä Ô¶¸1¸"½+�<È�ÔÖÀ"½3´-¼N·�¼�Â<½¿Õ4·�¼<¸"½¿´-¼
2
ûÑûÌûÑûÑûÌûÑûÌûÑû�ûÌûÑûÑûÌûÑûÌûÑû õ-î

Ý÷û ö�û ô é&·�¸ ÈP´-¹<àÅÄ3·P¸
U, Uρ2 , Ui, Uρ

ûÑûÑûÑûÑûÑûÌûÑûÌûÑûÑûÌûÑû�ûÌûÑûÌûÑûÑûÌûÑû õ ò
Ý÷û ö�ûÞù é&·�È�´-¹<à<Ä¿·

C = (Aω × Aω,S3)
ûÑûÑûÑûÌûÑûÌûÑûÑûÌûÑû�ûÌûÑûÌûÑûÑûÌûÑû õYö

Ý÷û ö�û ì é&·�È�´-¹<à<Ä¿·
Q =

(
Ai × Ai, 〈G(4, 2, 2), 1+i

2

(
1
1

)
〉
) ûÑû�ûÌûÑûÌûÑûÑûÌûÑû õ-ô

Ý÷û ô�Ò
Ó�·PÕ=à<Ä3·�¸�ÂÅ·Ìé&ÔÖÀ1ÀA��¸�·øÀ ·P¼<ÂÅ´-Õ4´¶³"à��<½¿¸"Õ=·P¸ È�³"½¿À"½2��¹<·�Õ4·�¼�À.�<¼<½3¸£ûÑûÌûÑûÑûÌûÑû õYì
Ý÷û ôÅû ò /g¹Å·PÄ2��¹<·�¸ ·øÓ�·PÕ=à<Ä3·�¸ Â<·Ñé�Ô À"ÀA��¸�ûÑûÑûÑûÌûÑûÌûÑûÑûÌûÑû�ûÌûÑûÌûÑûÑûÌûÑû õYì
Ý÷û ôÅû ö é\ÜÞ·øÓ�·�Õ4à<Ä¿·gÂ<·Ñï/´-³"¼/ÔÖ·P¸"¸Wç�è�½¿ê@´¶¼ % ûÑûÑûÌûÑûÌûÑûÑûÌûÑû�ûÌûÑûÌûÑûÑûÌûÑû õ-í
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ÇOÔ¶¼Å¸�È�·�È0�/Ô¶à<½ ÀÉ³"·Öº/¼<´-¹<¸ Õ=´-¼YÀÉ³1´-¼<¸ ÄBÜÞ½3Õ=à<Ä¿½3È�Ô ÀÉ½3´¶¼
(1) =⇒ (3)

Â<¹úÀ��<ÁP´¶³��PÕ=·
1
H

è�½�Ä3Ô£Õ4·�¸"¹<³1·ÑÂ�Ü ·�¼�À"³"´-àÅ½3·�Õ0Ô(ÓÅ½¿Õ0ÔÖÄ3·
µ
·�¸1À]Ô¶ê<¸1´-Ä3¹<Õ=·P¼YÀ È�´-¼YÀÉ½3¼�¹<·�à/ÔÖ³ ³ÉÔ¶à<à8´-³�À

 £Ä3ÔdÕ=·P¸1¹<³"·�Â<·ÑéM·Pê8·P¸1ß-¹<·�¸"¹Å³7¹<¼Ø´-¹�¾-·P³�À
Ω
º/ÂÅ·ÑÕ=·P¸1¹<³"·

µ(Ω) > 0
º

Ô¶Ä¿´-³"¸
f
·P¸�À�¹<¼�· Ó�·PÕ=à<Ä3·gÂ<·Ñé&ÔÖÀ1ÀA��¸Pû

éAÜ Á���¹<½¿¾ÖÔ¶Ä¿·P¼<È�·
(1) ⇐⇒ (2)

·�¸1À7Á�À ÔÖê<Ä3½¿·OÂ/Ô¶¼<¸ Ä3Ô¬¸"·PÈøÀÉ½¿´-¼ ò û ò û ö�û


��

 � 
���
����CB8	 
�
��

,�·�À1ÀÉ·d¸"·�È�À"½3´-¼ ·P¸�À÷ÂÅ·P¸1À"½3¼<Á�·� Ø½¿¼YÀÉ³"´�Â<¹<½¿³"·¬Ä¿·P¸g´-¹�ÀÉ½3Ä¿¸O·�À�¼Å´¶À ÔÖÀ"½3´-¼Å¸gÂ<´-¼YÀ�¼<´-¹<¸ÑÔ¶¹Å³"´-¼<¸
ê8·P¸1´-½3¼�û/Ý]¹<È�¹<¼�³1ÁP¸1¹<Ä¿ÀÉÔÖÀ Â<·�ÈP·øÀ"ÀÉ·Ñà/Ô¶³�ÀÉ½¿·g¼�Ü ·�¸1À�´-³1½3ß-½¿¼/Ô¶ÄBû

��������� ����� Z��v[ÌZGV�U X�U�Z����]^��¬^! ÷^MV#"�$]^%�]^ � Z�$7T'&�� X�V [÷Z\V�U XÅU)( V
éAÜ ´¶ê=�1·�À Â<·�ÈP·�À1ÀÉ·�¸"·�È�ÀÉ½¿´-¼0·�¸1À Â�ÜÞ½3¼YÀÉ³1´�Â<¹Å½3³"· ¹<¼Å·7Â<Á�ÈP´-Õ=à8´-¸"½ ÀÉ½3´¶¼=ÂÅ·]éM·Pê8·P¸1ß-¹<·�à@´¶¹<³ Ä¿·P¸

È�´-¹<³"Ô¶¼YÀÉ¸÷à8´-¸1½¿ÀÉ½ µ)¸Pû/,�´-Õ4Õ=·P¼��P´-¼<¸Ñà/Ô¶³1��¹<·�Ä2��¹<·P¸Ì³ÉÔ¶àÅà@·�Ä3¸Pû�è�´-½¿À
ν
¹<¼<·=Õ4·�¸"¹<³1·4È�´-Õ=à<Ä3· ÓÅ·

¸1¹<³ ¹<¼ú´-¹Å¾-·�³1À
U
Â<·
Ck ·�À m Ä3Ô¬Õ4·�¸"¹<³1·ÑÂÅ·ÌéM·�ê@·�¸"ß-¹<·Ñ¸"¹Å³�È�·�À�´-¹Å¾¶·P³�À�û

Ê �+* å�ä5®(ä)°@å */© */© *-,,� =.� $ ���! 
ν
 ? $ 7�
 ? ��� � #  ��%$+9�� �%$�� �%�! /. 
&7.� � 7;
 
�� ��$#� m 0 ? �G
�� ���$�� ��$�1 
;� �9�;� �  �� =� 

U
� � �$7

m(B) = 0 ⇒ ν(B) = 0
D2,,� � � $  7C��� � ? ν � m

D,,� =.� $ ���! 
ν
 ? $ ? � ��� �-� � %��9 �. 
&7.� �87;
 
�� ��$ � m 0 ? �=�<�  8A � ? $  4��� 
;� �9�;� �  �� A $  ;� ���% 

ν(A) = 0
 �$
m(E) = 0


�� ��� $ � ��$ 
;� � �;� �  ��
E

=� 
U \ A D2,,� � � $  �7C��� � ? ν⊥m D

é&Ô£Â<Á��/¼Å½¿ÀÉ½¿´-¼N¸"¹Å½¿¾ÖÔ¶¼YÀÉ·�·P¸�À7Ô¶Ä3´-³1¸ ¼/ÔÖÀ"¹<³"·�Ä3Ä3· H
Ê �+* å�ä5®(ä)°@å */© */© % 32� � $

S
��� 9�� ���87.�%$+
�� ? � $�� 5 ? � � U D3,,� =.� $����! 

S
 ? $ 7�
 ? ��� � #  ��%$9�� �%$�� �%�4. �9 ? 
 D ? � ���.�-� �  �� 0 ? � $�� � ? ?  ? 9��  �	 9��  ��%$ ? " #  ? ���  ?�? � �%$
7�
 ? ��� � #  ��%$�9�� �%$�� �%� ?. �9 ? 
 D ? � ���.��� �  �� ?50 D6,,� � � $  �7C��� � ? S � m

. �9 ? 
 D S⊥m 0 D
ò



� ��� ��� � �.� 	��	� ���5	 ���������$�����,� 
 ��� � ��� � 	"
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��� 	�
 � 	 �
��� ���"


� ¼�ÂÅ½3¸"à8´-¸1·ÑÂÅ·P¸ ÀA�<Á�´-³���Õ4·�¸ ÈPÄ ÔÖ¸"¸"½+��¹<·P¸ ¸"¹Å½¿¾ÖÔ¶¼YÀÉ¸ à8´-¹<³ Ä3·�¸ Õ4·�¸"¹<³1·P¸CH
����� °:­��-�â« */© *:© � �8��« � � �-° �  A° ��ä5®(ä±°8å���«?ÚG«�ÛA« ��
8Ï�«!1

�
�  8A � ? $  '� � ���%�����% 9�� ��
 �  

=� #  ? ���9 ? 9�� # 
 �  8A  ? νabs

 �$
νsing

$  ;�?���% L
ν = νabs + νsing

7CJ. �9
νabs � m

 �$
νsing⊥m

3!�
ν
 ? $ 
�� ? � $��<J. �� νabs

 �$
νsing ? � �%$ 
�� ? � $��<J. ? D

����� °:­��-�â« */© *:© 0 �8��«���Î��&°@å �Éá?ä"�8°2�&æG� 1 3!�
ν � m

�=�<�  8A � ? $  �� � ���%�����% �;� � #  ��%$
h ∈ L1(U,m)

$  ;�?���% 
�� � � $�� � $#
;� �9�;� �  ��
E

=� 
U L

ν(E) =

∫

E

h dm

é&ÔÌÂ<Á�ÈP´-Õ=à8´-¸"½ ÀÉ½3´¶¼=ÂÅ·OéM·Pê8·P¸1ß-¹<·Oà8´-¹<³\Ä3·�¸�È�´-¹<³ÉÔÖ¼�À"¸�à8´-¸"½ ÀÉ½ µ)¸A¸"·]ß¶ÁP¼<Á�³ÉÔ¶Ä¿½3¸"·7Ô¶Ä¿´-³"¸\Â<·�Ä Ô
Õ4Ô¶¼<½+�P³"·]¸"¹<½ ¾¶ÔÖ¼�À"· H
�Ñ­(°  A° ��ä5®(ä)°8å */© */© � 32� � $

S
��� 9�� ���87.�%$ 
�� ? � $�� 5 =� 
�� =� �.�9� (1, 1) ? ��� U D � �, 8A � ? $  ������%�����! 9�� � 
 �  �=� 9�� ���87.�%$ ? Sabs
 �$
Ssing ? ��� U $  ;�?���! L

S = Sabs + Ssing
7CJ. �9

Sabs � m
 �$

Ssing⊥m
�� 
 � � ? �6�  ? 9�� ���87.�%$ ? Sabs

 �$
Ssing ? � �%$2
�� ? � $�� 5 ? D�� � 
&7.��$��:9���� �  ����

� D ? � S  ? $ =� # 7 ?�?  � �%�  ? � � U � Sabs

 �$
Ssing ? � �%$ 7.� ?�? �6=� # 7 ?�?  � �%�  ? ��� U D

� D ? � S �� 9�!&7.� �� �
&7 ? � �  �� ?  # 
E�  E ⊂ U
� �<�  ��  ? $ =� # � #  �
�� ��� Sabs

 �$
Ssing

D

�������������� �!"��#$���&%�è�´¶½¿À
S =

∑k
p,q=1 Sp,q.

i
2
dzp ∧ dzq

û�²�´¶¹<³�ÄCÜ · ÓÅ½¿¸1À"·P¼<È�·]·�À�ÄBÜÞ¹<¼<½¿ÈP½¿À"Á¶ºY´-¼
Ô¶àÅà<Ä3½+��¹Å·gÄ3·OÀA�ÅÁP´-³)�PÕ=·gÂ<·�Â<ÁPÈ�´-Õ4à8´-¸1½¿ÀÉ½¿´-¼NÂ<·ÑéM·Pê8·P¸1ß-¹<·  dÈ0�<Ô6��¹<·ÌÕ=·P¸1¹<³"·

Sp,q

û � ¼�Ô H

Sabs =
k∑

p,q=1

(Sp,q)abs.
i

2
dzp ∧ dzq

·�À
Ssing =

k∑

p,q=1

(Sp,q)sing.
i

2
dzp ∧ dzq

²�´-¹<³ Ä Ô¬à8´-¸"½ ÀÉ½ ¾�½ ÀÉÁÖºÅ´-¼ú¹ÅÀÉ½¿Ä3½¿¸"·]Ä3Ô£È�Ô¶³"Ô¶È�À"ÁP³"½¿¸ÉÔÖÀ"½3´-¼N¸1¹<½¿¾ÖÔ¶¼YÀ"· & +�� -BºÅÄ3·PÕ=Õ=·
4.4.3

( H

Ú\«�� �E« */© */©('*)?� 9�� ���87.�%$
T
=� �
�� =� �.�9�

(1, 1)
 ? $ 
�� ? � $ � 5 ? ��� U ? �0 �$ ?  ����  #  ��%$ ? ��
�� � �$�� � $  65 7 # �<�<�  (ηj)2≤j≤k

=� 5B� � #  ? =.� � ���9 ��%$��  ;�<�  ? � 9��  �	 9��  ��%$ ? 9�� � ? $ 7.�%$ ? � � 7 #  ? ���  

Tη := T ∧ i

2
η2 ∧ η2 ∧ · · · ∧ i

2
ηk ∧ ηk

 ? $ 
�� ? � $ �<J. ED



�	�$��� ��� ��������� ���"
 �

è�´-½¿À
(ηj)2≤j≤k

¹<¼<·�À"·PÄ3Ä¿·Gµ±ÔÖÕ4½¿Ä3Ä3·Öû�²A¹<½3¸)��¹<·
S
·P¸�ÀAà@´¶¸"½¿À"½¿µWº

Sη := S∧ i
2
η2∧η2∧· · ·∧ i

2
ηk∧ηk·�¸1À�¹<¼<·]Õ=·P¸1¹<³"·7à@´¶¸"½¿À"½¿¾¶·¶û�Ç]´-¼ÅÈ]Ä3·�¸ Õ=·P¸1¹<³"·�¸

(Sη)abs
·�À

(Sη)sing
Â<·]¸"ÔÌÂ<Á�ÈP´-Õ=à@´¶¸"½¿À"½3´-¼dÂ<·

éM·�ê@·�¸"ß-¹<·÷¸"´-¼YÀ7à@´-¸1½¿À"½¿¾-·�¸Pû � ¼ Ôdà/Ô¶³7Ô¶½3Ä¿Ä3·�¹<³"¸
Sη = (Sabs)η + (Ssing)η

ûG,�´-Õ=Õ=·ÑÄ¿·P¸�ÈP´�·�µ ç
�<ÈP½3·�¼YÀÉ¸OÂ<·

η
¸1´-¼YÀgÈP´-¼Å¸1À ÔÖ¼�À"¸Pº@Ä3·P¸7Õ=·P¸"¹Å³"·P¸

(Sabs)η

·�À
(Ssing)η

¸"´¶¼�ÀO³"·P¸1à@·�È�À"½¿¾-·�Õ4·�¼YÀ�Ô¶ê�ç
¸1´-Ä3¹ÅÕ4·�¼�À È�´-¼YÀÉ½¿¼�¹Å·P¸ ·�À ¸1½3¼<ß¶¹<Ä3½+�P³"·�¸PûÅé\ÜÞ¹<¼<½¿ÈP½ ÀÉÁOÂ<·gÄ3Ô÷Â<Á�ÈP´-Õ=à@´¶¸"½¿À"½3´-¼0Â<·�éM·Pê8·P¸"ß¶¹<·�Â<´-¼<¼<·
(Sabs)η = (Sη)abs

·�À
(Ssing)η = (Sη)sing

º/ÈP·1��¹<½&Á�ÀÉÔ¶ê<Ä3½ À�Ä3Ôdà8´-¸1½¿ÀÉ½ ¾�½¿ÀÉÁ7Â<·
Sabs

·øÀ
Ssing

û
²
ÔÖ¸"¸"´¶¼<¸OÔ¶¹�ÓúÂ<·P¹�Ó�à<³1´-à<³1½3Á�À"ÁP¸�û�,�´¶Õ4Õ=·�´-¼�ÄCÜ Ô£µ±Ô¶½ À à@´-¹Å³

Sη

º/´-¼?Õ=´-¼YÀÉ³1·1��¹Å·÷Ä ÔdÕ=·øç
¸1¹<³"·dÀÉ³"Ô¶ÈP·

σS := S ∧ (ddc ‖ z ‖)k−1 ¾-Á�³"½ �/· (σS)abs = σSabs

·�À
(σS)sing = σSsing

ûMè�½AÄ Ô
Õ4Ô¶¸1¸"·ÑÂ<·

S
·P¸�À]ê8´-³"¼ÅÁP·¶º

σS

·�¸1À7¹<¼<·ÑÕ4·�¸"¹<³1· �<¼<½3·�·�À�Ä¿·P¸ Õ4·�¸"¹<³1·P¸�à@´¶¸"½¿À"½¿¾¶·P¸
σSabs

º
σSsing¸1´-¼YÀ �/¼<½¿·P¸�û�é&Ô?Õ4Ô¶¸1¸"·0ÂÅ·

Sabs

·�¸1À¬ÂÅ´-¼<È �<¼<½3·Öº�àÅ¹<½3¸)��¹Å·�Ä ÔØÕ4·�¸"¹<³1·4À"³ÉÔ¶È�·0Â�ÜÞ¹<¼ È�´-¹<³ÉÔÖ¼�À
à8´-¸1½¿ÀÉ½ µ]ÂÅ´-Õ4½¿¼<·NÄ3·�¸dÕ4·�¸"¹<³1·P¸�ç ÈP´�·1%=ÈP½¿·P¼YÀÉ¸4Â<·

Sabs

& +	� -Cº\Ä3·�Õ4Õ=·
4.2.2

(øû � ¼Kà<³"´�È$��Â<·úÂ<·
Õ43PÕ=·gà8´-¹<³

Ssing

û:éM·gÂ<·P¹�ÓÅ½+�PÕ=·�à@´-½¿¼YÀ ¸"·�Õ4´¶¼�À"³"·gÂ<·�Õ4Ô¶¼<½+�P³"·g½¿Â<·P¼YÀ"½2��¹<·¶û
2

�Ñ­(°/ A°��Pä)®(ä)°8å */© */© � 32� �  ��%$
U, V

=� ? � �-J. ���$ ? =� Ck � φ : U → V
��� 
���!������ # � ��
 !�� ? #   �$

S
� � 9�� ���87.�%$G
�� ? � $�� 5 ? ��� V =� �
�� =� �.�9�

(1, 1)
D ,,� 7 L

(φ∗S)abs = φ∗Sabs
 �$

(φ∗S)sing = φ∗Ssing

� � � ? 
0�9��9�� ? � #  ��%$"� ? � Sabs =
∑k

p,q=1 hp,q(w).dwp ∧ dwq ? � � V ��� �$7 L

φ∗Sabs =
k∑

p,q=1

hp,q(φ(z)).dφp(z) ∧ dφq(z) ? � � U

�������������� ! ��#$��� %&Æ Ä�¸1¹�%dÀ]ÂÅ·ÑÕ=´-¼YÀÉ³1·P³ Ä¿·P¸ Á$��¹<½ ¾ÖÔ¶Ä3·�¼<ÈP·�¸7¸1¹<½¿¾ÖÔ¶¼YÀÉ·�¸ H

S � m⇐⇒ φ∗S � m
·�À

S⊥m⇐⇒ φ∗S⊥m & ò û ò (
ÒA¼�·87�·øÀ�º�·PÄ¿Ä3·P¸G·P¼YÀ"³ÉÔ ;3¼<·P¼YÀ ��¹Å·

φ∗Sabs +φ∗Ssing
·P¸�À�¹<¼Å·]Â<Á�ÈP´-Õ=à@´¶¸"½¿À"½3´-¼dÂ<·]éM·Pê8·P¸"ß¶¹<·]Â<·

φ∗S
û9,�´-Õ=Õ4·

(φ∗S)abs + (φ∗S)sing
·P¼Ø·P¸�À7¹Å¼<·�Ô¶¹ÅÀ"³"·¶ºÅÄBÜÞ¹<¼<½3È�½¿À"Á]Â<·gÈ�·�À"À"·�Â<ÁPÈ�´-Õ4à8´-¸1½¿ÀÉ½¿´-¼

&)È�µ�à<³1´-à@´¶¸"½¿À"½3´-¼ ò û ò û ì (Ñà8·P³1Õ4·øÀ¬Â<·�È�´-¼<È�Ä3¹<³1·¶û;ó�´¶ÀÉ´¶¼<¸¬Ô¶¹Å¸"¸"½ ��¹�Ü ½¿Ä�¸1¹�%dÀ£Â<·�Õ=´-¼YÀÉ³1·P³÷Ä¿·P¸
È�´-¼<Â<½ ÀÉ½¿´-¼<¸G¼<ÁPÈ�·P¸"¸"Ô¶½3³1·P¸ Â<·�¸�ÈP·�¸ Á$��¹<½ ¾¶ÔÖÄ3·P¼ÅÈP·P¸ H�Ä¿·P¸�È�´-¼<Â<½ ÀÉ½¿´-¼<¸G¸"¹�%=¸ÉÔÖ¼�À"·P¸ ¸�Ü ·�¼NÂ<ÁPÂ<¹Å½3¸"·�¼YÀ
·�¼?ÔÖà<à<Ä3½+��¹/Ô¶¼YÀ

(φ−1)∗
û

�OÁ�³"½ �/´-¼<¸�Ä3Ô�à<³"·�Õ4½+�P³1·¶û�²�´-¹<³&¸"½¿Õ4àÅÄ3½+�<·P³8Ä3·P¸M¼Å´¶À ÔÖÀ"½3´-¼Å¸Pºø´-¼gÀÉ³ÉÔÖ½¿ÀÉ·
Ä3·;ÈPÔ¶¸MÂ<·\Ä Ô�ÂÅ½3Õ=·P¼<¸1½3´-¼
2
û8è�´-½ À

χ(z) =
∑2

p′,q′=1 χp′,q′(z)dzp′ ∧ dzq′
¹<¼<·

(1, 1)
µ)´-³1Õ4·OÀ"·P¸�À7¸1¹<³

U
û � ¼�Ô H

〈φ∗S, χ〉 = 〈S, (φ−1)∗χ〉 = 〈S,
2∑

p′,q′=1

χp′,q′(φ
−1w) . d(φ−1)p′(w) ∧ d(φ−1)q′(w)〉

=
2∑

p′,q′=1

2∑

p,q=1

∫

V

(
hp,q(w) . dwp ∧ dwq

)
∧
(
χp′,q′(φ

−1w) . d(φ−1)p′(w)∧ d(φ−1)q′(w)
)



� ��� ��� � �.� 	��	� ���5	 ���������$�����,� 
 ��� � ��� � 	"
 	�!�	 	
��� 	�
 � 	 �
��� ���"


é&Ô¬µ)´-³"Õ÷¹<Ä3·OÂÅ·ÑÈ0�<Ô¶¼<ß-·�Õ4·�¼�À7Â<·g¾ÖÔ¶³"½3Ô¶ê<Ä¿·O·P¼YÀÉ³"Ô ; ¼Å· H

〈φ∗S, χ〉 =

2∑

p′,q′=1

2∑

p,q=1

∫

U

(
hp,q(φ(z)) . dφp(z) ∧ dφq(z)

)
∧
(
χp′,q′(z) . dzp′ ∧ dzq′

)

� ¼ú´-êÅÀÉ½¿·P¼YÀ�Ô¶½¿¼<¸"½�ÄCÜ · Ó�à<³"·�¸"¸"½¿´-¼úÂ<·
φ∗S
º���¹<½&·P¸�À�ê<½3·�¼ú¹Å¼�È�´-¹<³ÉÔÖ¼�À7Ô¶êÅ¸"´-Ä¿¹<Õ4·�¼YÀ ÈP´-¼YÀÉ½¿¼�¹�û

� ¼�·P¼�Â<Á�Â<¹<½ ÀOÄ Ô=ÈP´-¼ÅÂ<½¿À"½3´-¼�¼<ÁPÈ�·P¸"¸"Ô¶½3³1·£Â<·¬Ä3Ô4Â<·�¹�Ó�½2�PÕ=·¬Á���¹Å½¿¾ÖÔ¶Ä3·�¼<ÈP·÷Â<·'& ò û ò ( û�²�´-¹<³
È�·PÄ Ô�º�´¶¼0ÁPÈ�³"½ À

S
¸"´¶¹<¸�Ä3Ô�µ)´-³1Õ4·

S = (φ−1)∗φ∗S = (φ−1)∗(φ∗S)abs +(φ−1)∗(φ∗S)sing

û�,�·
��¹<·=ÄBÜÞ´-¼�¾�½3·P¼YÀÑÂ�ÜÞÁ�ÀÉÔ¶ê<Ä3½¿³OÕ=´-¼YÀÉ³"·���¹<·

(φ−1)∗(φ∗S)abs � m
û�²A¹<½¿¸���¹<·

S⊥m à/Ô¶³ �&%�à@´ÖçÀ����P¸1·¶ºYÈP· È�´-¹<³ÉÔÖ¼�À\·�¸1À\¼�¹<Ä/à/ÔÖ³;¹<¼<½¿ÈP½¿À"Á�Â<· Ä Ô7Â<ÁPÈ�´-Õ4à8´-¸1½¿ÀÉ½¿´-¼¬Â<· éM·�ê@·�¸"ß-¹<·Öû�Ç]´-¼<È
(φ∗S)abs·�¸1À7Ô¶¹<¸1¸"½&¼�¹<ÄM·�À

φ∗S = (φ∗S)sing

·P¸�À�¸"½3¼Åß-¹<Ä3½¿·P³�ºÅÈP·1��¹<·ÑÄBÜÞ´-¼�¾-´¶¹<Ä Ô¶½ À�û
2

é&Ô=ÂÅÁ��/¼<½ ÀÉ½¿´-¼N¸"¹<½ ¾ÖÔ¶¼YÀÉ·ÑÔdÔ¶Ä3´-³1¸ ¹<¼Ø¸"·�¼<¸ H
Ê �+* å�ä5®(ä±°8å *:© */© . 32� � $

S
� � 9�� � �87.�%$ 
�� ? � $�� 5 ? � � � �� J�7.��� ��$ � 9�� # 
 �  8A  Mk D�,,��=.� $

���% 
S
 ? $+7�
 ? ��� � #  ��%$�9�� �%$�� �%� . �9 ? 
 D ? � ���.�-� �  �� 0 ? � ? � �  8A 
0�9 ?�? �:� � = 7.� ? 9�!&7 ���% 9 7.��$   ? $ 7�
 ? ��� � #  ��%$�9�� �%$�� �%� . �9 ? 
 D ? � ���.��� �  �� 0 D ,,� � � $  7C��� � ? S � m

. �9 ? 
 D S⊥m 0 D
� ¼�´-ê<¸1·P³�¾-·  Ñà<³"Á�¸"·P¼YÀ���¹<·7Ä Ô�Â<ÁPÈ�´-Õ4à8´-¸1½¿ÀÉ½¿´-¼=Â<·OéM·Pê8·P¸1ß-¹<·OÂÅ·P¸�È�´-¹<³"Ô¶¼YÀÉ¸�à8´-¸"½ ÀÉ½ µ)¸G·�¸1À

ê<½¿·P¼ØÂ<Á8�/¼<½3·�¸1¹<³ ¹<¼<·g¾ÖÔ¶³"½¿Á�ÀÉÁgÈ�´-Õ=à<Ä3· ÓÅ· H
ËÌ°:­(°@¯±¯)Î/ä±­(«$*/© *:© , 32� � $

S
��� 9�� ���87.�%$"
�� ? � $ � 5 ? ��� ���� >J�7.��� ��$ ��9�� # 
 �  8A  Mk D � �  8A � ? $  ��� � �%�����% 9�� � 
 �  �=� 9�� � �87.�%$ ? Sabs

 �$
Ssing ? � � Mk $  ;�?���% L

S = Sabs + Ssing
7CJ. �9

Sabs � m
 �$

Ssing⊥m
�� 
 � � ? � Sabs

 �$
Ssing ? � �%$2
�� ? � $ � 5 ? D

�������������� �!"��#$��� %Gè�´-½ À
U
¹<¼S´-¹Å¾¶·P³1ÀÌÂ<·

Mk ·�À ξ : U → Ck ¹Å¼<·4ÈPÔ¶³1À"·¶û�è�¹Å³ U ºM´-¼à8´-¸"·
Sabs := ξ∗(ξ∗S)abs

û@²
Ô¶³OÂÅÁ��/¼<½ ÀÉ½¿´-¼ Â�ÜÞ¹<¼�ÈP´¶¹<³ÉÔ¶¼YÀgà8´-¸1½¿ÀÉ½ µ;¸1¹<³O¹<¼<·Ì¾¶ÔÖ³"½3ÁøÀÉÁÖº
ξ∗S

·�¸1À
à8´-¸"½ ÀÉ½ µ
¸1¹<³

ξ(U)
û8Ç÷Ü Ô¶à<³)�P¸OÄ3Ô=àÅ³"´-à8´-¸"½ ÀÉ½¿´-¼ ò û ò û ì�º

(ξ∗S)abs

·P¸1ÀOÔ¶¹<¸1¸"½�à@´-¸1½¿À"½¿µ;·øÀ]ÂÅ´-¼<È
Sabs·�¸1À à8´-¸"½ ÀÉ½ µ�¸"¹Å³

U
ûÅÆ Ä8³"·P¸�ÀÉ·  ÌÕ4´-¼YÀ"³"·P³ ��¹<·OÈP·øÀ"À"·OÂ<Á��<¼<½¿À"½3´-¼4¼<·OÂ<Á�à@·�¼<ÂNà/Ô¶¸�ÂÅ·]Ä ÔÑÈ�Ô¶³�ÀÉ·

ξ
û

è�½
η : U → Ck ·P¸�À7¹Å¼<·ÑÔ¶¹ÅÀÉ³1·�È�Ô¶³�ÀÉ·¶º/´¶¼�Ô H

ξ∗(ξ∗S)abs = ξ∗
(
ξ∗(η

−1)∗η∗S
)

abs
= ξ∗

(
(η ◦ ξ−1)∗η∗S

)
abs²A¹<½¿¸���¹<·

η ◦ ξ−1 : ξ(U) → η(U)
·P¸�À�¹<¼NêÅ½2�<´-Ä¿´-Õ=´-³"à��Å½3¸"Õ=·¶ºÖÄ ÔÑà<³"´-à8´-¸1½¿ÀÉ½¿´-¼ ò û ò û 1 ÂÅ´-¼<¼<· H

ξ∗(ξ∗S)abs = ξ∗
(
η ◦ ξ−1

)∗
(η∗S)abs = η∗(η∗S)abs

� ¼úà<³"´�È$��Â<·�Â<·�Õ 3�Õ4·gà8´-¹<³ Â<Á8�/¼<½¿³
Ssing

û
2

ó7´¶¹<¸¬½3¼YÀ"³"´�Â<¹<½3¸1´-¼<¸ÌÕ0Ô¶½¿¼YÀÉ·P¼<Ô¶¼YÀ¬Ä Ôú¼<´¶À"½3´-¼ ÂÅ·�ÈP´-¹Å³ÉÔ¶¼YÀ
f
ç ½3¼Y¾ÖÔ¶³1½ Ô¶¼YÀÑà@´¶¹<³÷¹<¼{·�¼<Â<´Öç

Õ=´-³"à��<½3¸1Õ4·-�Å´-Ä3´-Õ=´-³1à��<·
f
Â<·
Pk º<ÂÅ·ÑÂÅ·Pß-³1Á d ûè�´-½ À

ωFS

Ä Ô4µ)´¶³"Õ=·÷Â<·dï/¹<ê<½¿¼<½ çWè�ÀÉ¹ÅÂ�%Ø¸"¹<³
Pk û�ó7´¶¹<¸gÔ¶à<à8·PÄ¿Ä3´-¼Å¸]Õ=·P¸"¹Å³"·£Â<·£éM·�ê@·�¸"ß-¹<·¸1¹<³

Pk Ä Ô¬µ)´-³1Õ4·g¾¶´-Ä3¹<Õ=· m := ωk
FS

û:²�´-¹<³ ÀÉ´-¹ÅÀ�È�´-¹<³ÉÔÖ¼�À7à8´-¸"½ ÀÉ½¿µ
S
Â<·Ñê<½¿Â<·Pß-³1Á

(j, j)
¸"¹<³

Pk º8Ä ÔdÕ=·P¸"¹Å³"·÷À"³ÉÔ¶È�·÷Â<· S ÂÅÁP¸"½¿ß-¼<·ÌÄ Ô4Õ=·P¸1¹<³"· σS := S ∧ ωk−j û�é&Ô0Õ4Ô¶¸"¸1·÷Â<· S ·P¸1À]à/Ô¶³Â<Á8�/¼<½ ÀÉ½3´¶¼NÁPßYÔ¶Ä¿·1 
σS(Pk)

û
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f
���
 �� =�� # � � 
 !�� ? #  !������ # � � 
 !% 
=� Pk =� �=� �.�9�

d
� Cf ? � � �� ?  # 
E�  �9���� $ �����% ��F �$ X := f−1(f(Cf ))

D�,,� � � $  
f̃
� 7 �9 ? $ ���:9�$��:� � =� 

f
�
Pk \X D�32� � $

S
� � 9�� ���87.�%$&
�� ? � $ � 5 ? � � Pk =� 
�� =� �.� �

(j, j)
D ,,� =.� $?���! 

S
 ? $ f " � ��J�7.��� 7.�%$ ? � ? 7 # 7 ?�?   ? $ 
;� �����   �$ ? � � @  8A $  �� ? �:� � $����<J � 7C�  
=� f̃ ∗S

� $��87CJ. �� ? X � � � $ �  f ∗S
�, ? $,� � 7C�  �� dj.S

D

ó7´¶¹<¸g¾-·P³1³"´-¼Å¸ ��¹<·=Ä3·P¸gÈ�´-¹<³"Ô¶¼YÀÉ¸ÑÂ<·4Ä3ÔNÂ<ÁPÈ�´-Õ4à8´-¸1½¿ÀÉ½¿´-¼�Â<·=éM·Pê8·P¸1ß-¹<·=Â<¹EÈ�´-¹<³ÉÔÖ¼�ÀÑÂ<·
ñg³"·�·P¼úÂ<·

f
& ��¹<½&¸"´-¼YÀ�à8´-¸"½ ÀÉ½¿µ5¸PºÅ¼Å´-¼�¼ÅÁPÈP·�¸"¸"Ô¶½3³1·PÕ=·P¼YÀ µ)·P³"Õ=ÁP¸9(�¸"´-¼YÀ

f
ç ½¿¼Y¾¶ÔÖ³"½ ÔÖ¼�À"¸Pû

²A³"Á�ÈP½3¸1´-¼<¸ Ä Ô�Â<Á��/¼Å½¿ÀÉ½¿´-¼�û�éM·�ÈP´-¹<³"Ô¶¼YÀ
f̃ ∗S

·P¸1À�ê<½3·�¼0Â<Á8�/¼<½8¸"¹<³
Pk \X à/Ô¶³GÂ<¹/Ô¶Ä¿½¿ÀÉÁÖºYÈ�Ô¶³

f̃
·P¸�À�Ä¿´�ÈPÔ¶Ä3·�Õ4·�¼YÀ\½3¼<�1·�È�ÀÉ½ ¾-· ¸"¹Å³ È�·�ÀG·P¼Å¸"·PÕ÷ê<Ä3·Öû�éM´-³1¸���¹�ÜÞ·PÄ¿Ä3· ·øÓ�½3¸�ÀÉ·Öº�ÄCÜ · Ó�ÀÉ·P¼Å¸"½3´¶¼=À"³"½¿¾�½3Ô¶Ä3·�ÂÅ·

f̃ ∗S
 ¬ÀÉ³"Ô�¾¶·P³1¸

X
·P¸�À]ÂÅÁ��/¼<½¿·�Ô¶¹Ø¾-´-½¿¸"½3¼<Ô¶ß-·

W
Â�Ü ¹<¼úà8´-½3¼YÀ

x ∈ X
à/Ô¶³ H

∀φ ∈ Dk−j,k−j(W ) , 〈f ∗S, φ〉 = lim
ε→0

〈f̃ ∗S, χε.φ〉

´$3
(χε)ε>0

·P¸�ÀA¹<¼<· µ±Ô¶Õ4½¿Ä3Ä¿·AÂ<·�µ)´-¼<ÈøÀÉ½3´¶¼<¸
Ä¿½3¸"¸1·P¸� ]¸"¹<àÅà@´-³�ÀAÈP´¶Õ4à/ÔÖÈ�À;Â<Ô¶¼<¸
W \X º(¾-Á�³"½+�/Ô¶¼YÀ

0 ≤ χε ≤ 1
·øÀ4Á�ßYÔ¶Ä¿·� 

1
·�¼�ÂÅ·$�<´-³1¸dÂ<¹

ε
ç ¾¶´-½3¸1½3¼/Ô¶ß¶·NÂ<·

X
ûAÇ÷Ü Ô¶à<³)�P¸=Ä3·�ÀA�ÅÁP´-³)�PÕ=·NÂ<·

È�´-¼Y¾-·�³"ß-·�¼<ÈP·¬ÂÅ´-Õ4½¿¼<ÁP·Öº<ÄBÜÞ·øÓ�À"·P¼<¸1½3´-¼NÀÉ³1½¿¾�½ ÔÖÄ3·]ÂÅ·
f̃ ∗S

·øÓ�½¿¸1ÀÉ·�¸1¹<³
Pk Â���¸���¹Å·Ì¸"Ô=Õ4Ô¶¸"¸1·�·P¸1Àê8´-³1¼<ÁP·ÑÔ¶¹Ø¾-´-½¿¸"½¿¼/Ô¶ß-·gÂ<·

X
û

²A³"Á�ÈP½3¸1´-¼<¸C��¹<· Ä3´¶³"¸���¹<·
S
·P¸�À\Â<· Ä Ô�µ)´-³"Õ=·

S = ddcv
¸"¹Å³

f(W )
ºÖ´�3

v
·P¸�À\¹<¼<· µ)´-¼<ÈøÀÉ½3´¶¼
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�= �$

S. �9 ? 
 D ν 0 � � 9�� ��� 7.�%$�
�� ? � $ � 5 f " � ��J�7.��� 7.�%$ =� 
�� =� �.�9� (1, 1)
. �  ? 
 D ���� #  ? ���9 
�� ? � $ �<J. 

f
" � ��J�7.��� 7.�%$  0
? � � Pk � �� �9�!&7.� �� 7.�%$ 
&7 ? �  ?  �� ?  # 
E�  ? 7.� 7C��� $ �����% ? D � ��� � ? �  ? 9�� � �87.�%$ ?

Sabs

 �$
Ssing

. �9 ? 
 D6�  ? #  ? ���9 ? νabs

 �$
νsing 0 =� ? 7 =���9�� # 
�� ? � $ �:� � =� >F  

� ? �.�% ? � �%$7.� ?�? � f " � ��J�7.��� 7.�%$ ? D

�������������� ! ��#$��� % ,�´-Õ4Õ=·P¼��P´-¼<¸&à/ÔÖ³�ÀÉ³ÉÔÖ½¿ÀÉ·�³�Ä3·
ÈP´-¹<³"Ô¶¼YÀ
Sabs

º�´-¼�à<³"´�È$��Â<·P³"Ô¶½¿À&ÂÅ·AÕ 3�Õ4·
à8´-¹<³\Ä3Ô�à<Ô¶³1À"½3· ¸"½¿¼<ß-¹<Ä¿½2�P³1·¶û��]ÁP³1½+�/´-¼Å¸:��¹<·�ÈP·�ÈP´¶¹<³ÉÔ¶¼YÀ ·P¸�À

f
ç ½3¼Y¾ÖÔ¶³1½ Ô¶¼YÀA¸1½8½¿Ä<¸ÉÔ ÀÉ½3¸�µ±Ô¶½¿À &±È�µ�Ä3·P¸

¼Å´¶À ÔÖÀ"½3´-¼Å¸ à<³"Á�ÈPÁPÂÅ·P¼YÀÉ·�¸ (CH
f̃ ∗Sabs = d.Sabs

¸"¹Å³
Pk \X & ò û ö (

ï�½ Ó�´-¼<¸! 0ÈP·øÀg·�7@·�À]¹<¼ ¾-´-½¿¸"½¿¼/Ô¶ß-·
W
Â�ÜÞ¹<¼�à@´¶½3¼YÀ

x ∈ X
·�À
φ
¹<¼<·÷µ)´¶³"Õ=·ÑÀ"·P¸1ÀO¸"¹<³

W
ÂÅ·

êÅ½3Â<·�ß-³"Á
(k − 1, k − 1)

û � ¼�Ô=ÔÖÄ3´-³1¸Pº<à/ÔÖ³ Â<Á��/¼Å½¿ÀÉ½¿´-¼NÂ<·�ÄBÜÞ·øÓ�À"·P¼<¸1½3´-¼ØÀÉ³1½¿¾�½ Ô¶Ä¿· H

〈f ∗Sabs, φ〉 = lim
ε→0

〈f̃ ∗Sabs, χε.φ〉 = lim
ε→0

〈dSabs, χε.φ〉
& ò û ô (

é&Ô=Â<·P³1¼<½2��³"·÷Á�ßYÔ¶Ä¿½¿ÀÉÁ�à<³1´�¾�½¿·P¼YÀOÂÅ· & ò û ö ( H:à@´¶¹<³�À"´-¹ÅÀ
ε > 0

º8´¶¼ Ô4¸1¹<à<à
(χε.φ) ⊂ W \X û

ÇÌÜ Ô¶àÅ³��P¸�Ä Ôgà<³"´¶à@´-¸1½¿À"½3´-¼ ò û ò û ì(ç�& ò (øº &Bö ( ºYÄ3· ÈP´¶¹<³ÉÔ¶¼YÀ
Sabs

·�¸1À�ÂÅ·]Õ4Ô¶¸"¸1·7ê8´-³"¼ÅÁP·�¸"¹<³
Pk ·øÀ�¼<·È0�<Ô¶³"ß-·Ñà/Ô¶¸�ÄBÜÞ·P¼Å¸"·PÕ÷ê<Ä3·�Ô¶¼<Ô¶Ä+%�ÀÉ½+��¹<·

X
û:éM·�À��<ÁP´¶³��PÕ=·ÑÂ<·�ÈP´-¼Y¾-·�³"ß-·PÔ¶¼<È�·¬Â<´-Õ=½3¼<Á�·gÕ4´¶¼�À"³"·

ÔÖÄ3´-³1¸ ��¹<· Ä3·GÕ4·�Õ¬ê<³"·GÂ<· Â<³"´-½ ÀÉ·GÂ<· & ò û ô (&·�¸1À
ÁPßYÔ¶Ä= 〈dSabs, φ〉
û � ¼£Ô�Â<´-¼<È

f ∗Sabs = d.Sabs¸1¹<³
Pk û
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U ⊂ Pk \ X ¸"¹<³gÄ¿·$��¹<·PÄ f ·P¸1ÀÑ½¿¼<�1·PÈøÀÉ½¿¾¶·¶û�Ç÷Ü ÔÖà<³���¸Ä3Ô÷à<³"´¶à@´-¸1½¿À"½3´-¼ ò û ò û 1 º�´-¼ØÔ¬ÄCÜ ½¿Â<·P¼YÀÉ½ ÀÉÁ
f|U

∗Sabs =
(
f|U

∗S
)

abs

û9,�´-Õ=Õ=·
S
·P¸1À

f
ç ½¿¼Y¾¶ÔÖ³"½ ÔÖ¼�ÀPº

´-¼EÔ
f|U

∗S = d.S
¸"¹<³

U
º�È�· ��¹<½G·P¼YÀ"³ÉÔ ;3¼<· (

f|U
∗S
)

abs
= d.Sabs

¸1¹<³
U
û � ¼E·P¼âÂ<ÁPÂÅ¹<½¿À

f|U
∗Sabs = d.Sabs

¸"¹<³
U
º/ÈP·1��¹<·ÑÄBÜÞ´-¼�¾-´¶¹<Ä Ô¶½ À�û

é&Ô0Â<Á�Õ4´-¼Å¸1ÀÉ³"ÔÖÀÉ½¿´-¼?·�¸1Àg½¿Â<·P¼YÀ"½2��¹<·¬à8´-¹<³7¹<¼<·¬Õ=·P¸1¹<³"·
ν
û�Æ Ä�¸"¹�%dÀ �1¹Å¸1ÀÉ·÷Â<·¬³"·�Õ0ÔÖ³���¹<·P³

��¹<· ÄBÜ Ô¶¼/Ô¶Ä¿´-ß-¹<·\Â<·GÄ Ô�à<³"´-à8´-¸1½¿ÀÉ½¿´-¼ ò û ò û 1 ·P¸�À;·P¼ÅÈP´-³1· ¾ÖÔ¶Ä ÔÖê<Ä3·Aà8´-¹<³�¹<¼<·�Õ=·P¸1¹<³"·Gà8´-¸"½ ÀÉ½¿¾¶·¶û
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ÇOÔ¶¼Å¸AÈP·�À1ÀÉ· à/ÔÖ³1ÀÉ½¿·¶º ¼<´-¹<¸
³ÉÔ¶à<à8·PÄ¿´-¼<¸�Ä Ô]Â<Á8�/¼<½ ÀÉ½3´¶¼÷Â<¹dÈP´¶¹<³ÉÔ¶¼YÀAÂÅ· ñ�³1·P·�¼�º¶Â<·�Ä Ô]Õ=·P¸1¹<³"·

Â�ÜÞÁ$��¹<½¿Ä3½¿ê<³"·�Â�ÜÞ¹<¼N·P¼<ÂÅ´-Õ4´¶³"à��<½¿¸"Õ=·
f
Â<·
Pk º�·�À
��¹Å·PÄ2��¹<·�¸�ç ¹<¼<·P¸ ÂÅ·OÄ3·�¹<³"¸ à<³"´-àÅ³"½3ÁøÀÉÁ�¸Pû<²�´-¹<³à<Ä¿¹<¸ Â<·�Â<ÁøÀ Ô¶½¿Ä3¸PºÅ´-¼ØÈP´-¼<¸1¹<Ä¿À"·P³"Ô=Ä¿·gÄ3½¿¾�³1·OÂ<·Ìè�½3ê8´-¼&% + è�-Cº:Ô¶½3¼<¸1½/��¹<·�ÄBÜ Ô¶³1À"½3È�Ä3·�+ÞïAè<ö2-Bû

è�´-½ À
F
·P¸1À�¹<¼0³1·PÄ¿·�¾-Á�à8´-Ä+%�¼<´-Õ=½ ÔÖÄÅÂ<·

f
 
Ck+1 \{0} ·�À GF := limn→∞

1
dn log ‖F n ‖ ûéAÜÞ·øÓ�½3¸�ÀÉ·P¼ÅÈP·gÂ<·7ÈP·�À1ÀÉ·]µ)´¶¼<È�À"½3´-¼4·P¸1À Ô¶¸"¸1¹<³"Á�·Oà/Ô¶³ ÄBÜ �<´-Õ=´-ß-ÁP¼ÅÁP½¿À"Á ·�À�Ä¿·7ÈPÔ¶³ÉÔÖÈ�ÀA��³"·O¼Å´-¼�Â<Á�ß-Áøç

¼<Á�³"Á Â<·
F
û Ò\Ä¿Ä3·G·P¸�À

psh
º(ÈP´-¼YÀ"½3¼�¹<·¶º ·�À
ÈP´$#B¼<ÈP½¿Â<· Ô�¾¶·PÈ�Ä3Ô µ)´¶¼<È�À"½3´-¼ÑÂ<· ñg³"·�·P¼¬àÅÄ3¹<³1½3ÈP´¶Õ4à<Ä¿·øÓ�·

Ô�¾-·�È�à 4-Ä3·: 7ÄCÜ ½¿¼��/¼<½�Â<¹Ìê/Ô¶¸1¸"½3¼÷Â�Ü Ô À"ÀÉ³"Ô¶È�À"½3´-¼ÑÂ<· ÄBÜÞ´-³"½¿ß-½3¼<·AÂÅ·
F
û¶ÒAÄ¿Ä3·A¾-Á�³"½+�<·

GF ◦F = d.GF·øÀ7ÄCÜ ½¿Â<·P¼YÀ"½¿ÀÉÁ]¸"¹<½ ¾¶ÔÖ¼�À"·g¾¶ÔÖÄ Ô¶ê<Ä¿·]à8´-¹<³ ÀÉ´¶¹ÅÀ
z ∈ Ck+1 \ {0} ·�À λ ∈ C∗ H

GF (λ.z) = log |λ| +GF (z)
� ¼N·P¼NÂÅÁPÂ<¹<½ À���¹<·gÄ3ÔÑµ)´-¼<ÈøÀÉ½¿´-¼

GF
½3¼<ÂÅ¹<½¿À ¹<¼NÈP´¶¹<³ÉÔ¶¼YÀ à8´-¸1½¿ÀÉ½ µ�µ)·P³1Õ4Á

T
ÂÅ·Oê<½3ÂÅ·Pß-³1Á

(1, 1)¸1¹<³
Pk º/à/Ô¶³�Ä Ô£³"·�Ä ÔÖÀ"½3´-¼ π∗T := ddcGF

º/´$3
π : Ck+1 \ {0} → Pk Â<Á�¸"½¿ß-¼<·ÑÄ Ôdà<³"´<�1·�È�À"½3´-¼ÈPÔ¶¼<´-¼<½+��¹<· &)È�µ + è -Bº�Ã.��û�Ý÷û ì�û ò (øû>,�·]È�´-¹<³"Ô¶¼YÀ�·P¸�À�Â<·7Õ0ÔÖ¸"¸"·

1
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F
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f
ûGÐ ·PÕ4Ô¶³���¹<´-¼Å¸ ��¹<·�Ä3·úÈP´-¹<³"Ô¶¼YÀ�Â<·

ñg³"·�·P¼úÂ<·
f
·øÀ�Â<·P¸ ½¿À"ÁP³1ÁP¸

f p ÈP´$#B¼<ÈP½¿Â<·P¼YÀ�û
,�´-Õ=Õ4·=Ä3·=ÈP´¶¹<³ÉÔ¶¼YÀ

T
à@´-¸1¸���Â<·�Â<·�¸¬à@´ÖÀÉ·P¼YÀ"½3·PÄ¿¸ÌÄ¿´�ÈPÔ¶¹�ÓSÈ�´-¼YÀÉ½3¼�¹<¸�º�½¿Ä\·P¸1À÷à@´¶¸"¸"½¿ê<Ä3·=Â<·

Â<Á8�/¼<½¿³=Ä¿·P¸£à<³1´�ÂÅ¹<½¿À"¸
T j ÔÖ¹K¸1·P¼<¸4Â<·3��·PÂ�µ)´-³"Â�ç Ã
Ô?%�Ä3´¶³Pº;à8´-¹<³ j = 1, · · · , k ûAé&Ô Õ4·�¸"¹<³1·

µ := T k ·P¸1À7Ô¶àÅà@·�Ä3ÁP·�Ä3Ô¬Õ4·�¸"¹<³1·ÑÂ�Ü Á���¹Å½3Ä3½¿ê<³"·gÂÅ· f û
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U
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Pk � φ ���� 
5B� � 9�$��:� � à<¸)� ? � � U �  �$ σT j� 7 #  ? ���9 $��87�9  =� T j ? ��� U D � ��� � ? φ  ? $ � �%$ � �.�87�
E�  
�� ��� �  ? #  ? ���  ? σT j

 �$
µ
D�� �


&7.��$��:9��-� �  �� �
T j  �$ µ �� 9�!&7.� �� ��%$2
&7 ? �  ?  �� ?  # 
E�  ? 7.� 7C��� $������% ? D

�������������� �!"��#$��� %�ó�´-¹<¸ÌÀ"³ÉÔ¶½ ÀÉ´-¼Å¸ÑÄ¿·4ÈPÔ¶¸
j = 1

º�´¶¼ à<³"´�ÈPÁ�Â<·P³"Ô¶½¿ÀÌÂ<·4Õ 3�Õ4·dà8´-¹<³ÑÄ3·P¸
Ô¶¹�ÀÉ³"·�¸M¾¶ÔÖÄ3·P¹Å³"¸&Â<·

j
û � ¼Ìà8·P¹ÅÀ�¸1¹<à<à8´-¸"·�³���¹<·

U
·�¸1À�¹<¼Ñ´-¹Å¾¶·P³1À�³"·�Ä ÔÖÀ"½¿¾¶·PÕ=·P¼YÀ&ÈP´-Õ=à/Ô¶ÈøÀ&Â/Ô¶¼<¸

¹<¼?´-¹Å¾-·�³1ÀgÂÅ·÷ÈP´�´-³1Â<´-¼<¼<Á�·P¸
V
û � ¼ ¼Å´¶ÀÉ·

G
&±³"·�¸"à�û

v
( ¹<¼?à@´¶À"·P¼YÀÉ½¿·PÄ�ÈP´-¼YÀ"½3¼�¹ Â<·

T
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Â<·ÌÄ Ô£µ)´-³"Õ=·�Â<·¬ï/¹<êÅ½3¼<½Ùç�è�À"¹<Â�% (�¸"¹<³
V
û8Ç÷Ü Ô¶à<³���¸]ÄCÜ ½¿¼<ÁPßYÔÖÄ3½¿À"ÁOÂ<· ,
�<·P³1¼�çWéM·�¾�½¿¼<·øç ó7½3³1·P¼�ê8·P³"ß

& + è�-Cº:²A³"´-à�û/Ý÷û õÅû ô (øº<½¿Ä�·øÓ�½3¸�ÀÉ·�¹<¼<·�È�´-¼<¸1ÀÉÔ¶¼YÀÉ·
CU,V

ÀÉ·�Ä3Ä3·!��¹Å·4H
∫

U

|φ|ddcG ∧ (ddcv)k−1 ≤ CU,V

∫

V

|φ|dm. ‖G ‖∞,V . ‖ v ‖∞,V

éM·NÕ=·PÕ¬ê<³1·NÂ<·NÂ<³1´-½¿À"·�·P¸�À4ê8´-³1¼<Á¶º;ÈPÔ¶³£Ä3·�¸¬µ)´-¼<ÈøÀÉ½3´¶¼<¸
psh

¸"´-¼YÀ=Ä3´�È�Ô¶Ä¿·PÕ=·P¼YÀ¬½¿¼YÀÉÁPß¶³ÉÔ¶ê<Ä¿·P¸
à8´-¹<³AÄ3Ô�Õ=·P¸1¹<³"· Â<·�éM·Pê8·P¸1ß-¹<·Öû�,�·�Ä ÔgÕ=´-¼YÀÉ³"·���¹<·

φ
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ç ½3¼YÀÉÁ�ß-³ÉÔ¶êÅÄ3·�¸1¹<³
U
û�ÒA¼=à/Ô¶³�ÀÉ½3È�¹�ç

Ä¿½3·P³�º<ÄBÜÞ·P¼Å¸"·PÕ÷ê<Ä3· {φ = −∞} ¼�Ü ·�¸1À7à/Ô¶¸�È0�/Ô¶³1ß-Á�à/Ô¶³ σT
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j = 1

û<Ý&¾-·�È
Ä¿·P¸�¼<´¶ÀÉÔÖÀÉ½¿´-¼<¸gÂ<·dÄ3ÔØÂÅÁ��/¼<½ ÀÉ½¿´-¼ ò û ò û ò î�º�Ä3·£È�´-¹<³ÉÔÖ¼�À

f̃ ∗T
·P¸�À÷ê<½¿·P¼ Â<Á8�/¼<½\¸"¹<³

Pk \ X à/Ô¶³
ÂÅ¹/Ô¶Ä3½ ÀÉÁÖº/È�Ô¶³

f̃ : Pk \X → Pk \ f(Cf )
·�¸1ÀOÄ¿´�ÈPÔ¶Ä3·�Õ4·�¼YÀ ½3¼Y¾-·�³"¸"½¿ê<Ä3·Öû8é\ÜÞ½3ÂÅ·P¼YÀÉ½ ÀÉÁ

GF ◦ F =
d.GF

·�¼�À"³ÉÔ ;3¼<·

π∗f̃ ∗T = F ∗π∗T = F ∗ddcGF = ddcGF ◦ F = d.π∗T

¸1¹<³
Ck+1 \ π−1X

û � ¼�Ô=Â<´-¼<È¬ÄCÜ ½¿Â<·P¼YÀ"½¿ÀÉÁ
f̃ ∗T = d.T

¸1¹<³
Pk \X û�,�´-Õ=Õ4· T ¼<·ÌÈ0�/Ô¶³"ß¶·à<Ô¶¸OÄBÜÞ·P¼Å¸"·PÕ÷ê<Ä3·£ÔÖ¼/Ô¶Ä+%�À"½2��¹<·

X
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ÄCÜ · Ó�ÀÉ·P¼Å¸"½3´¶¼úÀ"³"½¿¾�½3Ô¶Ä3·7Â<·
f̃ ∗T

 £ÀÉ³"Ô�¾-·P³1¸
X
û

è�¹<àÅà@´-¸1´-¼<¸! 4à<³1ÁP¸"·�¼YÀ ��¹<·
f ∗T j = dj.T j à8´-¹<³ j ≥ 1

û@è�´¶½¿À
U
¹<¼ ´-¹�¾-·P³�ÀOÂ<·

Pk \X¸1¹<³�Ä¿·$��¹<·�Ä
f
·P¸�À�½¿¼<�1·PÈøÀÉ½ ¾-·¶º

f̃ : U → f(U)
Ä3Ô�³1·P¸�ÀÉ³"½¿ÈP½¿´-¼4ÂÅ·

f
 
U
º�·�À

χ
¹<¼<·

(j+1, j+1)µ)´¶³"Õ=·�ÀÉ·�¸1À3 E¸1¹<à<à8´-³1À�ÈP´-Õ=à/Ô¶ÈøÀ�Â/Ô¶¼Å¸
U
û�è�½

u
·P¸�ÀN¹<¼*à8´¶ÀÉ·�¼YÀÉ½3·�Ä]Â<·

T
¸1¹<³

f(U)
º ´-¼

´¶êÅÀÉ½¿·P¼YÀCH

〈f̃ ∗T j+1, χ〉 = 〈T j+1, f̃∗χ〉 = 〈ddc(u.T j), f̃∗χ〉 =

〈T j, u.ddc(f̃∗χ)〉 = 〈T j, f̃∗

(
u ◦ f̃ .ddcχ

)
〉 = 〈f̃ ∗T j, u ◦ f̃ .ddcχ〉 =

〈ddc
(
f̃ ∗T j.u ◦ f̃

)
, χ〉 = 〈f̃ ∗T j ∧ f̃ ∗T, χ〉

,�·øÀ"À"·£·øÓ�à<³"·�¸"¸1½3´-¼ ·P¸�ÀgÁPß-Ô¶Ä3·  〈dj+1T j+1, χ〉 à/ÔÖ³!�&%�à@´¶À����P¸1·dÂ<·¬³"Á�ÈP¹<³1³"·�¼<ÈP·Öû � ¼ Ô0Â<´-¼<È
f̃ ∗T j+1 = dj+1.T j+1 ¸"¹Å³ Pk \X ûY²A¹<½¿¸���¹<· X ¼�ÜÞ·P¸�À�à<Ô¶¸\È0�/Ô¶³"ß¶Á�à<Ô¶³ T j+1 ºY´-¼4Ô f ∗T j+1 =
dj+1.T j+1 ¸1¹<³ Pk û 2

ËÌ°:­(°8¯C¯)Î/ä)­ «$*/© */© * 0 F27 #  ? ���  µ = T k  ? $ ���� #  ? ���9 =� �
0�H� 
�7�
��<� � $ � � ��J�7.��� 7.�%$  ED

�������������� ! ��#$��� %�,�·�À1ÀÉ·ÑÕ4·�¸"¹<³1·�·P¸1À7¹<¼<·�Õ=·P¸1¹<³"·ÑÂ<·�à<³"´¶ê/Ô¶ê<½¿Ä3½¿À"ÁOÈ�ÔÖ³
T
·P¸�À]È�´ �<´-Õ=´Öç

Ä¿´-ß-¹<·  ?Ä Ôúµ)´-³"Õ=·4ÂÅ·Nï/¹<ê<½3¼Å½ ç�è�ÀÉ¹<Â�% & + è -Cº �
3.3
( ûAè�´-¼{½¿¼Y¾¶ÔÖ³"½ ÔÖ¼<ÈP·=à<³"´�¾�½3·�¼YÀ£Â<·�ÄCÜ ½¿Â<·P¼YÀÉ½ ÀÉÁ

f ∗µ = dkµ
·�À�Â<¹úÄ3·�Õ4Õ=· ò û ò û ò ì¬¸"½MÂ<·�¸"¸1´-¹<¸Pû

2

Ú\«�� �E« *:© */© * � 32� � $
ν
���� #  ? � �9 ? ��� Pk f

" � ��J�7.��� 7.�%$  �. � D� ED
f ∗ν = dkν 0 D � ��� � ? ν ? $ � ��J�7.��� 7.�%$  . � D� ED f∗ν = ν 0 D
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�������������� �!"��#$��� %:éM·�µ±Ô¶½ ÀC��¹<·
f
¸"´¶½¿À\Â<· Â<·�ß-³"Á À"´-à@´¶Ä3´-ß-½+��¹<·

dk ·P¼YÀ"³ÉÔ ;3¼<· f∗f ∗ν = dkν
û

ÒA¼ú·�7@·�À�º/à8´-¹<³�À"´-¹ÅÀ"·�µ)´¶¼<È�À"½3´-¼NÀÉ·�¸1À
ϕ
º<´¶¼?Ô H

〈f∗f ∗ν, ϕ(x)〉 = 〈ν, f ∗f∗ϕ(x)〉
= 〈ν, f ∗∑

y,f(y)=x ϕ(y)〉
= 〈ν,

∑
y,f(y)=x ϕ(f(y))〉

= dk.〈ν, ϕ(x)〉
éAÜ � %�à8´¶ÀA���P¸"·

f ∗ν = dkν
½3Õ=à<Ä¿½2��¹<·OÔÖÄ3´-³1¸

f∗ν = ν
û

2

ó7´¶¹<¸ ¹ÅÀÉ½¿Ä3½3¸1·P³1´-¼<¸�¸1´-¹Å¾-·�¼YÀOÄ3·gÈPÔ¶³ÉÔÖÈ�ÀA��³"·�Õ=ÁPÄ ÔÖ¼<ß-·�ÔÖ¼�À�Â<·
µ
H

����� °:­��-�â« */© *:© * ' �"¨M°:­ å�ÎÅ« � � ��ã�ä)ÛA°@å8æ/( #3ã '�1 F27 #  ? � �9 µ  ? $ # �;� 7.���� 7.�%$  ED��  ;� 7 ? � "�.�%� �, ���% 
�� ���C$�� ��$ 9�� � 
 �  
(A,B)

=� 
;� �9�;� �  �� ? =� Pk ��� �$7 L
lim

n→∞
µ(f−nA ∩B) = µ(A).µ(B)

ÒA¼Øà/Ô¶³1À"½3È�¹<Ä3½¿·P³Pº�ÈP·OÀ��<ÁP´¶³��PÕ=·g·P¼YÀ"³ÉÔ ;3¼<· ��¹<·gÄ Ô¬Õ=·P¸1¹<³"·
µ
·�¸1À ·P³1ß-´�Â<½2��¹<·Öû � ¼ØÔ=ÔÖÄ3´-³1¸ H

�Ñ­(°  A° ��ä5®(ä)°8å */© */© * � 32� � $
µ = µabs+µsing

� 7K=���9�� # 
�� ? � $ �:� � =� F  

� ? �.�! =� � 7 #  ? ���  
µ
D � ��� � ? µ = µabs

� �$
��  ��
µ = µsing

D

�������������� �!"��#$��� %Aé�Ô�àÅ³"´-à8´-¸"½ ÀÉ½¿´-¼ ò û ò û ò-ò ·øÀgÄ3·¬Ä¿·PÕ=Õ4· ò û ò û ò ì0Õ4´¶¼�À"³"·�¼�À-��¹Å·
µabs

·�À
µsing

¸"´-¼YÀ0Â<·P¸=Õ4·�¸"¹<³1·P¸4½3¼Y¾ÖÔ¶³"½3Ô¶¼YÀÉ·P¸�û � ¼ ÀÉ·�³"Õ=½3¼<·Ø·�¼�¹ÅÀÉ½¿Ä3½¿¸ÉÔ¶¼YÀdÄ3·Nµ±Ô¶½ À"��¹<·?Ä3ÔSÕ=·P¸1¹<³"·
·�³"ß-´�Â<½2��¹<·

µ
·�¸1À�¹Å¼�à@´¶½3¼YÀ�· Ó�ÀÉ³"Á�Õ0ÔÖÄ@Â<·7ÄBÜÞ·P¼<¸1·PÕ¬êÅÄ3·�ÈP´-¼Y¾-· Ó�·gÂ<·P¸�Õ=·P¸1¹<³"·�¸�Â<·7à<³"´-ê<Ô¶ê<½3Ä¿½¿À"Á

½¿¼�¾ÖÔ¶³1½ Ô¶¼YÀ"·P¸ à/Ô¶³
f
&±Èøµ,+���½ -�,
�/Ô¶à�û

1
º:Ã.��û

4
( û

2

,�·�À1ÀÉ·Ñà<³"´¶à@´-¸1½¿À"½3´-¼NÔdà8´-¹<³ ÈP´¶³"´-Ä¿Ä Ô¶½¿³"·]½¿Õ4Õ=ÁPÂÅ½ ÔÖÀ H
ËÌ°:­(°@¯±¯)Î/ä±­(«$*/© *:© *�. F  ? 7 ?�?  ���$ �:� � ? . � 0  �$ . � 0 =.��$�!%��� ��% #  1 ? � �%$=� ��� �<J�7C�  ��%$  ? D
²�´¶¹<³ ÀÉ·P³1Õ4½¿¼<·P³ È�·�À1ÀÉ·�à/Ô¶³�ÀÉ½3·Öº<Õ=·P¼YÀÉ½¿´-¼<¼<´-¼Å¸ ÄBÜÞ½3Õ=à@´-³�À Ô¶¼YÀ�³"ÁP¸1¹<Ä¿ÀÉÔÖÀ ¸"¹Å½¿¾ÖÔ¶¼YÀCH

����� °:­��-�â« */© *:© *�, �"ª¬­ ä)«�å"� � ÊØÏMÍ<Î/¯ ( # ª£Ê %&'�1 F27 #  ? ���9 µ  ? $ � @ � �%�����% #  ? � �9 =�@  ��%"$��H��
0�  # 7BA � # 7C�  �=� f D
ó�´-¹<¸ ¼�Ü Ô¶¹<³"´¶¼<¸ ÀÉ´-¹ÅÀ"·�µ)´-½¿¸ à/Ô¶¸ ê8·P¸"´¶½3¼ØÂ<·�ÈP·øÀ"ÀÉ·Ñà<³1´-à<³"½¿Á�À"ÁgÂ/Ô¶¼<¸ ¼<´¶À"³"·gÂ<Á�Õ4´¶¼<¸1À"³ÉÔÖÀ"½3´-¼�û

��������� ��� [÷Z\V#&�� X�V �7^��	��&A[ÌZ�$ �]Z�
 ^�X ^ � X�^��7V�UWZ�� � &;X $�T<^�	
	W^
,�·�À1ÀÉ·£¸1·PÈ�À"½3´-¼�·�¸1À�Â<·�¸1À"½3¼<Á�·" 0½3¼YÀÉ³1´�ÂÅ¹<½3³1·÷Ä3·�¸O·øÓ�à8´-¸ÉÔÖ¼�À"¸gÂ<·dé/%YÔ¶à8´-¹<¼Å´67 Â<¹�¸*%�¸1ÀA��Õ4·

Â�%�¼/ÔÖÕ4½+��¹Å·
(Pk, f, µ)

û@,�·�¸"´-¼YÀ�à/Ô¶³ Â<Á8�/¼<½ ÀÉ½3´¶¼NÄ3·P¸�ÀÉÔ¶¹�ÓØÂÅ·ÑÈ�³"´-½¿¸"¸"Ô¶¼<ÈP·�· ÓÅà8´-¼<·�¼YÀÉ½3·�Ä3¸ Â<·�¸
¾ÖÔ¶Ä¿·P¹<³1¸�¸"½¿¼<ß-¹<Ä¿½2�P³1·P¸ Â<·P¸ Â<½ 7�Á�³"·�¼�À"½3·�Ä3Ä3·�¸

dxf
n º�Ä3´-³1¸���¹<· x ·P¸�À ¹<¼Nà8´-½3¼YÀ µ ç ß-ÁP¼ÅÁP³"½+��¹<·¶û�ÇOÔ¶¼<¸¹<¼Å·�à<³"·�Õ4½+�P³1·4à/ÔÖ³1ÀÉ½¿·¶º�¼<´-¹<¸ÌÀÉ³ÉÔÖ½¿ÀÉ´¶¼<¸ÌÂÅ·P¸¬· ÓÅà8´-¸"Ô¶¼YÀÉ¸£Â<·0é %-Ô¶à8´-¹<¼<´67�Ô¶¸"¸1´�È�½3Á�¸  ?¹<¼{È�´Öç

È8%�È�Ä3·4Ä3½3¼ÅÁ�Ô¶½¿³"·dÂ/Ô¶¼<¸Ì¹<¼ È�´-¼YÀÉ·øÓ�À"·�ß-ÁP¼ÅÁP³ÉÔÖÄBû�é\ÜÞ´-¹ÅÀ"½3Ä\Â<·4ê/Ô¶¸"·4·P¸�À£Ä3·dÀA�<Á�´-³���Õ4·4·P³1ß-´�ÂÅ½2��¹<·
¸1´-¹<¸�ç Ô¶Â<Â<½ ÀÉ½ µ ÂÅ·���½¿¼<ß-Õ4Ô¶¼�û@ó7´-¹Å¸Ñ½¿¼YÀÉ³"´�Â<¹<½¿¸"´-¼Å¸O·P¼<¸1¹<½¿À"·dÄ3·P¸g· Ó�à@´-¸"Ô¶¼YÀÉ¸�Â<·

(Pk, f, µ)
û�é&·

È�´-¼YÀÉ·P¼�¹ØÂ<·OÈ�·�À1ÀÉ·g¸"·�È�À"½3´-¼N·�¸1À ·�Õ4à<³1¹<¼YÀÉÁ�·�Ô¶¹�Ó0Ä3½¿¾�³1·P¸�ÂÅ·gÝ]³"¼Å´-Ä3Â + Ý - & ,
�/ÔÖà�û ô (øº!��ÔÖÀ"´ Ed·�À
�7Ô¶¸"¸1·PÄ3êÅÄ ÔÖÀ1ÀC+��
� - & ,
�/Ô¶à�û è@û ö ( º:Ô¶½3¼<¸1½ ��¹�Ü  dÄBÜ Ô¶³�ÀÉ½3È�Ä3·7Â<·ÑÐ�¹<·�Ä3Ä¿· + Ð ¹:ö -Cû
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Ú\«?® �G� °:­����E« ��« ¨�Ï&­ ��®�«�å�ÛA«�­ 
 ���ú« �ø®�«�å
ÇOÔ¶¼Å¸¬ÈP·øÀ"ÀÉ·0à/Ô¶³1À"½3·Öº�¼Å´-¹<¸¬ÁøÀÉ¹<Â<½¿´-¼<¸ÌÄ3·0È�´-Õ=à@´-³�ÀÉ·�Õ4·�¼�ÀÌÂ<·�¸÷¾ÖÔ¶Ä3·�¹<³"¸Ì¸"½3¼Åß-¹<Ä3½+�P³1·P¸ÑÂ�Ü ¹Å¼

àÅ³"´�Â<¹<½¿À 'WÔ¶Ä3ÁPÔÖÀÉ´-½¿³"· );Â<·
n
Õ0ÔÖÀ"³"½¿ÈP·P¸ &±Ô¶¹÷¸1·P¼<¸�Â<Á��/¼Å½�àÅÄ3¹<¸�ê/Ô¶¸9(øº(Ä3´-³1¸���¹<·

n
À"·P¼<ÂÑ¾-·�³"¸;ÄCÜ ½¿¼��/¼<½Cû

,�´¶Õ4Õ=·P¼���´-¼<¸ à/Ô¶³ ½¿¼YÀÉ³"´�Â<¹<½¿³"·-��¹<·�Ä2��¹<·�¸7¼<´ÖÀ ÔÖÀ"½3´-¼<¸�û
²�´¶¹<³gÀÉ´-¹ÅÀ

P ∈ GLk(R)
º�´-¼ Â<Á�¸"½3ß¶¼<·dà/Ô¶³ ∧j P

ÄBÜ Ô¶à<à<Ä¿½3ÈPÔÖÀÉ½¿´-¼?Ä¿½3¼<ÁPÔ¶½3³1· ��¹�ÜÞ½3¼<Â<¹Å½¿À
P¸1¹<³ ∧j Rk º/·�À�´-¼Ø¼<´¶À"·4H

δ1(P ) ≤ · · · ≤ δk(P )Ä¿·P¸�¾ÖÔ¶Ä¿·P¹<³1¸�¸"½¿¼<ß-¹<Ä¿½2�P³1·P¸�ÂÅ·
P
ûÅ²
Ô¶³ Â<Á8�/¼<½ ÀÉ½3´¶¼�ºÅÈ�·g¸"´-¼YÀ�Ä3·�¸�¾ÖÔ¶Ä3·�¹<³"¸ à<³1´-à<³1·P¸ Â<·gÄ3Ô¬Õ0ÔÖÀ"³"½¿ÈP·

√
PP ∗ & P ∗ Â<ÁP¸1½3ß-¼Å·÷ÄBÜ Ô¶Â<�1´¶½3¼YÀ�Â<· P (øû:Æ Ä�·øÓ�½3¸�ÀÉ·¬ÔÖ½3¼<¸1½�ÂÅ·P¸]Õ4ÔÖÀ"³"½3È�·P¸ U, V ∈ On(R)

À"·PÄ¿Ä3·P¸
��¹<·

P = U.Diag(δ1, · · · , δk).V
û�²�´-¹Å³�ÀÉ´-¹�À

m ≥ 1
º�´¶¼N¼<´¶ÀÉ· ‖ . ‖ Ä ÔÑ¼<´-³"Õ=·]Â�Ü ´-à8ÁP³"ÔÖÀÉ·�¹<³ÔÖ¸"¸"´�ÈP½¿ÁP·' ÌÄ3ÔÑ¼<´¶³"Õ=·�·�¹<ÈPÄ¿½3Â<½¿·P¼<¼Å·�¸1¹<³

Rm û�ó7´-¹<¸GÂ<½¿¸"à8´-¸"´-¼Å¸ Â<·�¸�à<³1´-à<³1½3Á�À"ÁP¸G¸"¹<½ ¾ÖÔ¶¼YÀÉ·P¸ &±´-¼à8´-¸1·
log+ := max(0, log)

( H
Ú\«�� �E« *:© */© % � �+� ��� $ � ��$

P ∈ GLk(R)
 �$ 
�� � � $�� � $

j ∈ {1, · · · , k} ��� �$7 L
� D
δj(P ) = (δk+1−j(P

−1))
−1 D

� D ‖P−1 ‖−1
= δ1(P )

 �$ ‖P ‖ = δk(P )
D

	 D ∥∥∥∧j P
∥∥∥ =

∏j
i=1 δk+1−i(P )

D�� � 
&7.��$ �:9���� �  �� � | detP | =
∏k

i=1 δi
D

� D ∥∥∥∧j PQ
∥∥∥ ≤

∥∥∥
∧j P

∥∥∥ .
∥∥∥
∧j Q

∥∥∥
� D | log

∥∥∥
∧j P

∥∥∥ | ≤ j.
(
log+ ‖P ‖ + log+ ‖P−1 ‖

) D

�������������� ! ��#$��� %
éM·P¸ ��¹/Ô ÀÉ³"·Ìà<³"·�Õ4½¿·P³1¸]à8´-½3¼YÀÉ¸7¸"´-¼YÀOµ±ÔÖÈP½3Ä¿·P¸ &±Èøµ + Ý -Cº � ôÅû ö�û ô (øû � ¼�Â<Áøç
Õ=´-¼YÀÉ³1· Ä3·?Â<·P³1¼<½3·�³Pû�éAÜÞ½3¼<Á�ßYÔ¶Ä¿½¿ÀÉÁ

1 ≤
∥∥∥
∧j P

∥∥∥ .
∥∥∥ (
∧j P )−1

∥∥∥ =
∥∥∥
∧j P

∥∥∥ .
∥∥∥
∧j P−1

∥∥∥·�¼YÀÉ³ÉÔ<; ¼<· H
− log+

∥∥∥
∧j P−1

∥∥∥ ≤ − log
∥∥∥
∧j P−1

∥∥∥ ≤ log
∥∥∥
∧j P

∥∥∥ ≤ log+
∥∥∥
∧j P

∥∥∥
ÇÌÜ Ô¶àÅ³��P¸ÑÄ3·�¸Oà8´-½3¼YÀÉ¸4&Cö (7·øÀ &±ô (øº@´-¼SÔ ∥∥∥∧j P

∥∥∥ ≤ ‖P ‖j ûMÒA¼S´¶ê<¸"·�³1¾ÖÔ¶¼YÀ ��¹Å· log+(tj) =

j. log+ t
º/´-¼ú´-êÅÀ"½3·�¼�À H

| log
∥∥∥
∧j P

∥∥∥ | ≤ log+
∥∥∥
∧j P

∥∥∥ + log+
∥∥∥
∧j P−1

∥∥∥ ≤ j.
(
log+ ‖P ‖ + log+ ‖P−1 ‖

)

2

Ý&¾¶ÔÖ¼�À¬Â�Ü ÁøÀÉ¹<ÂÅ½3·P³£Ä¿·P¸÷¾ÖÔ¶Ä¿·P¹<³1¸¬¸"½¿¼<ß-¹<Ä¿½2��³"·P¸ÌÂ�ÜÞ¹<¼ à<³"´�Â<¹<½ À£Â<·�Õ4ÔÖÀÉ³1½3È�·P¸¬à<³1½3¸1·P¸ '�ÔÖ¹ �/Ô ç
¸"Ô¶³"Â�) º
½¿¼YÀÉÁP³1·P¸1¸"´-¼<¸Wç ¼<´¶¹<¸=Ô¶¹�Óâ¾¶ÔÖÄ3·P¹Å³"¸¬¸1½3¼<ß-¹ÅÄ3½2��³"·�¸ÌÂ<·�¸£½¿À"ÁP³"Á�·P¸£Â�ÜÞ¹<¼<·0Õ0ÔÖÀ"³"½¿ÈP·0½¿¼Y¾-·P³1¸"½¿ê<Ä3·
P
û�é&Ô�³"·�Õ0ÔÖ³���¹<· µ)´-¼<Â/Ô¶Õ=·P¼YÀÉÔ¶Ä3·Öº.��¹Å·EÄBÜÞ´-¼H³"·øÀÉ³"´¶¹Å¾-·�³ÉÔ�à<Ä¿¹<¸ØÄ3´-½¿¼�º ·P¸�À ��¹<·âà@´¶¹<³úÀ"´-¹ÅÀ

j ∈ {1, · · · , k} º
Ä¿·P¸£¸"¹Å½¿ÀÉ·�¸ (log
∥∥∥
∧j P n

∥∥∥)n∈N

¸"´-¼YÀ=¸"´¶¹<¸�ç Ô¶Â<Â<½ ÀÉ½¿¾¶·P¸�&)ÈP·PÄ3Ô�à<³"´�¾�½3·�¼�ÀdÂÅ¹
Ä¿·PÕ=Õ4· ò û ò û ö¶î(ç�&±ù ( (øû�Æ ÄM·øÓ�½3¸�ÀÉ·ÑÔ¶½¿¼<¸"½�ÂÅ·P¸

γj ∈ R ∪ {−∞} À"·PÄ3¸���¹<· H

∀j ∈ {1, · · · , k} , lim
n→+∞

1

n
log

∥∥∥∥∥

j∧
P n

∥∥∥∥∥ = γj



��� ��� ��� � �.� 	��	� ���5	 ���������$�����,� 
 ��� � ��� � 	"
 	�!�	 	
��� 	�
 � 	 �
��� ���"


Ç]·]à<Ä3¹<¸�º�Ä3·P¸
γj
¸1´-¼YÀ
�/¼Å½3¸Pû�ÒA¼�·�7@·�ÀPºÅÂ�Ü Ô¶à<³)�P¸ Ä3·]Ä¿·PÕ=Õ4· ò û ò û ö¶î ç�&Bì (;·�À�ÄBÜÞÁPßYÔÖÄ3½¿À"Á

log+(tj) =
j. log+ t

º/´-¼úÔ H
1
n
| log

∥∥∥
∧j P n

∥∥∥ | ≤ j
n
.
(
log+ ‖P n ‖ + log+ ‖P−n ‖

)

≤ j
(

log+ ‖P ‖ + log+ ‖P−1 ‖
)

� ¼ µ±Ô¶½¿Àd·�¼<¸"¹<½ ÀÉ·ØÀÉ·�¼<Â<³"·
n
¾-·�³"¸0ÄCÜ ½¿¼��/¼<½�à@´-¹Å³d¾¶´-½3³"��¹<·

γj ∈ R
û\éM·ØÄ3·�Õ4Õ=· ò û ò û ö¶î ç�&±ô (

Õ=´-¼YÀÉ³1·gÔ¶Ä3´¶³"¸
��¹<·gÄ¿·P¸G¾¶ÔÖÄ3·P¹Å³"¸�¸1½3¼<ß-¹ÅÄ3½2��³"·�¸�Â<·
P n ´¶¼�À�Â<´-¼<Èg¹<¼�ÀÉÔ¶¹�Ó0Â<·gÈP³1´-½3¸1¸ÉÔ¶¼ÅÈP·O· ÓÅà8´Öç¼<·�¼YÀÉ½3·�ÄMê<½3·�¼ØÂ<Á��/¼Å½Bû

²
ÔÖ¸"¸"´¶¼<¸7Õ4Ô¶½¿¼�À"·P¼/ÔÖ¼�À Ô¶¹ØÈ�Ô¶¸ Â�ÜÞ¹<¼Øà<³"´�Â<¹<½ À '�ÔÖÄ3Á�Ô ÀÉ´-½¿³"·*)�ÂÅ·ÑÕ4ÔÖÀ"³"½3È�·P¸�½¿¼Y¾-·P³1¸"½¿ê<Ä3·�¸Pû:è�´¶½¿À
M
¹<¼S·P¸"à<Ô¶ÈP·=Õ4ÁøÀÉ³1½2��¹<·¶º�Õ¬¹<¼<½;ÂÅ·=Ä3Ô0ÀÉ³1½3ê<¹ Â<·�¸Ñê8´-³1ÁPÄ3½¿·P¼<¸�º�·øÀ

g
¹<¼SÔ¶¹ÅÀ"´-Õ=´-³"à��Å½3¸"Õ=·¬Â<·

M
&)½BûÞ·¶û�¹<¼<·]Ô¶à<à<Ä¿½3È�Ô ÀÉ½3´¶¼=½¿¼Y¾-·P³1¸"½¿ê<Ä3·�ê<½3Õ=·P¸1¹<³ÉÔÖê<Ä3·)(\Ä3Ô¶½3¸1¸ÉÔ¶¼YÀG¹<¼<·7Õ4·�¸"¹<³1·OÂ<·]àÅ³"´-ê/ÔÖê<½3Ä¿½¿ÀÉÁ

ν½¿¼�¾ÖÔ¶³1½ Ô¶¼YÀ"·¶û/ï
½ÙÓ�´-¼<¸ ¹<¼<·ÑÔ¶àÅà<Ä3½¿È�ÔÖÀ"½3´-¼�Õ=·P¸1¹<³ÉÔÖê<Ä3· H

A :
M −→ GLk(R)
x 7−→ A(x)

·øÀ7È�´-¼<¸1½3Â<Á�³"´-¼<¸ Ä¿·gÈP´�È�%�ÈPÄ¿·ÑÄ¿½3¼<ÁPÔ¶½3³1· A Ô¶¹úÂ<·P¸1¸"¹<¸�Â<· g H

An(x) = A(gn−1(x)). · · · .A(x)
à@´¶¹<³�ÀÉ´-¹�À

n ≥ 1
A0(x) =

Æ Â
Rk

A−n(x) = A(g−n(x))−1. · · · .A(g−1(x))−1 à8´-¹<³�À"´-¹ÅÀ
n ≥ 1

� ê<¸1·P³1¾¶´-¼<¸ ��¹<·ÌÄCÜ ´¶¼�Ô£à8´-¹<³�À"´-¹ÅÀ
x ∈M

·øÀ7à8´-¹<³�À"´-¹ÅÀ
n ≥ 1

H

An(x)−1 = A−n(gn(x))
& ò ûÞù (

ó�´-¹<¸�Ô¶Ä3Ä¿´-¼<¸�Õ=´-¼YÀÉ³1·P³.��¹<·Ñ¸"½M¼<´¶¹<¸ ¸"¹<à<à8´-¸1´-¼<¸CH

log+ ‖A(x) ‖ ∈ L1(ν)
·øÀ

log+
∥∥A(x)−1

∥∥ ∈ L1(ν)
& ò û ì (

Ô¶Ä¿´-³"¸ Ä3·�¸�À Ô¶¹�ÓNÂ<·gÈ�³"´-½¿¸"¸ÉÔÖ¼<ÈP·g· ÓÅà8´-¼<·�¼YÀÉ½3·�Ä3¸ Â<·�¸�¾ÖÔ¶Ä3·�¹<³"¸�¸1½3¼<ß¶¹<Ä3½+�P³"·�¸�Â<· An(x)
·�À A−n(x)¸1´-¼YÀ÷ê<½¿·P¼âÂ<Á��/¼Å½3¸Ñà@´-¹Å³

ν
ç à<³1·P¸���¹<·=ÀÉ´-¹�À

x
û�é&Ô�Â<Á�Õ4´¶¼<¸1À"³ÉÔÖÀ"½3´-¼ ³"·�à@´¶¸"·0¸1¹<³ÑÄ3·£ÀA�<Á�´-³���Õ4·

·�³"ß-´�Â<½2��¹<·g¸1´-¹<¸WçWÔ¶Â<ÂÅ½¿ÀÉ½ µ�Â<·���½¿¼<ß-Õ4Ô¶¼*&±´¶¼ú¼Å´¶ÀÉ·
v+ := max(0, v)

( H
����� °:­��-�â« */© *:© % * � ��äCå�
 �EÎ/å ( # � ' � � © ��© ��© % 1 32� � $

M
�
g
 �$
ν
9�� # #  �
0� ��9 � =� # "

#  ��%$  �$ (un)n∈N

=� ? 5B� � 9�$��:� � ? #  ? ���87�
E�  ? ? ��� M ��� J�7C�  �� � ? = 7.� ? R ∪ {−∞} D ,,�
? � 
 
�� ?  ���% u+

1 ∈ L1(ν)
 �$F���% 
�� � �

ν
"�
0�9 ? ���% C$ � ��$ x �+� � 7 L

um+n(x) ≤ um(x) + un ◦ gm(x)

. � 7 ? ��� $  (un)n∈N

 ? $ =.� $  g " ? � � ? ")7 = =.� $��<J. 0 D � ��� � ? �<�  8A � ? $  ����� �5B� � 9�$��:� � #  ? ���87�
E�  
u : M → R ∪ {−∞} � � ��J�7.��� 7.�%$  �
&7.� g � J.����� � 7.�%$ u+ ∈ L1(ν)

�= �$ $  ;�<�  ���% L
�

� � ���
ν
"�
0�  ? ���% C$�� � $ x � limn→+∞

1
n
un(x) = u(x)

� limn→+∞
1
n

∫
M
un dν = infn∈N

1
n

∫
M
un dν =

∫
M
u dν



�	�$��� ��� ��������� ���"
 ���

3!�
ν
 ? $  �� ���E=.�����% ��K� 7 5E� � 9�$ �:� � u  ? $>9�� � ? $:7.�%$  L �<�  8A � ? $  γ ∈ R ∪ {−∞} $  ;� ���! 

u(x) = γ

�� ���

ν
"�
0�  ? ���% C$�� � $ x D

ó7´ÖÀÉ´-¼<¸.��¹<·ÑÈP·gÀ��<ÁP´-³)�PÕ=·�·P¼YÀÉ³"Ô ; ¼<·gÄ¿·OÀA�<Á�´-³���Õ4·�·�³"ß-´�Â<½2��¹<·gÂÅ· � ½3³�E �<´ 7�ÈPÄ3Ô¶¸"¸1½2��¹<· H
����� °:­����E« */© */©�%/% �1ª£ä±­ � � °��>1 32� � $

M
�
g
 �$
ν
9�� # #  "
0� ��9 � =� # #  ��%$��? �$ u ∈ L1(ν)

D
� ��� � ? �<�4 8A � ? $  ���� 5B� � 9�$ �:� � u∗ ∈ L1(ν)

� � ��J�7.��� 7.�%$  
&7.�
g
� J.����� � 7.�%$ ∫

M
u dν =∫

M
u∗ dν

�= �$ $  ;�<�  ���% 
�� � �
ν
"�
0�9 ? ���% C$ � ��$ x L

lim
n→+∞

1

n

n−1∑

k=0

u ◦ gk(x) = u∗(x)

3!�
ν
 ? $  �� ���E=.�����% �� � 7�5B� � 9�$��:� � u∗  ? $ 9�� � ? $:7.�%$  ��,� � 7C�  � ∫

M
u dν

D

é&Ô Â<Á�Õ4´¶¼<¸1À"³ÉÔÖÀ"½3´-¼â¸PÜÞ´-êÅÀÉ½¿·P¼YÀd·P¼ ÔÖà<à<Ä3½+��¹/Ô¶¼YÀ¬Ä¿·4ÀA�ÅÁP´-³)�PÕ=· ò û ò û ö ò Ô¶¹�Óâµ)´-¼<ÈøÀÉ½3´¶¼<¸
un :=∑n−1

k=0 u ◦ gk &±ÈP´¶¼<¸"½¿Â<ÁP³1·P³ Ä Ô¬µ)´-¼<ÈøÀÉ½¿´-¼ −u à@´¶¹<³ ´-êÅÀ"·P¼<½¿³ ÄBÜÞ½3¼YÀÉÁ�ß-³ÉÔ¶êÅ½3Ä3½ ÀÉÁ�Â<· u∗ (øû
Ý'�<¼{Â�Ü ÁøÀÉ¹<ÂÅ½3·P³÷Ä3·P¸Ì¾¶ÔÖÄ3·P¹Å³"¸¬¸1½3¼<ß-¹ÅÄ3½2��³"·�¸÷Â<· An ·�À A−n Ô¶¹{Õ=´5%-·P¼ Â<¹ À��<ÁP´¶³��PÕ=·�Â<·

�g½¿¼<ß-Õ4Ô¶¼�ºÅ¼Å´-¹<¸�Ô¶¹<³1´-¼<¸ ê@·�¸"´-½¿¼ØÂ<·P¸�à<³"´¶à<³"½¿Á�ÀÉÁ�¸ Â�ÜÞ½3¼YÀÉÁ�ß-³ÉÔ¶êÅ½3Ä3½ ÀÉÁ7¸"¹<½ ¾¶ÔÖ¼�À"·P¸ H
Ú\«�� �E« *:© */© % � 3!��
 
�� ? � � ? ���% �� @ ! ��
�� $"! % ?  3. � D � 0 ? � � $ ? 7.$�� ? 5 7.� $  ED2,,� 7 7C��� � ?�L
� D �+� ��� $�� ��$

j ∈ {1, · · · , k} � �  ? 5B� � 9�$��:� � ? log
∥∥∥
∧j A(x)

∥∥∥  �$
log
∥∥∥
∧j A(x)−1

∥∥∥
? � �%$ ν " � �%$ � �.�87�
E�  ? D

� D �+� ��� $�� ��$
j ∈ {1, · · · , k}  �$ 
�� ��� $�� � $

n ∈ N � uj,n(x) := log
∥∥∥
∧j An(x)

∥∥∥  �$

vj,n(x) := log
∥∥∥
∧j A−n(x)

∥∥∥ ? � �%$ ν " � �%$ � �.� 7�
E�  ? D � � � ? 
0�9��9�� ? � #  ��%$�� � �$7 L
∫

M

|uj,n(x)| dν(x) ≤ j.n.θ
 �$ ∫

M

|vj,n(x)| dν(x) ≤ j.n.θ

���
θ :=

∫
M

log+ ‖A(x) ‖ dν(x) +
∫

M
log+ ‖A(x)−1 ‖ dν(x) D

�������������� ! ��#$����%�éM· àÅ³"·PÕ=½3·�³Mà@´¶½3¼YÀ�à<³"´�¾�½3·�¼�À�Â<¹ÌÄ3·PÕ=Õ=· ò û ò û ö¶î(ç�&Bì.(øû�²�Ô¶¸"¸1´-¼<¸;ÔÖ¹÷à8´-½3¼YÀ
2
û�ó�´-¹<¸]À"³ÉÔ¶½ ÀÉ´-¼<¸�Ä Ôdµ)´-¼<ÈøÀÉ½3´¶¼

uj,n
&)Ä3·�¸OÔ¶³1ß-¹<Õ=·P¼YÀÉ¸7¸"´-¼YÀgÄ¿·P¸OÕ43PÕ=·P¸7à@´-¹Å³

vj,n
(øû@Ç÷Ü ÔÖà<³���¸

Ä¿·gÄ3·�Õ4Õ=· ò û ò û ö¶î ç�&Cì (øº�´-¼�Ô'H

1
n
| log

∥∥∥
∧j An(x)

∥∥∥ | ≤ j
n
.
(
log+ ‖An(x) ‖ + log+

∥∥An(x)−1
∥∥)

≤ j
(

1
n

∑n−1
i=0 log+ ‖A(gi(x)) ‖ + 1

n

∑n−1
i=0 log+ ‖A(gi(x))−1 ‖

)

²A¹<½¿¸���¹<·ÑÄ Ô¬Õ=·P¸1¹<³"·
ν
·P¸1À7½3¼Y¾ÖÔ¶³1½ Ô¶¼YÀ"·Oà/Ô¶³

g
º<´-¼úÂ<Á�Â<¹<½¿À ÂÅ¹�ÈPÔ¶Ä3È�¹<Ä�à<³1ÁPÈPÁ�Â<·P¼YÀ H

1

n

∫

M

|uj,n(x)| dν(x) ≤ j.

∫

M

log+ ‖A(x) ‖ dν(x) + j.

∫

M

log+
∥∥A(x)−1

∥∥ dν(x)
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È�· ��¹<½&ÔÖÈ0����¾¶·÷Ä Ô¬ÂÅÁPÕ=´-¼<¸1À"³ÉÔÖÀ"½3´-¼�û
2

ó7´¶¹<¸�Õ=´-¼YÀÉ³1´-¼<¸NÕ4Ô¶½3¼YÀ"·P¼/Ô¶¼YÀ3��¹<· Ä3·�¸Ø¾ÖÔ¶Ä¿·P¹<³1¸Ø¸"½3¼Åß-¹<Ä3½+�P³1·P¸NÂ<· An ·�À A−n ´¶¼�Àú¹<¼ÀÉÔ¶¹�Ó?Â<·£ÈP³1´-½3¸1¸ÉÔ¶¼<È�·£·øÓ�à8´-¼<·P¼YÀ"½3·PÄ
ê<½3·�¼�Â<Á��/¼Å½;Ä3´-³1¸���¹<·'& ò û ì (7·P¸�ÀO¾-Á�³"½ �/ÁP·Öû&é�Ô4à<³"´-à8´-¸1½¿ÀÉ½¿´-¼
¸1¹<½¿¾ÖÔ¶¼YÀÉ·�·�¸1À�¹<¼<·g¾-·�³"¸1½3´-¼úÂ<¹ØÀA�<Á�´-³���Õ4·�Â<·Ñï/¹<³"¸�ÀÉ·�¼�ê8·P³1ßÖç �g·�¸1ÀÉ·�¼ &)È�µF+ÞÝ -�Ã.��û

3.3.3
( H

�Ñ­(°  A° ��ä5®(ä)°8å */© */©�%!0 32� � $ A �  �9�� 9 � 9;�  � � ��� 7.� �9 7.� =� ?�? � ? =� g 7 ?�? � 9�� � � ���� >7;
 
 � � "9 7.$��:� �
A : M → GLk(R)

D 3!� 
 
�� ? � � ? ���! ν ? � � $  �� ���E=.�����!  �$ ���! � @ ! ��
�� $"! % ?  . � D � 0
? � � $ ? 7.$�� ? 5 7.� $  ED � ��� � ? � �<�  8A � ? $  
=� ? �9�  ;� ? λ1 ≤ · · · ≤ λk

$  ;� ? ���! �
�� ��� ν "�
0�9 ? ���% $�� � $ x �$ 
�� � � $�� � $
j ∈ {1, · · · , k} L

� D
λj = limn→+∞

1
n

log δj(An(x)) = − limn→+∞
1
n

log δk−j+1(A−n(x))
� D
λ1 = − limn→+∞

1
n

∫
log δk(A−n(x))dν(x) = − infn∈N

1
n

∫
log δk(A−n(x))dν(x)

	 D ∑k
i=1 λj = limn→+∞

1
n

log | detAn(x)|
�������������� �!"��#$��� %<ó7´¶À"´-¼<¸C��¹<· Ä3·�àÅ³"·PÕ=½3·�³;à8´-½3¼YÀA·�¼�À"³ÉÔ ;3¼<· Ä3· ÀÉ³"´¶½3¸"½+�PÕ=·¶º ·P¼d¹ÅÀ"½3Ä3½¿¸ÉÔ¶¼YÀ
Ä3·
Ä¿·PÕ=Õ4· ò û ò û ö¶î ç�&Cô ( û<Ç÷Ü Ô¶à<³)�P¸�Ä3·gÄ¿·PÕ=Õ4· ò û ò û ö¶ô ç�& ò ( ºÅÄ¿·P¸�µ)´-¼<ÈøÀÉ½¿´-¼<¸

uj,1

º/à8´-¹<³
j = 1, · · · , k º¸1´-¼YÀ

ν
ç ½¿¼YÀÉÁPß¶³ÉÔ¶ê<Ä¿·P¸�û � ¼ ¾¶ÁP³"½ �/·¬Â<·Ìà<Ä¿¹<¸Pº8·P¼�¹ÅÀ"½3Ä¿½3¸ÉÔÖ¼�À�Ä¿·÷Ä3·�Õ4Õ=· ò û ò û öÖî ç�&)ù (øº@��¹<·¬Ä3Ô4¸"¹Å½¿ÀÉ·

(uj,n)n
·P¸�À

g
ç ¸1´-¹<¸ Ô¶Â<Â<½ ÀÉ½¿¾¶·¶û�éM· ÀA�<Á�´-³���Õ4·7·P³"ß¶´�Â<½+��¹<· ¸"´-¹<¸WçWÔ¶ÂÅÂ<½¿À"½¿µ�Â<· �g½¿¼<ß-Õ4Ô¶¼d·P¼YÀÉ³"Ô ; ¼<·

Ô¶Ä¿´-³"¸ ÄCÜ · Ó�½3¸1À"·P¼<È�·�Â<·
γj ∈ R ∪ {−∞} ÀÉ·�Ä/��¹<·Ñà@´-¹Å³ ν ç àÅ³"·P¸)��¹<·ÌÀ"´-¹ÅÀ x H

lim
n→+∞

1

n
uj,n(x) = lim

n→+∞

1

n

∫

M

uj,n dν = inf
n∈N

1

n

∫

M

uj,n dν = γj
& ò û õ (

� ¼�Ô=ÔÖ¹<¸"¸1½Bº<Â�Ü Ô¶à<³)�P¸�Ä3·gÄ¿·PÕ=Õ4· ò û ò û ö¶ô ç�&Bö ( H

|γj| ≤ lim sup
n→+∞

1

n

∫

M

|uj,n| dν ≤ j.θ

éM·P¸
γj

¸1´-¼YÀ7ÂÅ´-¼<È �/¼<½¿¸Pû
²�´¶¸"´-¼<¸

λk := γ1
·�À
λj := γk−j+1 − γk−j

à8´-¹<³�ÀÉ´¶¹ÅÀ
j ∈ {1, · · · , k − 1} û&Ç÷Ü Ô¶à<³)�P¸& ò û õ (�·�À�Ä3·gÄ¿·PÕ=Õ4· ò û ò û ö¶î ç�&Cô ( ºÅÈ�·P¸ ³"Á�·PÄ3¸ ¾¶ÁP³"½ �/·P¼YÀ

ν
ç à<³"·�¸���¹<·Ìà/Ô¶³1À"´-¹ÅÀ H

λj = lim
n→+∞

1

n
log δj(An(x)) = lim

n→+∞

1

n

∫

M

log δj(An(x)) dν(x)

ÒA¼ ³1ÁPà8Á�À ÔÖ¼�ÀÌÄ3·�¸÷ÔÖ³"ß-¹<Õ=·P¼YÀ"¸÷à<³1ÁPÈPÁ�Â<·P¼YÀ"¸¬à@´¶¹<³ÌÄ¿·P¸�µ)´-¼<ÈøÀÉ½3´¶¼<¸
(vj,n)j∈{1,··· ,k}

º�´-¼âÕ4´-¼YÀ"³"·
��¹�ÜÞ½3Ä�· Ó�½3¸1À"·ÌÂÅ·P¸ ³"Á�·PÄ3¸

λ̃j

¾-Á�³"½ �:Ô¶¼YÀCH

λ̃j = lim
n→+∞

1

n
log δj(A−n(x)) = lim

n→+∞

1

n

∫

M

log δj(A−n(x)) dν(x)
& ò û 1 (

éAÜ Ô¶¼/Ô¶Ä¿´-ß-¹<·OÂÅ·ÑÄ3Ô£Ä3½3ß¶¼<· & ò û õ (�à8´-¹<³ Ä¿·P¸�µ)´-¼ÅÈ�ÀÉ½¿´-¼<¸
vj,n

µ)´-¹Å³"¼<½ À ·P¼úà/Ô¶³1À"½3È�¹<Ä3½¿·P³ H

λ̃k = lim
n→+∞

1

n

∫

M

log δk(A−n(x)) dν(x) = inf
n∈N

1

n

∫

M

log δk(A−n(x)) dν(x)
& ò û í (
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ÒA¼d¹ÅÀ"½3Ä3½¿¸ÉÔ¶¼YÀ�¸"¹<È�ÈP·�¸"¸"½ ¾-·�Õ4·�¼�À & ò û 1 (øº¶ÄCÜ ½¿¼Y¾¶ÔÖ³"½ ÔÖ¼<ÈP·GÂ<·
ν
º-ÄBÜÞÁPßYÔÖÄ3½¿À"Á & ò ûÞù (�·øÀAÄ3·�Ä3·PÕ=Õ=· ò û ò û ö¶î ç

& ò (øº/´¶¼ú´¶êÅÀÉ½¿·P¼YÀ à@´¶¹<³ ÀÉ´-¹ÅÀ
j ∈ {1, · · · , k − 1} H

−λ̃k−j+1 = limn→+∞− 1
n

∫
log δk−j+1(A−n(x)) dν(x)

= limn→+∞− 1
n

∫
log δk−j+1(A−n(gn(x))) dν(x)

= limn→+∞− 1
n

∫
log δk−j+1(An(x)−1) dν(x)

= limn→+∞
1
n

∫
log δj(An(x)) dν(x) = λj

éM·�à<³1·PÕ=½3·P³ à8´-½¿¼�À�¸PÜÞ·P¼<¸1¹<½¿ÀPû@éM·�Â<·�¹�Ó�½2�PÕ=·gÂ<Á�ÈP´-¹<Ä¿·�Â<· & ò û í (�·�À�Â<·
λ̃k = −λ1

û
2

Ð ·PÕ4Ô¶³���¹<´-¼Å¸!��¹<·¬Ä3Ô4à<³1´-à@´¶¸"½¿À"½3´-¼ ò û ò û öÖù�à8·P³"Õ=·�À]Â�ÜÞÁ�À ÔÖê<Ä3½¿³�Ä¿·ÌÀ��<ÁP´-³)�PÕ=·÷Â�Ü � ¸"·�Ä3·PÂÅ·PÈ¶º
·�¼<ÈP´¶³"·ÌÔ¶à<à8·PÄ3ÁgÄ¿·OÀA�<Á�´-³���Õ4·g·�³"ß-´�Â<½+��¹Å·ÑÕ÷¹<Ä¿À"½3à<Ä¿½3È�Ô ÀÉ½¿µ H
����� °:­����E« */© */©�% � ��� �P«�¯±«��&« �-1 � � ��� $ � ��$

ν
"�
0�9 ? ���! $�� ��$ x � �<�  8A � ? $  � �� �=���9�� # 
�� "

? � $��:� � #  ? ��� 7�
E�  ⊕k
j=1Ej(x)

=� 
Rk � � ��J�7.��� 7.�%$  �
&7.�
�  9�� 9 � 9;�  A �F �$ $  ;�<�  ���! L

∀v ∈ Ej(x) , lim
n→±∞

1

n
log ‖An(x).v ‖ = λj

ó7´ÖÀÉ´-¼<¸ ��¹<·A¸1½
ν
·P¸1À&·�³"ß-´�Â<½+��¹Å·¶º�Ä¿·P¸�µ)´¶¼<È�À"½3´-¼<¸�Õ4·�¸"¹<³"Ô¶ê<Ä3·�¸M½3¼Y¾ÖÔ¶³"½3Ô¶¼YÀÉ·�¸

x 7→ dimR Ej(x)¸1´-¼YÀ�È�´-¼<¸�À Ô¶¼YÀÉ·�¸
ν
ç à<³"·�¸���¹<·]à<Ô¶³1À"´-¹ÅÀPû � ¼0Ô¶à<à8·PÄ¿Ä3· Ô¶Ä¿´-³"¸ {(λj, dimREj) , j ∈ {1, · · · , k}}Ä¿·g¸"à8·PÈøÀÉ³"·ÑÂ<·Ñé/%YÔ¶à8´-¹<¼Å´67 Â<¹úÈP´�È�%�ÈPÄ¿· A û

éM·gÄ3·�È�ÀÉ·�¹<³ ÀÉ³1´-¹Å¾-·�³ÉÔ£¹<¼<·�Â<Á�Õ4´¶¼<¸1À"³ÉÔÖÀ"½3´-¼NÂ<¹ØÀA�ÅÁP´-³)�PÕ=·gÂ�Ü � ¸1·PÄ3·�Â<·PÈÑÂ/Ô¶¼Å¸ ÄBÜ Ô¶³1À"½3ÈPÄ¿·]Â<·
Ð ¹<·�Ä3Ä3· +ÞÐ ¹:ö -Cû:é\ÜÞ½3ÂÅÁP·g·P¸�À]Ä3Ô¬¸"¹<½ ¾ÖÔ¶¼YÀÉ·¶û8é&Ô£à<³"·�Õ4½+�P³1·gÁ�À ÔÖà@·�ÈP´¶¼<¸"½¿¸1ÀÉ·  dÁ�ÀÉÔ¶ê<Ä3½¿³�ÄBÜÞ·øÓ�½¿¸1ÀÉ·�¼<ÈP·
ÂÅ·ÑÂÅ·P¹�Ó(�/Ä ÀÉ³"ÔÖÀÉ½¿´-¼<¸�Â<·

Rk H

{0} = V0(x)  V1(x)  · · ·  Vk(x) = Rk

{0} = W−k(x)  W−k+1(x)  · · ·  W−1(x) = Rk

À"·PÄ¿Ä3·P¸.��¹<·

∀v ∈ Vj(x) \ Vj−1(x) , limn→+∞
1
n

log ‖An(x)v ‖ = λj

∀v ∈ W−j(x) \W−j−1(x) , limn→+∞− 1
n

log ‖A−n(x)v ‖ = λj

éM·ú¸"´-¹Å¸�ç ·�¸"à/ÔÖÈP·
Vj
·�¸1À4´-êÅÀÉ·�¼�¹�ÈP´¶Õ4Õ=·NÄ Ô�Ä3½¿Õ4½ ÀÉ·=Â<·úÄBÜÞ·P¸"à<Ô¶ÈP·úà<³"´¶à<³"·ØÂ<·

(AnAn∗)1/2nà8´-¹<³dÄ3Ô�¾ÖÔ¶Ä¿·P¹<³dà<³1´-à<³1·
δj
Ä3´-³1¸���¹<·

n
ÀÉ·P¼ÅÂ�¾-·�³"¸=ÄBÜÞ½3¼��<¼<½ &±ÂÅ·�Õ43PÕ=·Nà@´¶¹<³

W−j
(øû:,�·øÀ"ÀÉ·

ÁøÀ Ô¶à8·�·P¸�À ·P¸"¸1·P¼YÀÉ½¿·PÄ¿Ä3·gÂ/Ô¶¼Å¸�Ä3Ô¬Â<ÁPÕ=´-¼<¸�ÀÉ³"ÔÖÀÉ½¿´-¼ &±Èøµ;Ä¿·]ÀA�<Á�´-³���Õ4·
3.1
Â<· +ÞÐ ¹:ö - (øû � ¼N¾-Á�³"½+�<·

·�¼<¸"¹Å½¿ÀÉ· ��¹<·
Vj−1 ⊕W−j = Rk à8´-¹<³ ÀÉ´-¹�À j ≥ 2

º/·�À7·P¼��/¼ ��¹<·
Ej := Vj ∩W−j

³"Á�à@´-¼ÅÂ
ÔÖ¹�à<³1´-ê<Ä+�PÕ=·Oà@´¶¸"Á¶û
ó7´¶¹<¸\¼�Ü ¹�ÀÉ½3Ä¿½3¸1·P³"´¶¼<¸Aà/Ô¶¸\Ä3·�À��<ÁP´¶³��PÕ=· Â�Ü � ¸1·PÄ¿·PÂ<·�È7à/ÔÖ³GÄ3Ôg¸"¹<½ ÀÉ·¶ºYÕ4Ô¶½¿¸;¸"·�¹<Ä3·�Õ4·�¼�À ÄBÜÞ·øÓ�½¿¸�ç

À"·P¼<È�· Â<·P¸A· Ó�à@´-¸"Ô¶¼YÀÉ¸AÂ<·�é %-Ô¶à8´-¹<¼<´670Â<¹£¸)%�¸�ÀA�PÕ=·
(Pk, f, µ)

û6,�·�À1ÀÉ· · ÓÅ½¿¸1À"·P¼<È�· ·P¸1ÀF�1¹<¸1À"½+�/Á�·
Â<Ô¶¼<¸ Ä3·�¸�à<Ô¶³ÉÔ¶ß¶³ÉÔ¶à��Å·P¸ ¸"¹<½ ¾ÖÔ¶¼YÀÉ¸Pû
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�  � 
¯±ä �-ÎÅ®(ä)°@å��÷Î/Ï � ��æ ��® ���E« � �&æMå�Î��Eä���Ï&« ����ä � � ­ «�å@®�ä±Î<Û�¯)« �
ÇOÔ¶¼Å¸÷ÈP·øÀ"À"·�à/Ô¶³�ÀÉ½3·Öº

M
Â<Á�¸"½3ß¶¼<·0¹<¼Å·4¾ÖÔ¶³"½¿Á�À"Á=ÂÅ½+7@ÁP³"·�¼YÀÉ½ ÔÖê<Ä3·dÂ<·4Â<½3Õ=·P¼<¸1½3´-¼

k
º&Õ¬¹Å¼<½3·

Â�ÜÞ¹<¼<·N¸�ÀÉ³1¹<È�À"¹<³"·ØÂ<·�¾ÖÔ¶³1½3Á�À"Á�³"½¿·PÕ4Ô¶¼<½¿·P¼<¼<·
ρ
º;·øÀ

g
¹Å¼K·�¼<Â<´-Õ=´-³1à��<½3¸1Õ4·4Â<·

M
º;Ä3Ô¶½3¸1¸ÉÔ¶¼YÀ

½¿¼�¾ÖÔ¶³1½ Ô¶¼YÀ�¹<¼<·gÕ=·P¸"¹Å³"·gÂ<·OàÅ³"´-ê/ÔÖê<½3Ä¿½¿ÀÉÁ�·P³1ß-´�Â<½2��¹<·
ν
û/ó7´¶¹<¸ Ô¶Ä3Ä¿´-¼<¸GÂ<´-¼<¼Å·P³ Â<·�¸ ÈP´-¼<ÂÅ½¿ÀÉ½¿´-¼<¸

¸1¹�%=¸ÉÔ¶¼YÀÉ·�¸7¸1¹<³ Ä3·gÈ�´-¹<à<Ä¿·
(g, ν)

à@´-¹Å³.��¹Å·ÑÄ3Ô÷ÀA�<Á�´-³"½¿·gÂ<Á�¾¶·PÄ¿´-à<à8ÁP·�Â/Ô¶¼<¸ Ä3Ô÷¸"·�È�À"½3´-¼úà<³"Á�ÈPÁ ç
Â<·�¼YÀÉ·Ñ¸PÜ Ô¶à<à<Ä¿½2��¹<·�Ô¶¹úÈP´�È�%�ÈPÄ¿·�Ä3½3¼ÅÁ�Ô¶½¿³"·]ÂÅ´-¼<¼<Á�à/Ô¶³ Ä¿·P¸ Â<½ 7�Á�³"·P¼YÀ"½3·PÄ¿Ä3·�¸�Â<·P¸ ½ ÀÉÁP³1ÁP·�¸�ÂÅ·

g
û

Ý'�<¼ Â�Ü Ô¶¸"¸1´�È�½3·P³�¹<¼<·ÌÕ0Ô ÀÉ³"½¿ÈP·  4È0�<Ô6��¹<·÷Â<½ 7�Á�³"·�¼�À"½3·�Ä3Ä3·
dxg
º:¼<´-¹Å¸]Ô¶Ä¿Ä3´-¼Å¸�½¿Â<·P¼YÀ"½+�/·�³�Ä¿·P¸

·�¸"à/Ô¶È�·P¸NÀ ÔÖ¼<ß-·P¼YÀ"¸
TxM

 ÄCÜ ·�¸"à/ÔÖÈP·?¾¶·PÈ�À"´-³"½¿·PÄ
Rk û Ý�ÈP·øÀN·�7@·�ÀPº�¼<´-¹Å¸�ÈP´-¼Å¸"½3ÂÅÁP³"´¶¼<¸N¹<¼<·µ±Ô¶Õ=½3Ä¿Ä3·�Â<·

(τm)m∈M

Â<·�È�Ô¶³�ÀÉ·P¸ Ä¿´�ÈPÔ¶Ä3·�¸�¾-Á�³"½+�/Ô¶¼YÀ H
ò û�Æ Ä\· ÓÅ½¿¸1À"·

r > 0
À"·PÄ:��¹<·0à8´-¹<³�ÀÉ´-¹�À

m ∈ M
º
τm
¸"´¶½¿ÀÑ¹<¼ Â<½ 7�Á�´-Õ=´-³"à��Å½3¸"Õ=·£Â<·=Ä Ô

ê8´-¹<Ä¿·g·P¹<È�Ä3½¿Â<½3·�¼<¼<·
B(0, r) ⊂ Rk ¸1¹<³ ¹<¼ú¾¶´-½3¸1½3¼/ÔÖß-·OÂ<· m º/·�À ¾¶ÁP³"½ �/· τm(0) = m

û
ö�û7é&Ô¬µ)´-³1Õ4·-��¹/ÔÖÂ<³ÉÔÖÀ"½2��¹<·

(τ ∗mρ) (0)
·P¸�À7Á�ßYÔ¶Ä¿·1 dÄ3Ô÷µ)´-³"Õ=·g¸1ÀÉÔ¶¼<Â/ÔÖ³"Â

ρ0 :=
∑k

j=1 dx
2
j

û
²�Ô¶³÷· ÓÅ·�Õ4àÅÄ3·¶º�´-¼ à8·P¹�À¬à<³1·P¼<Â<³1·�à8´-¹<³

τm
¹<¼<·0Ô¶à<à<Ä¿½3È�Ô ÀÉ½3´¶¼SÂÅ·�Ä ÔNµ)´-³"Õ=·

expm ◦αm

º&´�3
expm

Â<ÁP¸1½3ß-¼Å·¬ÄBÜ Ô¶à<à<Ä¿½3ÈPÔÖÀÉ½¿´-¼�· Ó�à@´-¼Å·P¼YÀÉ½¿·PÄ3Ä¿·£Ô¶¸1¸"´�ÈP½3Á�·� �Ä Ô4Õ4ÁøÀÉ³"½+��¹<·
ρ
&±Èøµ + �¶´-¸ - � ò ûÞù ( º�·�À

αm : Rm → TmM
¹<¼Ø½3¸1´-Õ=´-³"à��Å½3¸"Õ=·OÄ¿½3¼<ÁPÔ¶½3³1·¶û

� ê<¸"·�³1¾¶´-¼<¸!��¹<·�à8´-¹<³ ÀÉ´¶¹ÅÀ
x ∈M

º/ÄBÜ Ô¶à<à<Ä¿½3ÈPÔÖÀÉ½¿´-¼ H

gx := τ−1
g(x) ◦ g ◦ τx

· ÓÅ½¿¸1À"·Ñ¸1¹<³ ¹<¼N¾-´¶½3¸"½¿¼/Ô¶ß-·]Â<·�ÄBÜÞ´-³"½¿ß-½3¼<·�Â/Ô¶¼Å¸
Rk º<·�À���¹<·�Â�Ü Ô¶à<³)�P¸ Ä Ô¬È�´-¼<Â<½ ÀÉ½3´¶¼Øö�º<Ä3Ô¬¼<´-³"Õ=·

‖ d0gx ‖
à8´-¹<³£Ä3Ô Õ4ÁøÀÉ³"½+��¹<·N¸1ÀÉÔ¶¼<Â/Ô¶³1Â ·P¸1À=Á�ßYÔ¶Ä3·( �Ä3Ô ¼<´-³"Õ=·NÂ<·

dxg
à8´-¹<³£Ä3Ô Õ4ÁøÀÉ³1½2��¹<·

³1½3·PÕ4Ô¶¼<½¿·P¼<¼Å·¶û�,�·�À"À"·�ÈP´-¼<ÂÅ½¿ÀÉ½¿´-¼�Õ=´-¼YÀÉ³1·gÔ¶¹<¸1¸"½ ��¹<·gÄ ÔÑµ)´-¼<È�À"½3´-¼ | det d0gx|
¼<·gÂÅÁPà8·P¼<Âúà/Ô¶¸

Â<·�Ä3Ô÷µ±Ô¶Õ4½¿Ä3Ä¿·7Â<·�ÈPÔ¶³1À"·P¸
(τm)m∈M

È0�<´-½3¸1½3·�à8´-¹<³ ·øÓ�à<³1½3Õ=·P³
g
û

ËÌÎ �d°��
g
« ��®4Ï�å ��ä � � ° �â°8­� � ä �B�E« � ,�´-¼Å¸"½3ÂÅÁP³"´¶¼<¸ ÄBÜ Ô¶à<à<Ä¿½3È�Ô ÀÉ½3´¶¼ H

A :
M −→ GLk(R)
x 7−→ d0gx

,�´-Õ=Õ=·
M
·P¸�À÷¹<¼Å·=¾ÖÔ¶³1½3Á�À"ÁdÈP´-Õ=à/Ô¶ÈøÀÉ·¶º&Ä¿·P¸gµ)´-¼<ÈøÀÉ½3´¶¼<¸

log+ ‖A(x) ‖ ·�À log+ ‖A(x)−1 ‖¸1´-¼YÀ�ê8´-³1¼<ÁP·�¸Pº(Â<´-¼<È
ν
ç ½3¼YÀ"ÁPß-³"Ô¶ê<Ä¿·P¸Pû�é\Ü �&%�à@´¶À����P¸1· & ò û ì.(�·P¸1À�Â<´¶¼<ÈA¾-ÁP³1½+�/Á�·¶º�·øÀ�Ä3Ô�à<³"´¶à@´-¸1½¿À"½3´-¼

ò û ò û öÖùØ¸PÜ Ô¶à<à<Ä¿½2��¹<·dÔ¶¹SÈP´�È�%�È�Ä3·dÄ3½¿¼<Á�Ô¶½¿³"· A Ô¶¸1¸"´�ÈP½¿Á  A û&é&·�¸�³"ÁP·�Ä3¸ λi

¸"´-¼YÀ÷Ô¶Ä3´-³1¸gÔ¶à<à8·PÄ¿ÁP¸
Ä¿·P¸ ·øÓ�à8´-¸ÉÔÖ¼�À"¸]Â<·Ñé/%YÔÖà@´-¹Å¼<´67�Â<¹ú¸)%�¸�ÀA�PÕ=·ÑÂ�%�¼/Ô¶Õ=½2��¹<·

(M, g, ν)
û

ËÌÎ �]°��
g
« �ø®gÏ�åâ«�å"�&° �E°:­� � ä �E�E« � ,�´-¼YÀ"³ÉÔ¶½¿³"·PÕ=·P¼YÀ\ÔÖ¹£È�Ô¶¸;ÂÅ·P¸AÂ<½ 7�Á�´-Õ4´¶³"à��Å½3¸"Õ=·P¸�º

¼<´¶¹<¸�¼<·£à@´¶¹Å¾-´-¼Å¸ÑàÅÄ3¹<¸�Ô¶àÅà<Ä3½+��¹Å·P³gÂ<½¿³"·PÈøÀÉ·�Õ4·�¼�À�Ä¿·P¸g³1ÁP¸"¹ÅÄ¿À Ô ÀÉ¸gÂ<·dÄ Ô�¸1·PÈøÀÉ½3´¶¼SàÅ³"ÁPÈ�ÁPÂ<·�¼YÀÉ·¶û
ó�´-¹<¸�Ô¶Ä3Ä¿´-¼<¸�¾¶´-½3³.��¹<·�ÄCÜ �&%�à@´ÖÀA����¸"·ÑÂ�Ü ½¿¼YÀÉÁPß¶³ÉÔ¶ê<½¿Ä3½ ÀÉÁ H

x 7→ log | det d0gx| ∈ L1(ν)
& ò û - (

·�¸1À£¸1¹�%=¸ÉÔ¶¼YÀÉ·Øà8´-¹<³ÌÂ<Á��/¼Å½3³÷Ä¿·P¸¬· Ó�à@´-¸"Ô¶¼YÀÉ¸£Â<·�é %-Ô¶à8´-¹<¼<´67�Â<·
(M, g, ν)

û�,�´-Õ=Õ4·�¼��P´-¼Å¸
à/ÔÖ³ ´-ê<¸"·�³1¾¶·P³!��¹<· & ò û - (�·P¼YÀÉ³"Ô ; ¼<·�Ä¿·P¸ à<³1´-à<³"½¿Á�À"ÁP¸ ¸"¹<½ ¾ÖÔ¶¼YÀÉ·P¸ H
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�� ? � � ? ���% . � D�� 0>? � � $ ? 7.$�� ? 5 7.� $  ED � ��� � ?�L
� DIF�@  �� ?  # 
E�  9���� $������% =� g J.����� �, 

ν(Cg) = 0
D	� � 
&7.��$��:9���� �  ������ 7 =.� � ���9 ��%$��  ;�<�  

d0gx ? $ � ��J. �� ? ��
E�  �
�� ��� ν "�
0�9 ? ���! $ � ��$ x D
� DIF 7�5B� � 9�$��:� �

log+
∥∥ (d0gx)

−1
∥∥  ? $ ν " � �%$ � �.�87�
E�  ED

�������������� ! ��#$��� %�éM·�à<³"·�Õ4½¿·P³Ìà@´-½¿¼YÀ¬·P¸�Àd½3Õ=Õ4Á�Â<½ Ô À H�¸"½ Ä Ô?Õ=·P¸1¹<³"·
ν
È0�<Ô¶³"ß-·PÔ¶½¿À Cg

º
ÔÖÄ3´-³1¸]Ä Ô=µ)´-¼<È�À"½3´-¼

log | det d0gx|
¼<·¬¸1·P³"Ô¶½¿Àgà<Ô¶¸O½3¼YÀ"ÁPß-³"Ô¶ê<Ä3·Öû�²�´-¹<³OÄ¿·¬Â<·�¹�Ó�½2�PÕ=·¬à8´-½3¼YÀPº@´-¼

¹�ÀÉ½3Ä¿½3¸1·=ÄCÜ ½¿¼<ÁPß-Ô¶Ä3½ ÀÉÁ | detP | ≤ ‖P−1 ‖−1
.‖P ‖k−1 º&à<³"´�¾-·�¼/Ô¶¼YÀ£Â<¹âÄ3·�Õ4Õ=· ò û ò û ö¶î(ç�&Bö.(øº &Cô ( ûÒAÄ¿Ä3·g·P¼YÀ"³ÉÔ ;3¼<·gà@´¶¹<³ ÀÉ´-¹ÅÀ

x ∈M
H

log+
∥∥ (d0gx)

−1
∥∥ ≤ (k − 1) log+ ‖ d0gx ‖ +

∣∣∣ log | det d0gx|
∣∣∣

,�·øÀ"À"·Ì½¿¼<ÁPßYÔÖÄ3½¿À"Á]Õ=´-¼YÀÉ³1· ��¹Å·
log+

∥∥ (d0gx)
−1
∥∥ ∈ L1(ν)

º/È�Ô¶³
log+ ‖ d0gx ‖

·P¸�À7ê8´-³1¼<ÁP·g·øÀ
& ò û - (�·P¸�À7¾¶ÁP³"½ �/ÁP·Öû

2

ó7´¶¹<¸4½¿¼YÀÉ³"´�Â<¹<½¿¸"´-¼Å¸=Õ4Ô¶½¿¼�À"·P¼/ÔÖ¼�À=Ä¿·P¸=·øÓ�à@´¶¸ÉÔ¶¼YÀÉ¸0Â<¹�¸*%�¸�ÀA��Õ4·�Â�%�¼/Ô¶Õ=½2��¹<·
(M, g, ν)

û
Ý �/¼NÂ<·7¼<´-¹<¸ ³ÉÔ¶Õ=·P¼<·�³�Ô¶¹0È�Ô¶Â<³1·]Â<¹0à/Ô¶³ÉÔÖß-³ÉÔ¶à��<·]à<³1ÁPÈ�ÁPÂ<·�¼�ÀPº<¼<´-¹Å¸�³"·�¼<Â<´-¼<¸ ½3¼Y¾-·�³"¸1½3ê<Ä¿·]ÈP·
¸*%�¸1ÀA��Õ4·ÑÂ�%�¼/Ô¶Õ=½2��¹<·�·�¼úÀ"³ÉÔ�¾ÖÔ¶½3Ä¿Ä Ô¶¼YÀ�Ô�¾¶·PÈÑÄBÜÞ·P¼<¸1·PÕ¬êÅÄ3·�Â<·P¸ ´-³1ê<½¿À"·P¸ Â<·

g
H

M̂ :=
{
x̂ := (xn)n∈Z , g(xn) = xn+1

}

Õ÷¹<¼<½ Â<·úÄ Ô ÀÉ´¶à@´-Ä¿´-ß-½¿·0·�À=Â<·úÄ Ô À"³"½3êÅ¹KàÅ³"´�Â<¹<½¿ÀPû4,�·�À4·P¼Å¸"·PÕ÷ê<Ä3·Ø·P¸�À0È�´-Õ=à/Ô¶È�ÀPºAà<¹<½¿¸���¹�ÜÞ½3Ä
·�¸1Àúµ)·P³1Õ4Á�Â/ÔÖ¼<¸ØÄBÜÞ·P¸"à<Ô¶ÈP· Õ=Á�ÀÉ³1½2��¹<·�È�´-Õ4à<Ô¶È�À

MZ
û � ¼HÂ<Á�¸"½3ß¶¼<· à/Ô¶³

π0

Ä3Ô à<³"´��1·PÈ�À"½3´-¼
π0 : x̂ 7→ x0

û éAÜ Ô¶àÅà<Ä3½¿È�ÔÖÀ"½3´-¼
ĝ
½3¼<ÂÅ¹<½¿À"·�à/ÔÖ³

g
¸"¹<³

M̂
·�¸1ÀN¹<¼Å· ê<½ �1·�È�À"½3´-¼�º\à<¹Å½3¸���¹�ÜÞ·PÄ¿Ä3·

¸�Ü ½¿Â<·P¼YÀ"½+�/·ÌÔ¶¹?ÂÅÁPÈ�ÔÖÄ Ô¶ß-·  =Â<³"´-½ ÀÉ·Öû � ¼�Â<Á��<¼<½¿À
ν̂
È�´-Õ=Õ4·gÄCÜ ¹<¼Å½2��¹<·ÑÕ4·�¸"¹<³1·ÌÂ<·Ñà<³1´-ê/Ô¶ê<½¿Ä3½ ÀÉÁ

½¿¼Y¾¶ÔÖ³"½ ÔÖ¼�À"·gÂ<·
(M̂, ĝ)

¾-Á�³"½+�/Ô¶¼YÀ
ν̂(π−1

0 (A)) = ν(A)
à@´-¹Å³�ÀÉ´-¹ÅÀ ê8´-³1ÁPÄ3½¿·P¼

A
Â<·

M
û

éM·?¸*%�¸�ÀA��Õ4·�Â�%�¼/ÔÖÕ4½+��¹Å·
(M̂, ĝ, ν̂)

Ô¶½¿¼<¸"½�ÈP´-¼Å¸1ÀÉ³1¹<½¿À &±Èøµ + ,�ïAè�-Cº.,
�<Ô¶à�û
10
º �

4
(=¸PÜ Ô¶à�ç

à8·PÄ¿Ä3· ÄBÜÞ·øÓ�À"·P¼<¸1½3´-¼=¼/ÔÖÀ"¹<³"·�Ä3Ä3· ÂÅ¹0¸)%�¸�ÀA�PÕ=·
(M, g, ν)

û�ó�´¶ÀÉ´-¼Å¸:��¹<·7¸"½
ν
·P¸1À�·P³1ß-´�ÂÅ½2��¹<· &±³1·P¸"à�û

Õ=ÁPÄ3Ô¶¼<ß-·PÔ¶¼YÀÉ·)(øº/Ô¶Ä¿´-³"¸
ν̂
ÄCÜ ·�¸1À�Ô¶¹<¸1¸"½Cû

²�´¶¸"´-¼<¸CH
X̂ :=

{
x̂ ∈ M̂ , xn /∈ Cg , ∀n ∈ Z

}

,�·øÀØ·P¼<¸1·PÕ¬êÅÄ3·
ĝ
ç ½3¼Y¾ÖÔ¶³"½3Ô¶¼YÀ0·�¸1ÀNß¶ÁP¼<Á�³"½2��¹<·�à8´-¹<³4Ä ÔSÕ4·�¸"¹<³1·

ν̂
û�ÒA¼*·87�·øÀ�º�È�´-Õ=Õ4·

ν
¼<·

È0�<Ô¶³"ß-·Ñà/Ô¶¸�ÄBÜÞ·P¼Å¸"·PÕ÷ê<Ä3·�ÈP³1½¿À"½2��¹<·�Â<·
g
&±Èøµ;Ä3·�Ä¿·PÕ=Õ4· ò û ò û ö¶õ ç�& ò ( (øº<·øÀ ��¹Å·

ν̂
·�¸1À7½3¼Y¾ÖÔ¶³"½3Ô¶¼YÀÉ·

à<Ô¶³
ĝ
º&Ô¶Ä¿´-³"¸7Ä Ô�Õ=·P¸"¹Å³"·dÂ<·

Ci := {x̂ ∈ M̂, xi ∈ Cg}
·P¸1ÀÑ¼�¹<Ä¿Ä3·¶û�éM·£ÈP´-Õ=à<Ä3Á�Õ4·�¼YÀ Ô¶½¿³"·÷ÂÅ·

X̂
º/ÁPßYÔ¶Ä/ =Ä3Ô¬³"ÁP¹Å¼<½3´-¼ØÂ<·�¸

(Ci)i∈Z

º/·P¸�À7ÂÅ´-¼<È�Â<·�Õ4·�¸"¹<³1·�¼�¹ÅÄ3Ä3·Öû
� ¼ØÂ<Á��/¼Å½¿À7Ô¶Ä3´¶³"¸�ÄCÜ Ô¶àÅà<Ä3½¿È�ÔÖÀ"½3´-¼�H

A :
X̂ −→ GLk(R)
x̂ 7−→ d0gx0

é&Ô]µ)´-¼ÅÈ�ÀÉ½¿´-¼
log+ ‖A(x̂)−1 ‖ Á�ÀÉÔ¶¼YÀ ν̂ ç ½3¼YÀÉÁ�ß-³ÉÔ¶êÅÄ3· &±È�µ8Ä¿·�Ä3·�Õ4Õ=· ò û ò û ö¶õ(ç�&Bö.( (øº(¼<´¶¹<¸;à8´-¹Å¾-´¶¼<¸ÔÖà<à<Ä3½+��¹<·P³ Ä Ô£à<³1´-à8´-¸"½ ÀÉ½3´¶¼ ò û ò û öÖù=Ô¶¹ú¸)%�¸1À��PÕ=·

(X̂, ĝ, ν̂)
û:éM·P¸�³"Á�·PÄ¿¸

λi

Ô¶½¿¼<¸"½M´¶êÅÀÉ·�¼�¹Å¸]¸"´¶¼�À
ÔÖà<à@·�Ä3Á�¸�Ä¿·P¸ · ÓÅà8´-¸"Ô¶¼YÀÉ¸�Â<·÷é/%-Ô¶à@´¶¹<¼<´67�ÂÅ¹�¸*%�¸�ÀA��Õ4·ÑÂ�%�¼/Ô¶Õ=½2��¹<·

(M, g, ν)
û
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��������� Q &\V �]^MV V ��V�X�� ��^MV
(Pk, f, µ)

ÇOÔ¶¼Å¸¬ÈP·øÀ"ÀÉ·0¸"·PÈøÀÉ½¿´-¼�º�¼<´-¹<¸¬½¿¼YÀÉ³"´�Â<¹<½¿¸"´-¼Å¸ ��¹<·�Ä2��¹<·P¸£¼Å´¶À ÔÖÀ"½3´-¼Å¸Ì·øÀ¬¼<´-¹Å¸÷¾-Á�³"½+�<´-¼<¸ ��¹<·
Ä¿·P¸ ·øÓ�à8´-¸ÉÔÖ¼�À"¸]Â<·Ñé/%YÔÖà@´-¹Å¼<´67�Â<·

(Pk, f, µ)
¸"´¶¼�À�ê<½¿·P¼ØÂ<Á8�/¼<½3¸�û

Ð�Ô¶à<à8·PÄ3´¶¼<¸ ��¹<·
Pk ·P¸1À¬Õ¬¹<¼<½ Â<·�Ä Ôú¸1À"³"¹<ÈøÀÉ¹<³1·�Â<·0¾ÖÔ¶³1½3Á�À"Á �<·�³"Õ=½¿À"½3·P¼Å¼<·4½¿¼<Â<¹<½ ÀÉ·=à/Ô¶³Ä3Ô?µ)´-³"Õ=·0Â<·Øï/¹<êÅ½3¼&%Yç�è�À"¹<Â�%

ωFS

ûA²�Ô¶³£Ä Ô ¸1¹<½¿À"·¶º;¼Å´-¹<¸dÔ¶¹<³1´-¼<¸£ê8·P¸1´-½3¼{Â�ÜÞ¹<¼<·Nµ±Ô¶Õ=½3Ä¿Ä3·dÂ<·
ÈPÔ¶³1À"·P¸��<´-Ä3´¶Õ4´-³1à��<·�¸£Â<·

Pk º\¼<´¶ÀÉÁ�· (τm)m∈Pk

ºA¾-Á�³"½ �:Ô¶¼YÀ=Ä3·P¸dà<³1´-à<³1½3Á�À"ÁP¸=¸"¹<½ ¾ÖÔ¶¼YÀÉ·P¸=à8´-¹<³
À"´-¹ÅÀ

m ∈ Pk H
ò û
τm : Ck → Pk ·P¸�À�¹<¼�êÅ½2�<´-Ä¿´-Õ=´-³"à��Å½3¸"Õ=·�¸"¹<³ ¸"´¶¼�½¿Õ0Ô¶ß¶·¶ºÅ·øÀ ¾-ÁP³1½+�/· τm(0) = m

û
ö�û7é&ÔOµ)´-³1Õ4·.�<·�³"Õ=½¿À"½3·P¼Å¼<·

(τ ∗mωFS) (0)
·P¸�À�Á�ßYÔ¶Ä¿·� �Ä3ÔOµ)´-³"Õ=·

ω0 := i
2π

∑k
j=1 dzj ∧dzj

û
Ð ·PÕ4Ô¶³���¹<´¶¼<¸1��¹Å·4È�·P¸�È�Ô¶³�ÀÉ·�¸Ñ¾¶ÁP³"½ �/·P¼YÀÌÄ3·�¸gÈP´-¼<ÂÅ½¿ÀÉ½¿´-¼<¸ ò ·�À÷öNÁP¼<´¶¼<ÈPÁ�·P¸ÑÂ/Ô¶¼<¸ÑÄ Ô�¸1·PÈ�À"½3´-¼
à<³1ÁPÈ�ÁPÂ<·�¼�À"·¶û � ¼ à8·P¹ÅÀ]´-êÅÀ"·P¼<½¿³7¹<¼Å·÷ÀÉ·�Ä3Ä3·�µ±Ô¶Õ=½3Ä¿Ä3·OÂ<·÷Ä ÔdÕ0Ô¶¼Å½2�P³1·Ì¸1¹<½¿¾ÖÔ¶¼YÀ"·¶ûMè�´-½¿À

ζ := [1 :
0 : · · · : 0]

º<·øÀ
τζ
ÂÅÁ��/¼<½¿·�à/Ô¶³ H

τζ :
Ck −→ Pk

(z1, · · · , zk) 7−→ [1 : z1 : · · · : zk]

,�·øÀ"ÀÉ· Ô¶à<à<Ä¿½3È�Ô ÀÉ½3´¶¼K¾¶ÁP³"½ �/· È�Ä Ô¶½¿³"·PÕ=·P¼YÀ4Ä ÔSÈP´-¼<ÂÅ½¿ÀÉ½¿´-¼ ò ÈP½ ç Â<·P¸1¸"¹<¸�û�é&ÔEÈ�´-¼<Â<½ ÀÉ½3´¶¼*öâà<³1´Öç
¾�½3·�¼YÀNÂ<·�ÄBÜÞ·øÓ�à<³1·P¸1¸"½3´¶¼HÂÅ· Ä Ôâµ)´¶³"Õ=·?Â<· ï/¹<ê<½¿¼<½ çWè�ÀÉ¹ÅÂ�%K·P¼*ÈP´�´-³1Â<´-¼<¼<Á�·P¸ØÔ�%=¼<·�¸
&±È�µ +ÞÇ -
,
�/ÔÖà�û Æ1Æ"Æ û ì (øû
ó7´¶¹<¸�ÈP´¶¼<¸1À"³"¹<½¿¸"´-¼<¸�Õ0Ô¶½¿¼YÀÉ·P¼<Ô¶¼YÀ

τm
à8´-¹<³G¹<¼Nà8´-½3¼YÀ

m
��¹<·�Ä3È�´-¼���¹<·OÂ<·

Pk ûÅ²�´-¹<³�È�·PÄ3ÔÅºÈ0�<´¶½3¸"½¿¸"¸1´-¼<¸
Mm ∈ Ck+1 Â<·N¼<´-³1Õ4· 1

ÀÉ·�Ä
��¹<·
π(Mm) = m

&
π
Â<Á�¸"½¿ß-¼<·�Ä3Ô?à<³"´��1·PÈ�À"½3´-¼

ÈPÔ¶¼<´-¼<½+��¹<·7ÂÅ·
Ck+1 \{0} Â<Ô¶¼<¸ Pk ( ûYÆ Ä:·øÓ�½3¸�ÀÉ·OÔÖ½3¼<¸1½/¹<¼<·]Õ4ÔÖÀ"³"½3È�· ¹<¼<½ À Ô¶½¿³"· Um ∈ Uk+1(C)¾¶ÁP³"½ �:Ô¶¼YÀ

Um(1, 0, · · · , 0) = Mm

û � ¼ à8´-¸"·0Ô¶Ä3´¶³"¸
τm := gm ◦ τζ

º�´�3
gm

ÂÅÁP¸"½¿ß-¼<·�ÄCÜ ÔÖ¹�ç
À"´-Õ4´¶³"à��<½¿¸"Õ=·EÂ<·

Pk ½¿¼<Â<¹<½ À�à/Ô¶³ Um
û1,�·�À1ÀÉ·KÔ¶à<à<Ä¿½3ÈPÔÖÀÉ½¿´-¼ ¾¶ÁP³"½ �/· Ä Ô�È�´-¼<Â<½ ÀÉ½3´¶¼ ò È�Ô¶³

Um(1, 0, · · · , 0) = Mm
û\ÒAÄ3Ä¿·N¸ÉÔÖÀ"½3¸�µ±Ô¶½¿À=Ô¶¹Å¸"¸"½ Ä3ÔSÈ�´-¼<Â<½ ÀÉ½3´¶¼�ö�È�ÔÖ³=Ä3Ô µ)´-³"Õ=·ØÂ<·?ï/¹<êÅ½3¼<½Ùç

è�À"¹<Â�%N·�¸1À7½3¼Y¾ÖÔ¶³"½3Ô¶¼YÀÉ·Oà<Ô¶³ ÄBÜ Ô¶¹ÅÀÉ´¶Õ4´-³1à��<½¿¸"Õ=·
gm
û

Ð ·PÕ4Ô¶³���¹<´-¼Å¸.��¹Å·ÑÂ<Ô¶¼<¸ ÈP·øÀ"ÀÉ·�È�´-¼<¸1À"³"¹<ÈøÀÉ½¿´-¼�º<Ä¿·P¸�È0�<´¶½ ÓNÂÅ·
Mm

·�À Â<·
Um

¼Å·g¸"´-¼YÀ�à/Ô¶¸
¹<¼Å½2��¹<·P¸�û&,�·�à@·�¼<Â/Ô¶¼YÀ�º¶Ô¶¹Ì¾¶´-½3¸1½3¼/ÔÖß-· Â�Ü ¹<¼÷à@´-½¿¼YÀ ��¹<·�Ä3È�´-¼���¹<·

m0 ∈ Pk º ´-¼÷à8·P¹�À;Â<·�Õ0Ô¶¼ÅÂ<·P³Ô¶¹�Ó�Ô¶àÅà<Ä3½¿È�ÔÖÀ"½3´-¼<¸
m 7→ Mm

·�À
m 7→ Um

Â�Ü 3�À"³"·¬ÂÅ·£ÈPÄ ÔÖ¸"¸"· C∞ û8Ý]½3¼Å¸"½Bº8¸"½ B(t, ξ)
&±³1·P¸"à�û

P (t, ξ)
( Â<ÁP¸1½3ß-¼Å·=Ä3Ô0ê8´-¹<Ä3·÷·P¹<È�Ä3½3ÂÅ½3·P¼Å¼<·'&±³1·P¸1à�ûMÄ3·¬à8´-Ä %�ÂÅ½3¸���¹<·)(]Â<·

Ck È�·P¼YÀÉ³1ÁP·d·P¼ t ·�À�Â<·³"Ô5%¶´-¼
ξ
&±³"·�¸"à�û ÂÅ·Sà8´-Ä %�³"Ô?%-´-¼ &

ξ, · · · , ξ ( ( º�Ô¶Ä¿´-³"¸0½3ÄO· ÓÅ½¿¸1À"· t > 0
·øÀ

r > 0
ÀÉ·�Ä3¸���¹<·

ÄCÜ Ô¶àÅà<Ä3½¿È�ÔÖÀ"½3´-¼�H
τm0(P (0, t)) × B(0, r) −→ Ck

(m, z) 7−→ τ−1
m0

◦ τm(z)¸1´-½¿À Â<·�È�Ä Ô¶¸1¸"· C∞ û/Ç7·Ìà<Ä¿¹<¸Pº���¹Å½¿À"À"·  dÂÅ½3Õ=½3¼�¹<·P³ t ·�À r º<Ä¿·P¸ È0�/Ô¶¼Åß-·PÕ=·P¼YÀÉ¸�Â<·�È�ÔÖ³1ÀÉ·�¸ H

φm,m0 := τ−1
m0

◦ τm , m ∈ τm0(P (0, t))

¸1´-¼YÀ�Ô¶³1ê<½¿À"³ÉÔ¶½¿³"·�Õ4·�¼�ÀdàÅ³"´�È0�<·P¸4Â<·�Ä3Ô À"³ÉÔ¶¼Å¸"Ä Ô ÀÉ½3´¶¼{Æ Â
Ck + τ−1

m0
(m)

¸1¹<³
B(0, r)

&)à@´-¹Å³=Ä3Ô
¼<´¶³"Õ=· ‖ . ‖∞ (øû



�	�$��� ��� ��������� ���"
 ���

è�½
f
Â<Á�¸"½3ß¶¼<·�¹<¼Ø·P¼<Â<´¶Õ4´-³1à��<½¿¸"Õ=· �<´-Ä¿´-Õ4´¶³"à��<·

f
ÂÅ·
Pk ºÅ´-¼�¼Å´¶ÀÉ· H

fx := τ−1
f(x) ◦ f ◦ τx

,�´¶Õ4Õ=·
f
·P¸1À¬¹<¼<½¿µ)´¶³"Õ=ÁPÕ=·P¼YÀ÷È�´-¼YÀÉ½¿¼�¹<·¶º�½3Ä\·øÓ�½3¸�ÀÉ·

R0 > 0
À"·PÄ:��¹<·�à8´-¹<³ÌÀ"´-¹ÅÀ

x ∈ Pk ºÈ�·�À1ÀÉ·dÔ¶à<àÅÄ3½3ÈPÔÖÀÉ½¿´-¼Ø·øÓ�½3¸�ÀÉ·¬¸1¹<³
B(0, R0)

û � ¼ ¼Å´¶ÀÉ·£ÔÖ¹<¸"¸1½
à8´-¹<³7À"´-¹ÅÀ
x ∈ Pk ·øÀgà8´-¹<³7À"´-¹ÅÀ

x̂ ∈ X̂
&±Â<Á8�/¼<½B dÄ Ô¬¸"·�È�À"½3´-¼úà<³"Á�ÈPÁ�Â<·P¼YÀÉ·)( H

fn
x := ffn−1(x) ◦ · · · ◦ fx

f−n
x̂ := f−1

x−n
◦ · · · ◦ f−1

x−1

,�·�¸]ÔÖà<à<Ä3½¿È�ÔÖÀ"½3´-¼Å¸�·øÓ�½¿¸1ÀÉ·�¼YÀ]¸1¹<³ ¹<¼ú¾¶´-½3¸1½3¼/ÔÖß-·gÂ<·�ÄBÜÞ´-³"½¿ß-½3¼Å·]Â/Ô¶¼Å¸
Ck û

�OÁ�³"½ �/´-¼<¸  �àÅ³"ÁP¸1·P¼YÀ ��¹<·{ÄBÜ �&%�à@´¶À����P¸1· & ò û - (�·�¸1À ¸"ÔÖÀÉ½¿¸1µ±Ô¶½ ÀÉ·¶û7ÒA¼`·�7@·�ÀPºOÄ Ô�µ)´¶¼<È�À"½3´-¼
x 7→ log | det d0fx|

¸�Ü Á�ÈP³"½ À�ÔÖ¹K¾¶´-½3¸1½3¼/Ô¶ß¶·úÂÅ·úÀ"´-¹ÅÀ4à@´-½¿¼YÀ
m0

ÈP´-Õ=Õ=·NÄ Ô ¸"´-Õ=Õ4·ØÂ�ÜÞ¹<¼<·
µ)´¶¼<È�À"½3´-¼

psh
·�À]Â�Ü ¹Å¼<·Ìµ)´-¼ÅÈ�ÀÉ½¿´-¼?ÂÅ·÷ÈPÄ3Ô¶¸"¸1· C∞ º:½¿¸"¸"¹Å·÷Â<·�¸OÈ0�/Ô¶¼<ß¶·PÕ=·P¼YÀÉ¸7Â<·÷ÈPÔ¶³1À"·P¸ φx,m0·øÀ

φf(x),f(m0)

û;²\¹Å½3¸���¹<·úÄ Ô�Õ=·P¸1¹<³"·
µ
à@´¶¸"¸���Â<·úÂ<·P¸=à@´ÖÀÉ·P¼YÀ"½3·PÄ¿¸�
 ? !Kê8´-³"¼<Á�¸PºAÄ3Ô�µ)´¶¼<È�À"½3´-¼

φ
·P¸�À

µ
ç ½3¼YÀ"ÁPß-³"Ô¶ê<Ä3·g·�¼?¾-·�³1À"¹?Â<·ÌÄBÜÞ½3¼<Á�ßYÔ¶Ä3½ ÀÉÁ7Â<·�,
�<·�³"¼�ç éM·�¾�½3¼<· çWó�½3³"·�¼�ê@·�³"ß &)È�µ
Ä Ôdà<³"´-à8´-¸1½ ç

À"½3´-¼ ò û ò û ò ö ( û�ÒA¼Sà/Ô¶³1À"½3È�¹<Ä3½¿·P³Pº8Â�Ü Ô¶à<³)�P¸�Ä3·�¸OÄ3·�Õ4Õ=·P¸ ò û ò û ö¶õ ç�&Bö ( ·�À ò û ò û ö¶ô ç�& ò (øº8Ä Ô0µ)´¶¼<È�À"½3´-¼
log
∥∥ (d0fx)

−1
∥∥ ·P¸�À µ ç ½¿¼�À"ÁPß-³"Ô¶ê<Ä¿·¶ûó7´¶¹<¸g¸"´-Õ=Õ=·P¸OÂ<´¶¼<È£Â/Ô¶¼<¸gÄ¿·÷ÈPÔ¶Â<³"·£Â�Ü Ô¶àÅà<Ä3½¿È�ÔÖÀ"½3´-¼ ÂÅ·P¸g³"Á�¸"¹<Ä À ÔÖÀ"¸OÂ<·£Ä3Ô�¸"·PÈøÀÉ½¿´-¼ ò û ò û ô

&)È�Ô¶¸7Â<·P¸7·P¼<ÂÅ´-Õ4´¶³"à��<½¿¸"Õ=·P¸9( H:ÄCÜ ·�¼<¸"·�Õ¬ê<Ä3·
X̂
·P¸1À

µ̂
ç ß-ÁP¼<Á�³"½+��¹Å·¶º:·�À7Ä3·�¸7· ÓÅà8´-¸"Ô¶¼YÀÉ¸]ÂÅ·¬é/%YÔ ç

à8´-¹<¼Å´67 Â<·
(Pk, f, µ)

·øÓ�½3¸�ÀÉ·P¼YÀ &±Ä¿·P¸dÔ¶³1ß-¹<Õ=·P¼YÀÉ¸d¸"´¶¼�À4Ä3·�¸£Õ 3�Õ4·�¸dà@´-¹Å³£Â<·P¸=Õ0Ô ÀÉ³"½¿ÈP·�¸" 
È�´�·*%=ÈP½3·�¼YÀÉ¸�Â/Ô¶¼<¸

C
(øû

ÇOÔ¶¼Å¸ À"´-¹ÅÀ"·ÑÄ3Ô¬¸"¹<½ ÀÉ·Öº/¼<´-¹<¸ ÀÉ³"Ô�¾¶ÔÖ½3Ä3Ä¿´-¼<¸�Ô�¾¶·PÈÑÄ3·g¸*%�¸�ÀA��Õ4·�Â�%�¼/Ô¶Õ=½2��¹<·
(Pk, f, µ)·øÀ�¸"´-¼Ø·øÓ�À"·P¼<¸1½3´-¼�¼/ÔÖÀÉ¹Å³"·PÄ¿Ä3·

(P̂k, f̂ , µ̂)
û

ó7´-¹<¸ ¼<´ÖÀÉ´-¼<¸
λ1 ≤ · · · ≤ λk

Ä¿·P¸ ·øÓ�à8´-¸ÉÔ¶¼YÀ"¸7Â<·Ñé/%YÔÖà@´-¹Å¼<´67 Â<·�Ä Ô¬Õ=·P¸1¹<³"·
µ
û

� ¼ØÂ<ÁPÂ<¹Å½¿À�Â<·�Ä Ô¬à<³1´-à8´-¸"½ ÀÉ½3´¶¼ ò û ò û öÖù£Ä¿·P¸ ³"Á�¸"¹<Ä À ÔÖÀ"¸ ¸"¹<½ ¾ÖÔ¶¼YÀÉ¸ H
ËÌ°:­(°8¯C¯)Î/ä)­ «$*/© */©�%�� � � ���

µ̂
"�
0�9 ? ���! $�� ��$ x̂  �$ µ "�
0�9 ? ���! $�� ��$ x � � �$7 L

� D
λk = limn→+∞

1
n

log
∥∥ d0f

n
x−n

∥∥
� D −λ1 = limn→+∞

1
n

∫
Pk log ‖ (d0f

n
x )−1 ‖ dµ(x) = infn∈N

1
n

∫
Pk log ‖ (d0f

n
x )−1 ‖ dµ(x)

	 D ∑k
i=1 λj = limn→+∞

1
n

log | det Cd0f
n
x |

�������������� ! ��#$��� %�ó�´-¹<¸ ÀÉ³"Ô�¾ÖÔ¶½¿Ä3Ä¿´-¼<¸�Ô�¾¶·PÈ
(M, g, ν) = (X̂, f̂ , µ̂)

·�À�ÄBÜ Ô¶à<àÅÄ3½3ÈPÔÖÀÉ½¿´-¼ H

A :
X̂ −→ GLk(C)
x̂ 7−→ d0fx0
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ÒA¼{¹ÅÀ"½3Ä3½¿¸ÉÔ¶¼YÀÑ¸"¹ÅÈPÈP·�¸"¸1½¿¾-·�Õ4·�¼YÀ4ÄCÜ Á�ßYÔ¶Ä¿½¿ÀÉÁ A−n(x̂) =
(
d0f

n
x−n

)−1 º�Ä3·4à<³"·�Õ4½¿·P³Ñà@´¶½3¼YÀ¬Â<·4Ä Ô
à<³1´-à8´-¸"½ ÀÉ½3´¶¼ ò û ò û öÖùÅºÅ·�À�Ä¿·gÄ3·PÕ=Õ=· ò û ò û öÖî ç�& ò (øº &Bö ( ºÅ´-¼úÔ H

λk = limn→+∞− 1
n

log δ1
(
(d0f

n
x−n

)−1
)

= limn→+∞− 1
n

log
(
δk(d0f

n
x−n

)
)−1

= limn→+∞
1
n

log
∥∥ d0f

n
x−n

∥∥

éM·ÑÂ<·P¹�Ó�½+�PÕ=·Ñà8´-½¿¼�À�Â<Á�ÈP´-¹ÅÄ3·�Â<·ÑÄ Ôdà<³"´-à8´-¸1½¿ÀÉ½¿´-¼ ò û ò û öÖùÖç�&Cö (øºÅÂ<· A−n(x̂) =
(
d0f

n
x−n

)−1 ·�À
Â<·�ÄBÜÞ½3¼Y¾ÖÔ¶³1½ Ô¶¼<È�· Â<·

µ̂
û�éM·�À"³"´-½¿¸"½2��Õ4·�à<³"´�¾�½3·�¼�À Â<·7Ä Ôgà<³"´¶à@´-¸1½¿À"½3´-¼ ò û ò û öÖùÖç�&±ô (
·�À Â<·�ÄBÜÞÁPßYÔÖÄ3½¿À"Á

An(x̂) = d0f
n
x0

û
2

��«��EÎÅ­ ��Ï�« *:© */© %/. F? =� �� A � % #  �
�� � �%$ =� 9  >9�� �H���<� 7.� �9 � � � ? =�� �%�� L

−pλ1 ≤
∫

Pk

log
∥∥ (d0f

p
x)−1

∥∥ dµ(x) ≤ p(−λ1 + ε)
& ò û ò î (


�� ���
ε > 0

 �$
p ? � 	 ? 7 # #  ��%$��.�87.� = D � � � ? ������� � $�$  ���9 # 
 � 7�9  �� f 
&7.� � �� � $ ��� �  �� � � � ?
�� ��JC� � ?I? � 
 
�� ?  ��C���! . � D ��� 0  ? $6J.����� �,�  �
�� ��� p = 1

D

éAÜ ½¿Õ4à8´-³�À Ô¶¼YÀ�³"Á�¸"¹<Ä À ÔÖÀ7¸"¹<½ ¾ÖÔ¶¼YÀ�º:Â5+  ��³"½¿·P¼<Â ·øÀOÇ7¹Å¾ÖÔ¶ÄBº/µ)´-¹<³1¼<½¿À7¹<¼<·ÌÕ4½¿¼<´-³"ÔÖÀÉ½¿´-¼NÂ<·P¸
· ÓÅà8´-¸"Ô¶¼YÀÉ¸�ÂÅ·Oé/%YÔ¶à8´-¹<¼Å´67
û�Ý&¾-·�È]Ä3· ÈPÔ¶³ÉÔ¶ÈøÀA��³"·]Õ=ÁPÄ3Ô¶¼<ß-·PÔ¶¼YÀ\Â<·

µ
&±ÈøµMÄ3· À��<ÁP´-³)�PÕ=· ò û ò û ò õ ( º

È�·Ñ³1ÁP¸1¹<Ä¿ÀÉÔÖÀ ¸"·�³ÉÔdÄBÜÞ¹<¼ØÂ<·P¸�½3¼<ß¶³"ÁPÂÅ½3·P¼YÀ"¸ ÈPÄ3·øµ)¸ Â<·�¼<´¶ÀÉ³1·gÂ<ÁPÕ=´-¼<¸�ÀÉ³"ÔÖÀÉ½¿´-¼�û
����� °:­��-�â« */© *:© %/, �"ª¬­ ä)«�å"� � ÊØÏMÍ<Î/¯ ( # ª£Ê * '�1

F  ?  8A 
�� ? 7.�%$ ? =� (Pk, f, µ) ? � �%$ # � � � �9� ? 
&7.� log d/2
D

� ¼÷¼Å´¶ÀÉ·�³ÉÔ���¹Å·�ÈP·øÀ"À"·�Õ=½3¼<´-³"ÔÖÀÉ½¿´-¼g·P¸�À
´¶àÅÀÉ½¿Õ0Ô¶Ä¿·¶º�Ä3·\È�Ô¶¸�·øÓ�ÀÉ³1ÁPÕ4Ô¶Ä
λ1 = · · · = λk = log d/2ÁøÀ Ô¶¼YÀ�³"ÁPÔ¶Ä3½¿¸"Ágà/Ô¶³ Ä¿·P¸ · ÓÅ·�Õ4àÅÄ3·P¸ Â<·Ñé&ÔÖÀ1ÀA�P¸�û

��������� � $]^�	 � $7^MV 	�^ �-��^MV � 	 � ��^�� X &\U T<^MV
ó7´¶¹<¸ Õ4´-¼YÀ"³"´-¼<¸ ½¿ÈP½�Â<·�¸ ³"ÁP¸1¹<Ä¿ÀÉÔÖÀÉ¸ Á�Ä3ÁPÕ=·P¼YÀÉÔ¶½3³1·P¸.��¹<·�ÄBÜÞ´-¼Ø¹ÅÀÉ½¿Ä3½¿¸"·P³"Ô÷¸"´¶¹Å¾-·�¼�ÀPû

Ú\«�� �E« */© */© ��� 32� � $
A
���  ? 
&7�9  # ��$ �������% �� # ���%� =� � 7'$ ����
�� =� ? 
;� �9�;� �  �� ? D 32� �  ��%$

φ
�
(un)n≥0

=� ? 5B� � 9�$��:� � ? #  ? ���87�
E�  ?  �$ ? $����:9�$  #  ��%$�
�� ? � $ �<J. ? ? � � A D ,,� ? � 
 
�� ?  ���% L
∀x ∈ A , lim

n→+∞

1

n
log un(x) = 0

� ��� � ? �2
�� ��� $ � ��$ ε > 0
� �<�� 8A � ? $  α, β : A→ R∗

+
#  ? � �87�
E�  ? J.����� � 7.�%$ α ≤ φ ≤ β

 �$ L
∀n ≥ 0 , ∀x ∈ A , α(x)e−nε ≤ un(x) ≤ β(x)enε



�	�$��� ��� ��������� ���"
 � �

�������������� ! ��#$��� %�é&Ô¬µ)´-¼<ÈøÀÉ½3´¶¼N¸"¹<½ ¾¶ÔÖ¼�À"· H

n0(x) := min
{
p ∈ N , ∀n ≥ p , un(x) ≥ φ(x)e−nε

}

& ��¹<½&Â<ÁPà8·P¼<ÂúÂ<·
ε
(�·P¸�À�Õ4·�¸"¹<³"Ô¶ê<Ä3·Öº<È�ÔÖ³�Ä¿·P¸ ·�¼<¸"·�Õ¬ê<Ä3·�¸ H

{n0 = 0} =
⋂

p≥0

{
up ≥ φe−pε

}

∀q ≥ 1 , {n0 = q} =
{
uq−1 < φe−(q−1)ε

}
∩
⋂

p≥q

{
up ≥ φe−pε

}

¸1´-¼YÀ]ÂÅ·P¸ ê@´¶³"ÁPÄ¿½3·�¼<¸ Â<·
A
û � ¼úà@´¶¸"·�à@´¶¹<³�ÀÉ´-¹�À

x ∈ A
H

α(x) :=
∑

q≥0

1{n0=q}(x).min {u0(x), · · · , uq(x), φ(x)} & ò û ò-ò (

,�·øÀ"À"·Ñµ)´-¼ÅÈ�ÀÉ½¿´-¼N·P¸�À]È�Ä Ô¶½¿³"·�Õ4·�¼�À�¸1ÀÉ³1½3ÈøÀÉ·PÕ=·P¼YÀ à8´-¸"½ ÀÉ½ ¾-·g·�À�Õ=·P¸1¹<³ÉÔ¶êÅÄ3·¶û<Ò\Ä¿Ä3·O¾¶ÁP³"½ �/· H

∀n ∈ {0, · · · , n0(x)} , un(x) ≥ un(x)e−nε ≥ α(x)e−nε

∀n ≥ n0(x) , un(x) ≥ φ(x)e−nε ≥ α(x)e−nε

é&Ô£µ)´-¼<ÈøÀÉ½3´¶¼
α
³"ÁPà8´-¼<Â�Ô¶¹úà<³"´¶ê<Ä2��Õ4·Öû � ¼�àÅ³"´�È$�PÂÅ·ÑÂÅ·ÑÕ43PÕ=·gà8´-¹<³ ÈP´¶¼<¸1À"³"¹<½¿³"·

β
û

2

Ú\«�� �E« *:© */© � * 32� � $
M

���
 ? 
&7�9  # ��$��������! # ���%� =�@ ���� #  ? � �9 �=� 
0�H� 
�7�
��<� � $ � µ D
� DK32� �  ��%$

F,G,H ⊂ U
=� ? 
;� �9�;� �  �� ? =� M J.����� � 7.�%$

µ(H) = µ(U)
D � ��� � ? L

µ(F ∩G ∩H) ≥ µ(F ) + µ(G) − µ(U)

� DK32� � $
(Bn)n∈N

=� ? 
;� �9�;� �  �� ? =� M $  ;� ? ���% µ(Bn) ≥ c

�� ��� $ � ��$

n ∈ N D � ��� � ?
µ(lim supBn) ≥ c

D

�������������� ! ��#$��� %�éM·�à8´-½3¼YÀ ò ·P¸1À÷µ±Ô¶ÈP½¿Ä3·¶û�²�Ô¶¸"¸1´-¼<¸=Ô¶¹ à8´-½3¼YÀ£ö�û � ¼ Ô
lim supBn =

limp→∞ ↓ ∩Bp

º;´�3 Bp :=
⋃

l≥pBl

ûC,�´-Õ4Õ=· Bp

ÈP´-¼YÀÉ½¿·P¼YÀ
Bp

º;´¶¼�Ô
µ(Bp) ≥ c

à8´-¹<³
À"´-¹ÅÀ

p ≥ 0
û ²A¹<½¿¸���¹<·�Ä Ô ¸1¹<½¿À"· Â<· µ)´-¼ÅÈ�ÀÉ½¿´-¼<¸�½¿¼<Â<½¿È�ÔÖÀ"³"½3È�·P¸

1Bp

Â<ÁPÈ�³"´-½ À�¾-·�³"¸
1lim sup Bn·øÀ ��¹<·

µ
·�¸1À�¹Å¼<· Õ=·P¸"¹Å³"· �/¼Å½3·¶º�Ä3·SÀA�<Á�´-³���Õ4·EÂ<·EÈ�´-¼Y¾-·P³1ß-·�ÔÖ¼<ÈP· Õ=´-¼<´¶À"´-¼<·E·�¼YÀÉ³ÉÔ<; ¼<·

µ(lim supBn) ≥ limp→∞ µ(Bp) ≥ c
û

2

��������� � T &�� � R7^MV�U)���\^�TÅV�^MV
éM·ØÈP´-¼YÀÉ·�¼�¹�Â<·úÈP·øÀ"ÀÉ·úà/Ô¶³�ÀÉ½¿·N·P¸1À4·PÕ=à<³1¹<¼YÀÉÁ3 SÄCÜ ÔÖ³1ÀÉ½¿ÈPÄ¿·�Â<·3��³"½¿·P¼<Â�çWÇ]¹Å¾ÖÔ¶Ä + ��Ç ò -BûAÆ Ä

¸�Ü ÔÖß-½¿À]Â�Ü ·�¸1À"½3Õ=·P³]Ä¿·¬Â<´-Õ4Ô¶½¿¼<·ÌÂÅ·¬Â<Á��<¼<½¿À"½3´-¼ ÂÅ·P¸Oê<³"Ô¶¼<È0�<·�¸�½3¼Y¾-·�³"¸"·�¸gÂ<·
fn º�Ä¿¹<·P¸]Â/Ô¶¼<¸OÄ¿·P¸ÈPÔ¶³1À"·P¸

τm
º<Ä¿·gÄ3´-¼<ß£Â�Ü ´-³1ê<½¿À"·P¸ ¼<Á�ßYÔÖÀÉ½ ¾-·�¸

µ̂
ç ß-Á�¼<ÁP³1½2��¹<·�¸Pû
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� ¼�¼Å´¶ÀÉ·
ϕ
ÄBÜ Ô¶à<à<Ä¿½3ÈPÔÖÀÉ½¿´-¼ H

ϕ :
Pk \ Cf −→ R+

x 7−→ ‖ (d0fx)
−1 ‖−1

��¹<½@Ô¶¸"¸1´�È�½3·' 
x
Ä¿·7Õ=´�Â<¹<Ä3· ÂÅ·]Ä Ô�à<Ä¿¹<¸ à8·�À"½¿À"·�¾ÖÔ¶Ä¿·P¹<³\¸"½¿¼<ß-¹<Ä¿½2��³"· Â<·

d0fx

û�ÒAÄ3Ä¿·�¸1·]à<³1´-Ä3´¶¼<ß-·
·�¼ú¹Å¼<·Oµ)´-¼<ÈøÀÉ½3´¶¼�ÈP´-¼YÀ"½3¼�¹<·gÂ<·

Pk Ä¿´-³"¸)��¹�Ü ´-¼NÄ¿¹<½�ÂÅ´-¼<¼<·gÄ3ÔÌ¾ÖÔ¶Ä3·�¹<³ 0
¸1¹<³ Cf

û9,�´¶Õ4Õ=·P¼���´-¼<¸
à/ÔÖ³ ¹<¼�Ä¿·PÕ=Õ4·]Â�Ü ½¿¼Y¾-·P³1¸"½¿´-¼�Ä¿´�ÈPÔ¶Ä3·!��¹<Ô¶¼YÀÉ½¿ÀÉÔÖÀÉ½ ¾-·4&

R0

Ô£ÁøÀÉÁ�Â<Á��<¼<½� dÄ3Ô£¸"·PÈøÀÉ½¿´-¼ ò û ò û ù ( H
Ú\«�� �E« */© */© � % 32� �  ��%$

M1 := sup{ϕ(x) , x ∈ Pk} , M2 ≥ sup{‖ fx ‖C2,B(0,R0) , x ∈ Pk}

$  ;�?���! 
M1/M2 ≤ 1

�, �$
δ(ε) :=

R0(1 − e−ε/3)
2M2

D2,,� 
�� ?  L
ρ(x) :=

∥∥ (d0fx)
−1
∥∥−1

.2δ(ε) , r(x) :=
∥∥ (d0fx)

−1
∥∥−2

.δ(ε)

� ��� � ? �=�<�  8A � ? $  ε0 > 0
$  ;� ���! �
�� � � $ � ��$

0 < ε ≤ ε0
 �$ $�� � $

x /∈ Cf

� � @ 7;
 
 � �:9 7.$ �:� �
fx ? $=� �
	) �9�$��<J. ? ��� B(0, ρ(x))

�+7CJ. �9
B(0, r(x)) ⊂ fx(B(0, ρ(x)))

D �� +
 � � ? ��� @ � ��J. �� ?  =� 
fx ? � � B(0, r(x))

J.����� �, L
F � 


(f−1
x ) ≤

∥∥ (d0fx)
−1
∥∥ .eε/3

�������������� �!"��#$��� %Oè�´-½ À
τ(ε) := R0(1 − e−ε/3) = 2M2.δ(ε)

·�À
ε0
à8·�À"½¿À4à@´¶¹<³ ��¹<·

τ(ε0) ≤ R0/2
û�ï
½ Ó�´-¼<¸

x /∈ Cf

º�·øÀ¬¼<´ÖÀÉ´-¼<¸
τ
à8´-¹<³

τ(ε)
º
ρ
à@´¶¹<³

ρ(x)
·øÀ
r
à@´-¹Å³

r(x)
û

éAÜ Ô¶à<à<Ä¿½3È�Ô ÀÉ½3´¶¼
fx

·øÓ�½¿¸1ÀÉ·Ñ¸"¹Å³
B(0, ρ)

à<¹<½¿¸���¹<·�ÄBÜÞ´-¼úÔ H

ρ =
τ

M2

∥∥ (d0fx)
−1
∥∥−1 ≤ τ.

M1

M2

≤ τ ≤ R0

2
�]ÁP³"½ �/´-¼<¸���¹�ÜÞ·PÄ¿Ä3·-%N·�¸1À�½3¼<�1·�È�À"½¿¾-·Öû � ¼?Ô£à8´-¹<³ ÀÉ´¶¹ÅÀ ‖ y ‖ ≤ ρ

H
∥∥ Æ Â − (d0fx)

−1 ◦ dyfx

∥∥ ≤
∥∥ (d0fx)

−1
∥∥ ‖ d0fx − dyfx ‖

≤
∥∥ (d0fx)

−1
∥∥M2ρ = τ

& ò û ò ö (
´�3NÄ3ÔÌÂ<·�¹�Ó�½2��Õ4·OÄ¿½3ß-¼Å·7à<³1´�¾�½¿·P¼YÀ Â<·]ÄBÜÞ½3¼<Á�ßYÔ¶Ä3½ ÀÉÁ Â<·�¸ Ô¶ÈPÈ�³"´-½¿¸"¸1·PÕ=·P¼YÀÉ¸
�<¼<½3¸�ûÅÝ]½¿¼<¸"½Cº�é&½¿à

(
Æ Â −

(d0fx)
−1 ◦fx) ≤ τ ≤ R0/2 ≤ 1/2

·øÀ\Ä3·�¸ ÔÖà<à<Ä3½¿È�ÔÖÀ"½3´-¼Å¸
(d0fx)

−1 ◦fx

·�À
fx

¸"´¶¼�ÀG½¿¼<�1·PÈøÀÉ½¿¾¶·P¸
¸1¹<³

B(0, ρ)
û � ¼Ø·P¼úÂ<Á�Â<¹<½¿ÀCH

∥∥ (d0fx)
−1 ◦ fx(y)

∥∥ ≥ ‖ y ‖ −
∥∥ y − (d0fx)

−1 ◦ fx(y)
∥∥ ≥ (1 − 1

2
) ‖ y ‖ ≥ 1

2
‖ y ‖

ÒA¼úà/Ô¶³1À"½3È�¹<Ä3½¿·P³Pº�¸"½ ‖ y ‖ = ρ
º/´-¼úÔ H

‖ fx(y) ‖ ≥ ρ

2

∥∥ (d0fx)
−1
∥∥−1

= δ(ε).
∥∥ (d0fx)

−1
∥∥−2

= r
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 � �

éAÜÞ½3Õ4Ô¶ß-·4Â<¹ ê@´-³1Â Â<·
B(0, ρ)

à<Ô¶³
fx
·P¸�À4ÂÅ´-¼<ÈNÂ<½¿¸ �1´-½¿¼�À"·0Â<·

B(0, r)
û;éM·0ÀA�ÅÁP´-³)�PÕ=·NÂ<·

�¶´¶³"Â/Ô¶¼ & + ��³1·6-CºF,�´-³Pû ò.- û 1 (G·P¼YÀÉ³"Ô ; ¼<·
B(0, r) ⊂ fx(B(0, ρ))

û
²
ÔÖ¸"¸"´¶¼<¸! £Ä3ÔdÈ�´-¼<¸�À Ô¶¼YÀÉ·�Â<·ÑéM½3àÅ¸"È0�<½ À95¶û:é&Ô£Ä3½¿ß-¼<· & ò û ò ö (�Â<´-¼Å¼<·�à@´-¹Å³�ÀÉ´-¹ÅÀ ‖ y ‖ ≤ ρ

H
∥∥ (d0fx)

−1 − (dyfx)
−1
∥∥ ≤

∥∥ (d0fx)
−1 ◦ dyfx −

Æ Â ∥∥ . ∥∥ (dyfx)
−1
∥∥ ≤ τ

∥∥ (dyfx)
−1
∥∥

� ¼ú·P¼úÂ<ÁPÂÅ¹<½¿À H
∥∥ (d0fx)

−1
∥∥ ≥

∥∥ (dyfx)
−1
∥∥−

∥∥ (d0fx)
−1 − (dyfx)

−1
∥∥ ≥ (1 − τ)

∥∥ (dyfx)
−1
∥∥

Ò;À Â<´¶¼<È ‖ (dyfx)
−1 ‖ ≤ (1 − τ)−1 ‖ (d0fx)

−1 ‖ ≤ eε/3 ‖ (d0fx)
−1 ‖ à<¹Å½3¸���¹<·{ÄCÜ ´¶¼bÔ

τ = R0(1 − e−ε/3) ≤ 1 − e−ε/3 û 2

� ¼�Õ=´-¼YÀÉ³1·  =à<³1ÁP¸1·P¼YÀ-��¹<·ÌÄ3·P¸ ê<³"Ô¶¼<È0�<·�¸]½¿¼�¾¶·P³1¸"·P¸7Â<·P¸�½¿À"ÁP³1ÁP·P¸�Â<·
f
¸"´-¼YÀ7Â<Á��/¼Å½3·P¸�¸"¹Å³

ÂÅ·P¸�´-¹�¾-·P³�ÀÉ¸ ¼<´¶¼0¾�½3Â<·�¸Pû<²�´-¹<³�È�·PÄ3ÔÅº�´-¼�½¿À"ÁP³1·]Ä3·7³"Á�¸"¹<Ä À ÔÖÀ à<³"Á�ÈPÁ�Â<·P¼YÀ HÅ´¶¼ %=à/Ô¶³1¾�½¿·P¼YÀ ß-³ 8¶ÈP·
 dÄ Ô¬¸�ÀÉ³1½3È�À"·�à@´-¸1½¿À"½¿¾�½¿À"Á]Â<·�¸7· ÓÅà8´-¸"Ô¶¼YÀÉ¸�Â<·

µ
&)È�µ,+ ��Ç ò - ( û

Ú\«�� �E« *:© */© � � F? ? � � $:7.$ �:� � ?
? � �%$�9  ;�<�  ? =.� �  # #  � D � D 	 � D"32� �  ��%$ ε < ε0
�
R ≤ R0 �$

0 < γ ≤ 1
D � �  8A � ? $  Ŷ ⊂ X̂

J.����� � 7.�%$
µ̂(Ŷ ) = 1

 �$>=� ? 5B� � 9�$ �:� � ? #  ? ���87�
E�  ?
η : Ŷ →]0, R]

�
C : Ŷ → [1,+∞[

$  ;�<�  ? ���% 
�� � � $�� ��$ x̂ ∈ Ŷ L
� D

limn→∞
1
n

log ρ(x−n) = 0
� D
d0f

−n
x̂ (B(0, γ.η(x̂))) ⊂ B

(
0, γ.r(x−(n+1)).e

−n(λ1−ε)
)

	 D �+� ��� $ � ��$
n ∈ N �6� @ 7;
 
 � �:9 7.$��:� � f−n

x̂

 ? $ =���� �%�  ? � � B(0, η(x̂))
D

� D �+� ��� $ � ��$
n ∈ N � � � 7

Lip
(
f−n

x̂

)
≤ C(x̂).e−nλ1+nε/2 D

�������������� ! ��#$��� %�é&Ô£µ)´-¼<È�À"½3´-¼
x̂ 7→ log ‖ (d0fx0)

−1 ‖ ·�¸1À µ̂ ç ½¿¼YÀÉÁPß¶³ÉÔ¶ê<Ä¿· &±Èøµ;Ä3Ôd¸1·PÈøÀÉ½3´¶¼ò û ò ûÞù ( ·�À7´-¼ à8·P¹ÅÀ7¸"¹Åà<à@´¶¸"·P³'��¹<·¬¸"´¶¼?½3¼YÀ"ÁPß-³"Ô¶Ä3·�·P¸�ÀgÔ¶³1ê<½¿À"³ÉÔ¶½¿³"·�Õ4·�¼�À àÅ³"´�È0�<·÷Â<· −λ1
º:à/Ô¶³

¾ÖÔ¶Ä¿·P¹<³ ¸1¹<à8ÁP³"½¿·P¹<³1·4&±Èøµ
Ä3Ô÷³"·�Õ0Ô¶³)��¹<· ò û ò û öÖí (øû � ¼ØÄ¿¹<½�Ô¶àÅà<Ä3½+��¹Å·gÄ3·]À��<ÁP´-³)�PÕ=·g·P³1ß-´�ÂÅ½2��¹<·OÂ<·
� ½3³�E �<´ 7E&±Èøµ�Ä3·]À��<ÁP´-³)�PÕ=· ò û ò û ö-ö ( H�½3Ä�· Ó�½3¸1À"·

Ŷ ⊂ X̂
¾-ÁP³1½+�:ÔÖ¼�À

µ̂(Ŷ ) = 1
·�À�À"·PÄ/��¹<·gà8´-¹<³

À"´-¹ÅÀ
x ∈ Ŷ

º

lim
n→+∞

1

n

n∑

j=1

log
∥∥ (d0fx−j

)−1
∥∥ =

∫

bX

log
∥∥ (d0fw0)

−1
∥∥ dµ̂(ŵ) ≤ −λ1 +

ε

12

& ò û ò ô (

ÒA¼âà/Ô¶³1À"½3È�¹<Ä3½¿·P³Pº@Ä3·£À ÔÖ¹�Ó Â<·=ÈP³1´-½3¸1¸ÉÔ¶¼<È�·4· Ó�à@´-¼Å·P¼YÀÉ½¿·PÄ\Â<·dÄ ÔN¸"¹Å½¿ÀÉ· ∥∥ (d0fx−j
)−1
∥∥ ·�¸1ÀÌ¼�¹ÅÄBºÂ�Ü ´�3âÄ3·dà<³1·PÕ=½3·P³gà8´-½¿¼�ÀPºMà/Ô¶³�Â<Á8�/¼<½¿À"½3´-¼ Â<·

ρ
û�²�´¶¹<³�Õ4´-¼YÀ"³"·P³�Ä¿·=ÂÅ·P¹�Ó�½2��Õ4·Öº&´-¼âÈ�´-Õ=à/Ô¶³"·

Ä¿·=ÀÉÔ¶¹�ÓâÂ<·4ÈP³"´¶½3¸"¸"Ô¶¼<È�·0·øÓ�à8´-¼<·�¼�À"½3·�Ä3Ä3·dÂ<·
r
Ô�¾¶·PÈ�È�·PÄ¿¹<½ ÂÅ·4Ä3Ô�¼<´-³1Õ4·dÂ<·4Ä ÔúÂ<½+7@ÁP³1·P¼YÀÉ½¿·PÄ3Ä¿·

d0f
−n
x̂

û � ¼=Ô¶à<àÅÄ3½2��¹<·�à@´-¹Å³;ÈP·�Ä ÔgÄ3·�Ä¿·PÕ=Õ4· ò û ò û ô¶î  
A = Ŷ

·�ÀGÔ¶¹�Ó÷µ)´-¼<ÈøÀÉ½3´¶¼<¸AÕ4·�¸"¹<³"Ô¶ê<Ä¿·P¸=H

uj(x̂) := r(x−j)e
−ε/2 =

∥∥ (d0fx−j
)−1
∥∥−2

δ(ε)e−ε/2 , φ ≡ R

Æ ÄM· Ó�½3¸1À"·ÑÔ¶Ä3´-³1¸ ¹<¼<·gµ)´-¼<ÈøÀÉ½¿´-¼
r̂
Õ=·P¸"¹Å³ÉÔ¶ê<Ä¿·OÀÉ·�Ä3Ä3·!��¹Å·Ìà8´-¹<³�À"´-¹ÅÀ

x̂ ∈ Ŷ
H

0 < r̂ ≤ R
·øÀ

r(x−n)e−ε/2 ≥ r̂(x̂)e−nε/2 & ò û ò ù (
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Ò;ÀÉ¹ÅÂ<½3´-¼Å¸ Õ4Ô¶½3¼YÀ"·P¼/Ô¶¼YÀGÄ Ôg¼<´¶³"Õ=·7Â<·�¸ ÂÅ½+7@ÁP³"·�¼YÀÉ½3·�Ä3Ä¿·P¸Pû�é&Ô�Ä3½¿ß-¼<· & ò û ò ô (;Õ=´-¼YÀÉ³1· ��¹<·7Ä3· À ÔÖ¹�Ó
Â<·=ÈP³1´-½3¸1¸ÉÔ¶¼ÅÈP·=Â<· ∏n

j=1

∥∥ (d0fx−j
)−1
∥∥ ¾ÖÔ¶¹ÅÀ −λ1 + ε′

º&Ô�¾-·�È
ε′ ≤ ε/12

û � ¼EÔÖà<à<Ä3½+��¹<·� 
¼<´¶¹Å¾-·PÔ¶¹?Ä¿·gÄ3·PÕ=Õ=· ò û ò û ô¶î£Ô¶¹�ÓNµ)´-¼ÅÈ�ÀÉ½¿´-¼<¸ Õ=·P¸1¹<³ÉÔ¶êÅÄ3·P¸ H

uj(x̂) :=
n∏

j=1

∥∥ (d0fx−j
)−1
∥∥ .en(λ1−ε′) , φ ≡ 1

� ¼ú´-êÅÀÉ½¿·P¼YÀ�Ô¶½¿¼<¸"½�¹Å¼<·gµ)´-¼<È�À"½3´-¼
C
Õ=·P¸1¹<³ÉÔÖê<Ä3·OÀ"·PÄ3Ä¿· ��¹<·�à@´-¹Å³�ÀÉ´-¹ÅÀ

x̂ ∈ Ŷ
H

1 ≤ C
·�À ∥∥ d0f

−n
x̂

∥∥ ≤
n∏

j=1

∥∥ (d0fx−j
)−1
∥∥ ≤ C(x̂)e−nλ1+nε/6 & ò û ò ì (

²�´-¸"´-¼Å¸
η(x̂) := r̂(x̂)/C(x̂)

û�,�·�À1ÀÉ·�µ)´-¼<ÈøÀÉ½3´¶¼�·P¸�À�Õ=·P¸1¹<³ÉÔÖê<Ä3· ·øÀN¾-Á�³"½+�<·
0 < η ≤ R

û
Ç÷Ü Ô¶à<³)�P¸ & ò û ò ì ( º<´-¼úÔ£à@´¶¹<³ ÀÉ´-¹ÅÀ

x̂ ∈ Ŷ , n ≥ 0
·øÀ
t ∈ B(0, γ.η(x̂))

H
∥∥ d0f

−n
x̂ (t)

∥∥ ≤ C(x̂).e−nλ1+nε/6.γ.η(x̂) ≤ γ.r(x−(n+1)).e
(n+1)ε/2e−ε/2.e−nλ1+nε/2

≤ γ.r(x−(n+1)).e
−n(λ1−ε)

� ¼4ÔÌÔ¶½¿¼<¸"½/Ä¿· Â<·P¹�Ó�½+�PÕ=·�à8´-½¿¼�ÀPû�éM·P¸GÂ<·P¹�Ó=ÂÅ·P³"¼Å½3·P³1¸ ¸�Ü ´¶êÅÀÉ½¿·P¼<¼<·�¼YÀ�à/ÔÖ³G½¿¼<Â<¹<ÈøÀÉ½¿´-¼�ûY²A³"·�¼<´-¼<¸
à8´-¹<³.�&%�à@´ÖÀA����¸"· H

∀n ≤ N , f−n
x̂

· ÓÅ½¿¸1À"·Ñ¸1¹<³
B(0, η(x̂))

Ô�¾-·PÈ
f−n

x̂ (B(0, η(x̂))) ⊂ B(0, r(x−(n+1)))
·�À
Lip

(
f−n

x̂

)
≤ C(x̂).e−nλ1+nε/2 & ò û ò õ (

²A¹<½¿¸���¹<·
η(x̂) ≤ r̂(x̂) ≤ r(x−1)

·øÀ
C(x̂) ≥ 1

º & ò û ò õ (�·P¸�À&¾-ÁP³1½+�/Á�· à8´-¹<³
N = 0

û(è�¹<àÅà@´-¸1´-¼<¸
��¹�ÜÞ·PÄ¿Ä3·\¸"´-½ ÀM¾�³ÉÔ¶½¿·Gà8´-¹<³&ÄCÜ ·�¼�À"½3·�³

N
û éAÜ Ô¶àÅà<Ä3½¿È�ÔÖÀ"½3´-¼

f
−(N+1)
x̂

·�¸1À�ê<½3·�¼ÌÂÅÁ��/¼<½¿· ¸1¹<³
B(0, η(x̂))ÈPÔ¶³

f−1
x
−(N+1)

· Ó�½3¸1À"·Ì¸1¹<³
B(0, r(x−(N+1))

&±ÈøµAÄ3·�Õ4Õ=· ò û ò û ôYö ( û:é�ÔdÈP´¶¼<¸1ÀÉÔ¶¼YÀÉ·÷ÂÅ·ÌéM½¿à<¸"È0�<½ À95
Â<·�È�·�À"À"·ÑÔ¶à<à<Ä¿½3È�Ô ÀÉ½3´¶¼�·P¸�À]Õ4Ô��1´-³1ÁP·gà/Ô¶³C&)È�µ
Ä3·PÕ=Õ=· ò û ò û ô-ö÷·�À & ò û ò ì ( ( H

N+1∏

j=1

∥∥ (d0fx−j
)−1
∥∥ .e(N+1)ε/3 ≤ C(x̂).e−(N+1)λ1+(N+1)ε/6.e(N+1)ε/3

� ¼ú·P¼úÂ<ÁPÂ<¹Å½¿À &±à<Ô¶³
η = r̂/C

·�À & ò û ò ù ( ( H

f
−(N+1)
x̂ (B(0, η(x̂))) ⊂ B

(
0, r(x−(N+2)).e

−(N+1)(λ1−ε)
)
⊂ B

(
0, r(x−(N+2))

)

é&Ô£Ä3½¿ß-¼<· & ò û ò õ (�·P¸�À7ÂÅ´-¼<Èg¾-Á�³"½+�<ÁP·Ñà@´-¹Å³ ÄBÜÞ·P¼YÀÉ½¿·P³
N + 1

û
2


���� �����'A1��� �CB8	$��� 
B	6A �(�

,�·�À1ÀÉ·£¸1·PÈ�À"½3´-¼?·P¸1À�ÂÅ·P¸1À"½3¼<Á�·� 0ÁøÀ Ô¶ê<Ä¿½3³�Ä3·�¸]à<³1´�È�ÁPÂ<Á�¸gÂ<·¬³"·�¼<´-³1Õ0Ô¶Ä¿½3¸"ÔÖÀÉ½¿´-¼�û/ÒAÄ3Ä¿·Ì·�¸1À�Â<½Ùç
¾�½3¸1ÁP·7·P¼ ��¹/ÔÖÀ"³"·7à/Ô¶³1À"½3·�¸Pû�ÇOÔ¶¼<¸�Ä Ô�à<³"·�Õ4½+�P³"·Öº�´-¼0È�´-Õ4à<Ô¶³"·�Ä3·�¸�ê<³"Ô¶¼<È0�<·�¸�½3¼Y¾-·�³"¸1·P¸�Â<·

fn ·�À
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Ä¿·P¹<³1¸\Â<½+7@ÁP³1·P¼YÀÉ½¿·PÄ3Ä¿·P¸�û � ¼4·�¼4ÂÅÁPÂ<¹<½ À\Â/Ô¶¼<¸\Ä3Ô�à<Ô¶³1À"½3·�¸1¹<½¿¾ÖÔ¶¼YÀÉ· ¹<¼=à<³1´�È�ÁPÂ<Á�Â<· ³"·�¼<´-³"Õ4Ô¶Ä¿½3¸ÉÔ(ç
À"½3´-¼ØÂ<·�¸ ½¿ÀÉÁ�³"Á�·P¸ Â<·

f
à/Ô¶³ Ä3·�¹<³1¸ Â<½+7@ÁP³1·P¼YÀÉ½¿·PÄ3Ä¿·P¸�û<é&Ô¬ÀÉ³"´¶½3¸"½+�PÕ=·O¸"·�È�À"½3´-¼Ø·P¸�À�ÈP´-¼<¸"Ô¶ÈP³1ÁP·ÌÔ¶¹�Ó

Á�¼<´-¼<È�ÁP¸;ÂÅ·P¸�� %�à8´¶ÀA���P¸"·�¸ H1

·�À H2

º5��¹<½ÅÔÖ¸"¸"¹Å³"·P¼YÀ
¹<¼÷È�´-¼YÀÉ³ 4¶Ä3·\Â<¹��"ÔÖÈP´-ê<½¿·P¼Ñ·�À�Â<·GÄ Ô ¼<´-³1Õ4·
ÂÅ·]ÈP·�¸�Â<½ 7�Á�³"·�¼�À"½3·�Ä3Ä3·�¸Pû � ¼0Õ=´-¼YÀÉ³1·7·�¼<¸"¹Å½¿ÀÉ·Öº�Â<Ô¶¼<¸�Ä3ÔÑÂÅ·P³"¼Å½2�P³1·7à<Ô¶³1À"½3·¶º&��¹<·]Ä3´-³1¸���¹<·�ÈP·P¸ �&%�ç
à8´¶À����P¸1·P¸¬¸1´-¼YÀ÷¸"ÔÖÀÉ½¿¸1µ±Ô¶½ ÀÉ·P¸�º&´-¼Eà8·P¹ÅÀÌ³"·�Õ4àÅÄ Ô¶È�·P³�Ä3·�¸ÌÂ<½ 7�Á�³"·�¼�À"½3·�Ä3Ä3·�¸�à/Ô¶³�Â<·P¸ �<´-Õ=´¶ÀA�ÅÁ�ÀÉ½¿·P¸
ÂÅ·Ñ³"Ô¶à<à8´-³1À

d−n/2 Â/ÔÖ¼<¸ Ä3·gà<³1´�È�ÁPÂ<Á�Â<·�³"·�¼<´-³1Õ0Ô¶Ä¿½3¸"ÔÖÀÉ½¿´-¼�û

�����2��� � �]^ � Z��v[ &AT'&\UWV�Z�� ^�� X�T<^ 	W^MV  7T'&�� � R]^MV U)���\^�T<V�^MV§^�X 	�^�$�T<V
�]U 
 � T<^�� X�UW^�	
	W^MV

é&Ô=àÅ³"´-à8´-¸"½ ÀÉ½¿´-¼Ø¸"¹<½ ¾¶ÔÖ¼�À"·ÌÕ=´-¼YÀÉ³1·1��¹Å·ÌÄ¿·P¸�ê<³ÉÔ¶¼ÅÈ0�<·P¸7½3¼Y¾-·�³"¸"·�¸OÂ<·
fn ¸"´¶¼�À7à<³1´�È0�<·�¸]Â<·Ä¿·P¹<³1¸ Â<½+7@ÁP³1·P¼YÀÉ½¿·PÄ3Ä¿·P¸�Ä¿´-³"¸)��¹<·�Ä3·P¸ · Ó�à@´-¸"Ô¶¼YÀÉ¸ ¾-Á�³"½+�<·P¼YÀ]ÄCÜ ½¿¼<ÁPß-Ô¶Ä3½ ÀÉÁ

λk < 2λ1

û
�Ñ­(°/ A°��Pä)®(ä)°8å */© %�© * 32� �  ��%$

Ŷ
�
η
=�� �%��� ? 
&7.� �  �  # #  � D � D 	�	 �  �$ R ≤ R0

D 3!�
λk <

2λ1

� 7C��� � ? �<�  8A � ? $  Ẑ ⊂ Ŷ
J.����� � 7.�%$

µ̂(Ẑ) = 1
 �$ � �� "5B� � 9�$ �:� � #  ? ���87�
E�  S : Ẑ → R∗

+$  ;�<�  ���% 
0 < S ≤ η ≤ R

 �$ L
∀x̂ ∈ Ẑ , ∀n ∈ N , d0f

−n
x̂ (B(0, S(x̂))) ⊂ f−n

x̂ (B(0, η(x̂)))
& ò û ò21 (

é&ÔNÂ<ÁPÕ=´-¼<¸�ÀÉ³ÉÔ ÀÉ½3´¶¼�³"·Pà8´-¸1·4¸1¹<³�Ä3·P¸gÂÅ·P¹�ÓSÄ¿·PÕ=Õ4·�¸O¸"¹<½ ¾ÖÔ¶¼YÀÉ¸Pû&éM·d³"Á�·PÄ
ε0
·P¸�ÀÌÂÅÁ��/¼<½GÔ¶¹

Ä¿·PÕ=Õ4· ò û ò û ôYö�û
Ú\«�� �E« *:© %�© % 32� � $

0 < ε < ε0
D � �� 8A � ? $  E : Ŷ → R∗

+
#  ? ��� 7�
E�  $  ;�<�  ���% E ≥ 1

 �$ L

∀x̂ ∈ Ŷ , ∀n ∈ N∗ , ∀γ ≤ 1 , ∀u ∈ d0f
−n
x̂ (B(0, γ.η(x̂)) ,∥∥∥

(
d0f

−1
x
−(n+1)

− f−1
x
−(n+1)

)
(u)
∥∥∥ ≤ E(x̂).γ.e−2n(λ1−2ε)

�������������� ! ��#$��� %�è�´-½¿À
x̂ ∈ Ŷ

º
r := r(x−(n+1))

·øÀ
ρ := ρ(x−(n+1))

û�é\Ü Ô¶à<àÅÄ3½3ÈPÔÖÀÉ½¿´-¼
fx

−(n+1)

·P¸�Àg½3¼Y¾¶·P³"¸1½3ê<Ä¿·Ì¸1¹<³
B(0, r)

Â�Ü Ô¶à<³)�P¸]Ä¿·ÌÄ¿·PÕ=Õ4· ò û ò û ôYö�û /O¹<½¿À1ÀÉ·  4Â<½¿Õ4½¿¼�¹<·P³
r
º@·�Ä3Ä3·

ÄCÜ ·�¸1À�Ô¶¹<¸"¸1½�¸1¹<³�Ä3ÔÑê8´-¹<Ä¿·�µ)·�³"Õ=ÁP·¶û � ¼�¼<´¶À"·
g
È�·�À ½¿¼Y¾-·P³1¸"·O·øÀ ∑

p≥1Qp
¸"´-¼�ÂÅÁ�¾-·�Ä3´-àÅà@·�Õ4·�¼�À

ÂÅ·7Ã�Ô?%�Ä¿´-³PºY´$3
Qp

Â<Á�¸"½¿ß-¼<· Ä Ôgà/Ô¶³�ÀÉ½¿· �Å´-Õ4´¶ß �P¼<· ÂÅ·7Â<·�ß-³"Á
p
û�²A¹<½¿¸���¹<·

g
à<³1·P¼<Â=¸"·�¸ ¾ÖÔ¶Ä3·�¹<³"¸

Â<Ô¶¼<¸
B(0, ρ)

&±Èøµ
Ä¿·PÕ=Õ4· ò û ò û ôYö.(øº<´-¼úÔ'H

∀u ∈ B(0, r) , ‖Qp(u) ‖ =

∥∥∥∥
1

2π

∫ 2π

0

g(eiθ.u)e−ipθdθ

∥∥∥∥ ≤ ρ

� ¼ú·P¼úÂ<ÁPÂÅ¹<½¿À H

∀u ∈ B(0, r) , ‖ (g − d0g) (u) ‖ ≤
∑

p≥2

‖ u ‖p

rp
.

∥∥∥∥Qp

(
r

‖u ‖u
)∥∥∥∥ ≤

∑

p≥2

(‖u ‖
r

)p

.ρ

ÇÌÜ Ô¶¹�ÀÉ³"·Ñà/Ô¶³�À�º<Ä¿·gà@´¶½3¼YÀ
2
Â<¹úÄ3·PÕ=Õ=· ò û ò û ô¶ô¬Â<´-¼<¼<·4H

∀u ∈ d0f
−n
x̂ (B(0, γ.η(x̂)) , ‖u ‖ /r ≤ δn := γ.e−n(λ1−ε)
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Ý7½3¼<¸1½
g
·�¸1À7ê<½3·�¼úÂÅÁ��/¼<½¿·�¸"¹<³

d0f
−n
x̂ (B(0, γ.η(x̂)))

·øÀ�´-¼?Ô H

∀n ≥ 1 , ∀u ∈ d0f
−n
x̂ (B(0, γ.η(x̂)) , ‖ (g − d0g) (u) ‖ ≤ ρ.

∑

p≥2

δp
n ≤ ρ.δ2

n.
1

1 − δ1

,�´-Õ=Õ=·
(ρ(x−(n+1)))n

Ô ¹<¼HÀ Ô¶¹�ÓHÂÅ·âÈ�³"´-½¿¸"¸ÉÔÖ¼<ÈP·S·øÓ�à8´-¼<·P¼YÀ"½3·PÄ�¼�¹<ÄÑ¸"¹<³
Ŷ
&±Èøµ£Ä3·�Õ4Õ=·

ò û ò û ô-ô ç�& ò ( (øº(Ä3·�Ä¿·PÕ=Õ4· ò û ò û ô-îgÔ¶à<à<Ä¿½2��¹<Á�Ô¶¹�ÓÌµ)´-¼<È�À"½3´-¼Å¸
un(x̂) := 1

1−δ1
.ρ(x−(n+1))

·�À
φ ≡ 1Õ=´-¼YÀÉ³1· ��¹�Ü ½¿ÄM·øÓ�½3¸�ÀÉ·

E : Ŷ → R∗
+

Õ=·P¸1¹<³ÉÔÖê<Ä3·O¾¶ÁP³"½ �:Ô¶¼YÀ
1 ≤ E

·�ÀCH

∀x̂ ∈ Ŷ , ∀n ≥ 1 , ‖ g − d0g ‖ ≤ E(x̂).δ2
n.e

nε ≤ E(x̂).γ.e−2n(λ1−2ε)

¸1¹<³
d0f

−n
x̂ (B(0, γ.η(x̂))

û
2

Ú\«�� �E« */© %�© � � �  8A � ? $  Ẑ ⊂ Ŷ
7CJ. �9

µ̂(Ẑ) = 1
 �$
F : Ẑ → R∗

+
#  ? ���87�
E�  $  ;�<�  C���! L

∀n ≥ 0 ,
∥∥∥ d0f

n+1
x
−(n+1)

∥∥∥ ≤ F (x̂)en(λk+ε)

�������������� �!"��#$��� %MÇ÷Ü Ô¶à<³)�P¸�Ä3·gÈ�´-³"´-Ä¿Ä Ô¶½¿³"· ò û ò û ö 1 º<´-¼úÔ£à@´-¹Å³
µ̂
ç àÅ³"·P¸)��¹<·ÑÀ"´-¹ÅÀ

x̂
H

λk = lim
n→+∞

1

n
log
∥∥ d0f

n
x−n

∥∥

Æ ÄM¸1¹�%dÀ]ÔÖÄ3´-³1¸ Â�Ü ÔÖà<à<Ä3½+��¹<·P³ Ä¿·gÄ3·PÕ=Õ=· ò û ò û ô-îdÔ¶¹�ÓNµ)´-¼ÅÈ�ÀÉ½¿´-¼<¸ Õ=·P¸1¹<³ÉÔ¶êÅÄ3·P¸ H

un+1(x̂) =
∥∥∥ d0f

n+1
x
−(n+1)

∥∥∥ eλk+εe−(n+1)λk

2

�������������� �!"��#$��������� !��� �������� # ��#$��� ò û ö�û ò H:è�´-½ À
s
Ä Ô÷µ)´-¼<ÈøÀÉ½¿´-¼NÕ4·�¸"¹<³"Ô¶ê<Ä¿·g¸"¹<³

Ẑ
H

s(x̂) := min {ζn(x̂) , n ∈ {0, · · · , n0(x̂)}}
´�3

n0

·�À
ζn
¸"´-¼YÀ�Â<Á8�/¼<½3·�¸ à/Ô¶³ H

n0(x̂) := min {p ≥ 1 , ∀n ≥ p , (E.F/η)(x̂) ≤ enε} & ò û ò í (

ζn(x̂) := sup
{
t ≤ η(x̂), d0f

−n
x̂

(
B(0, t)

)
⊂ f−n

x̂

(
B(0, η(x̂))

)} & ò û ò.- (
è�´¶½¿À

κj := 1 − e−j(2λ1−λk).e6jε û\Ç7Á��/¼<½¿¸"¸1´-¼<¸ sn(x̂)
à<Ô¶³

s(x̂)
à8´-¹<³

n = n0(x̂)
·�Àdà/Ô¶³

s(x̂).
∏n−1

j=n0(x̂) κj
à8´-¹<³

n ≥ n0(x̂) + 1
û/ó7´-¹Å¸7ÔÖÄ3Ä3´¶¼<¸�Õ=´-¼YÀÉ³"·�³ à/Ô¶³ ½3¼ÅÂ<¹<È�À"½3´-¼ H

∀n ≥ n0(x̂) , d0f
−n
x̂ (B(0, sn(x̂))) ⊂ f−n

x̂ (B(0, η(x̂)))
& ò û öÖî (
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 ��� � ����
 � �

,�·øÀ"À"·¬½3¼<È�Ä3¹<¸1½3´-¼ú·P¸�ÀO¾-Á�³"½ �/ÁP·Ìà@´-¹Å³
n = n0(x̂)

à/ÔÖ³]Â<Á8�/¼<½¿À"½3´-¼�û8è�¹<à<à8´-¸"´¶¼<¸-��¹�ÜÞ·PÄ3Ä¿·ÌÄ¿·Ì¸1´-½¿À
à8´-¹<³ ÄCÜ ·�¼�À"½3·�³

n ≥ n0(x̂)
û:è�½

νn := (E/η)(x̂).sn.e
−2n(λ1−2ε) ºÅ´-¼?Ô£à8´-¹<³�À"´-¹ÅÀ x̂ ∈ Ẑ

H
sn.κn = sn.

(
1 − e−n(2λ1−λk)e6nε

)
≤ sn.

(
1 − (E.F/η)(x̂).e−n(2λ1−λk)e5nε

) à/ÔÖ³C& ò û ò í (
≤ sn.

(
1 − F (x̂)en(λk+ε).(E/η)(x̂).e−2n(λ1−2ε)

)

≤ sn −
∥∥∥ d0f

n+1
x
−(n+1)

∥∥∥ .νn

à/Ô¶³ Ä¿·gÄ3·�Õ4Õ=· ò û ö�û ô
Ý7¹ÅÀÉ³1·PÕ=·P¼YÀ�Â<½¿À H

B(0, sn+1) = B(0, κn.sn) ⊂ B
(
0, sn −

∥∥∥ d0f
n+1
x
−(n+1)

∥∥∥ .νn

) & ò û ö ò (
ëú´-¼YÀÉ³"´¶¼<¸]È�´-Õ4Õ=·P¼YÀ�& ò û ö ò (�·�¼�À"³ÉÔ ;3¼<· & ò û ö¶î (�à8´-¹<³�ÄBÜÞ·P¼YÀÉ½¿·P³

n + 1
û:Ý ÈP·�À]·�7@·�ÀPº8¼Å´¶ÀÉ´-¼Å¸

ΓÄ¿·gê@´¶³"ÂúÂ<·
B(0, sn)

·�À ³1·PÕ4Ô¶³���¹<´¶¼<¸���¹Å· H
B
(
0, sn −

∥∥∥ d0f
n+1
x
−(n+1)

∥∥∥ .νn

)
= B(0, sn) \

⋃
q∈ΓB(q,

∥∥∥ d0f
n+1
x
−(n+1)

∥∥∥ .νn)

q + d0f
n+1
x
−(n+1)

B(0, νn) ⊂ B(q,
∥∥∥ d0f

n+1
x
−(n+1)

∥∥∥ .νn)

éAÜÞ½3¼<È�Ä3¹<¸1½3´-¼*& ò û ö ò (�·P¼YÀ"³ÉÔ ;3¼<·ÑÔ¶Ä3´-³1¸ H
B(0, sn+1) ⊂ B(0, sn) \

⋃

q∈Γ

q + d0f
n+1
x
−(n+1)

B(0, νn)

ÒA¼úÈP´-Õ=à8´-¸ÉÔ¶¼YÀ�à/Ô¶³
d0f

−(n+1)
x̂

º<´¶¼�´-ê�ÀÉ½3·�¼YÀ H
d0f

−(n+1)
x̂ (B(0, sn+1)) ⊂ d0f

−(n+1)
x̂ (B(0, sn)) \

⋃

p∈Λ

B(p, νn)
& ò û ö-ö (

´$3
Λ
Â<Á�¸"½3ß¶¼<·�Ä3Ô7µ)³"´-¼YÀ"½2�P³1·�Â<·

d0f
−(n+1)
x̂ (B(0, sn))

ûÖ²
ÔÖ³AÔ¶½3Ä¿Ä3·�¹<³"¸�º�Ä3·�Ä¿·PÕ=Õ4· ò û ö�û ö7Ô¶à<àÅÄ3½2��¹<Á
 
γ = sn/η ≤ s/η ≤ 1

Õ=´-¼YÀÉ³1· ��¹Å·ÑÄCÜ ·�³"³1·P¹<³ È�´-Õ4Õ=½3¸1·]·�¼�À"³"·
f−1

x
−(n+1)

·øÀ ¸ÉÔdÂ<½+7@ÁP³1·P¼YÀÉ½¿·PÄ3Ä¿·
¸1¹<³

d0f
−n
x̂ (B(0, sn))

¼�ÜÞ·øÓ�È$��Â<·÷à<Ô¶¸
νn
û<Ç]´-¼<ÈÖº8Â�Ü Ô¶àÅ³��P¸ Ä¿·OÀA�<Á�´-³���Õ4·�Â<· �¶´-³1Â/Ô¶¼ H

d0f
−(n+1)
x̂ (B(0, sn)) \

⋃

p∈Λ

B(p, νn) ⊂ f−1
x
−(n+1)

◦ d0f
−n
x̂ (B(0, sn))

& ò û ö¶ô (

� ê<¸1·P³�¾-´-¼<¸ �/¼/Ô¶Ä¿·PÕ=·P¼YÀ���¹<·�ÄBÜ �&%�à8´¶À����P¸1· & ò û öÖî (�ÈP´-Õ=à8´-¸"Á�·gà/Ô¶³
f−1

x
−(n+1)

¸PÜÞÁPÈ�³"½¿À H

f−1
x
−(n+1)

◦ d0f
−n
x̂ (B(0, sn)) ⊂ f

−(n+1)
x̂ (B(0, η(x̂)))

& ò û öÖù (
éM·�¸7½¿¼<ÈPÄ¿¹<¸"½¿´-¼<¸ & ò û ö¶ö (øº & ò û ö¶ô (�·�À & ò û öÖù (�·P¼YÀ"³ÉÔ ;3¼<·P¼YÀ & ò û ö¶î (�à8´-¹<³ ÄCÜ ·�¼YÀÉ½3·�³

n+ 1
û

è�½
ε � 1

º
κn

·P¸�ÀNÄ3·ØÀÉ·�³"Õ=·?ß-Á�¼<ÁP³"Ô¶Ä7Â�Ü ¹<¼�à<³"´�Â<¹<½ À0È�´-¼Y¾-·P³1ß-·�ÔÖ¼�ÀØ·øÀ�´-¼�¼<´¶ÀÉ·
p :=∏+∞

n=1 κn

û
,�· ³"Á�·PÄ ¾-Á�³"½+�<·
0 < p < 1

ÈPÔ¶³
κn < 1

û�é&Ô µ)´-¼<È�À"½3´-¼
S(x̂) := p.s(x̂)

·P¸1À
Õ=·P¸1¹<³ÉÔÖê<Ä3·g¸1¹<³

Ẑ
º/¸1À"³"½3ÈøÀÉ·�Õ4·�¼�À�à8´-¸"½ ÀÉ½ ¾-·¶ºÅ·�À Õ4Ô��1´-³"Á�·�à/Ô¶³

η
û/Ç]·Ñà<Ä3¹Å¸Pº<·�Ä3Ä3·7¾-ÁP³1½+�/·4H

∀x̂ ∈ Ẑ , ∀n ∈ N , d0f
−n
x̂ (B(0, S(x̂))) ⊂ f−n

x̂ (B(0, η(x̂)))ÒA¼�·87�·øÀ�º8¸"½
n ∈ {0, · · · , n0(x̂)}

º:È�·PÄ Ô4à<³"´�¾�½3·�¼�À]Â<·÷Ä3Ô4Â<Á8�/¼<½ ÀÉ½3´¶¼?Â<·
s
ÈPÔ¶³

S(x̂) ≤ s(x̂)
û

è�½
n ≥ n0(x̂) + 1

º�´-¼�¹ÅÀ"½3Ä¿½3¸"·ÌÄBÜÞ½3¼<È�Ä3¹<¸1½3´-¼ & ò û ö¶î (�à@´-¹Å³OÄBÜÞ·P¼YÀÉ½¿·P³
n
·�À
S(x̂) ≤ sn(x̂)

û�Ò\Ä¿Ä3·
³1ÁPà8´-¼<ÂúÂ<´-¼<ÈÑÔ¶¹úà<³1´-ê<Ä2��Õ4·]à@´-¸1Á¶û

2
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����� ��� � T<U)� � U [÷^ �7^ T<^��7ZAT � & 	WU�V#&;X�U�Z�� [ &AT 	W^MV �]U 
 � T<^�� X�UW^�	
	W^MV
ÇOÔ¶¼Å¸gÈP·�À1ÀÉ·£¸1·PÈ�À"½3´-¼�º�´-¼�Â<Á�Â<¹<½ ÀOÂ<·£Ä3Ô4à<³1´-à@´¶¸"½¿À"½3´-¼ ò û ö�û ò ·øÀgÂ<·¬ÄCÜ ½¿¼Y¾¶ÔÖ³"½ ÔÖ¼<ÈP·ÑÂ<·

µ̂
¹Å¼

à<³1´�È�ÁPÂ<Á�Â<·�³1·P¼<´-³1Õ0ÔÖÄ3½3¸"ÔÖÀÉ½¿´-¼0ÂÅ·P¸�½¿ÀÉÁ�³"Á�·P¸ Â<·
f
à/Ô¶³ Ä3·�¹<³"¸ ÂÅ½+7@ÁP³"·�¼YÀÉ½3·�Ä3Ä¿·P¸Pû

�Ñ­(°  A° ��ä5®(ä)°8å */© %�© 0 32� �  ��%$
(En)n∈N

=� ? 
;� �9�;� �  �� ? =� Pk J.����� � 7.�%$
µ(En) ≥ c

D�3!� 
0"

�� ? � � ? ���% λk < 2λ1

D � ��� � ? � �<�  8A � ? $  E ⊂ lim supn∈N En

J.����� � 7.�%$
µ(E) ≥ c

 �$
$  ;� ���! 

�� ��� $�� � $

x ∈ E
� �<�, 8A � ? $  ���� ? � � $  (nj)j∈N

=���
% �� = 7.�%$  =� 
x
�  �$

ν(x) > 0
? 7.$�� ? 5 7.� ? 7.�%$ L
� D
x ∈ Enj


�� � � $�� � $
j ∈ N D

� D
F  ? 7;
 
 � �:9 7.$��:� � ?

ϕnj
:

B(0, ν(x)) −→ Pk

u 7−→ fnj ◦ τx ◦
(
d0f

nj
x

)−1
(u)

? � �%$ � �
	) �9�$ �<J. ?  �$ 9�� ��J. �� �� ��%$"��� 9 7C�  #  ��%$ ���%� 5B� � # � #  ��%$ ? ��� B(0, ν(x))
J. �� ? � �� 7;
 
 � �:9 7.$��:� � !������ # � � 
 !% � �
	) �9�$��<J. ϕ D

Ð�Ô¶à<à8·PÄ¿´-¼<¸-��¹<·dÄ3·�¸�Ô¶à<à<Ä¿½3ÈPÔÖÀÉ½¿´-¼<¸
τx
¸"´¶¼�ÀÑÄ¿·P¸OÈPÔ¶³1À"·P¸1�<´-Ä¿´-Õ4´¶³"à��<·�¸OÂ<Á8�/¼<½3·�¸1 NÄ Ô0¸1·PÈ�À"½3´-¼

ò û ò ûÞù<û ó7´¶À"´-¼<¸�ÔÖ¹<¸"¸1½!��¹<·�ÄBÜÞ·P¼Å¸"·PÕ÷ê<Ä3·�Â<·P¸�à8´-½¿¼�À"¸4¾¶ÁP³"½ �:Ô¶¼YÀ�Ä3ÔâÂ<·�¹�Ó�½2��Õ4· àÅ³"´-à<³1½3ÁøÀÉÁ?·�¸1À
µ
ç ß-ÁP¼ÅÁP³"½+��¹<·4&±à8´-¹<³ Ä3·O¾¶´-½3³�º<à<³1·P¼<Â<³1·

En = Pk à8´-¹<³�À"´-¹ÅÀ n ∈ N (øûé&Ô=ÂÅÁPÕ=´-¼<¸1À"³ÉÔÖÀ"½3´-¼Ø¼<Á�ÈP·�¸"¸"½ ÀÉ·ÌÄ3·gÄ3·�Õ4Õ=·g¸"¹Å½¿¾ÖÔ¶¼YÀ�º9��¹<½&ÈP´¶¼�À"³ 4-Ä¿·�Ä3·gÂ<´-Õ4Ô¶½¿¼<·gÂ<·ÑÂ<Á��/¼Å½ ç
À"½3´-¼ØÂ<·�¸7ÔÖà<à<Ä3½¿È�ÔÖÀ"½3´-¼Å¸

fn
x ◦ (d0f

n
x )−1 û

Ú\«�� �E« */© %�© � 32� � $
R ≤ R0

D"3!� 
 
�� ? � � ? ���% λk < 2λ1

�= �$ 
�� ? � � ? 
�� ��� $ � ��$ ρ > 0 L

Bn(ρ) :=
{
x ∈ Pk, fn

x ◦(d0f
n
x )−1  ? $ � �
	) �9�$��<J. ? � � B(0, ρ),

 �$ � J�7C�  ���� ? = 7.� ? B(0, R)
}

� ��� � ? � 
�� � � $ � ��$ δ > 0
� �<�  8A � ? $  ρ(δ) > 0

 �$
n(δ) ∈ N $  ;� ? ���! µ(Bn(ρ)) ≥ 1− δ


�� � �
$�� � $

ρ ≤ ρ(δ)
 �$
n ≥ n(δ)

D

�������������� �!"��#$��� %7Ý&¾-·�È Ä3·�¸4¼<´ÖÀ ÔÖÀ"½3´-¼<¸dÂ<·�Ä Ô à<³"´¶à@´-¸1½¿À"½3´-¼ ò û ö�û ò º\à@´-¸1´-¼<¸4à@´-¹Å³=À"´-¹ÅÀ
p ∈ N∗ H

Ŝ(p) :=
{
x̂ ∈ Ẑ , S(x̂) ≥ 1/p

}

,�´-Õ=Õ=·
0 < S ≤ R

¸"¹<³�ÄBÜÞ·P¼<¸1·PÕ¬ê<Ä¿·
µ̂
ç ß-Á�¼<ÁP³1½2��¹<·

Ẑ
º]½¿Ä�·øÓ�½3¸�ÀÉ·

p(δ) ∈ N
À"·PÄ ��¹<·

µ̂
(
Ŝ(p)

)
≥ 1 − δ

à@´-¹Å³�ÀÉ´-¹ÅÀ
p ≥ p(δ)

û:ï
½ÙÓÅ´¶¼<¸
p = p(δ)

û/éAÜÞ½3¼Y¾ÖÔ¶³"½3Ô¶¼<ÈP·gÂÅ·
µ̂
·�¼�À"³ÉÔ ;3¼<· H

∀n ≥ 0, µ̂
(
f̂−nŜ(p)

)
= µ̂

(
Ŝ(p)

)
≥ 1 − δ

è�½MÄCÜ ½¿¼<ÈPÄ¿¹<¸"½¿´-¼�¸1¹<½¿¾ÖÔ¶¼YÀÉ·�·�¸1À�¸ÉÔÖÀ"½3¸�µ±Ô¶½¿À"·�H

π0

(
f̂−nŜ(p)

)
⊂ Bn(1/p)

& ò û ö-ì (
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 � �

ÔÖÄ3´-³1¸Pº<à/ÔÖ³ Â<Á��/¼Å½¿ÀÉ½¿´-¼ØÂ<·
µ̂
º<´¶¼?Ô H

µ(Bn(1/p)) = µ̂(π−1
0 Bn(1/p)) ≥ µ̂

(
f̂−nŜ(p)

)
≥ 1 − δ

Æ Ä�¸"¹2%=À7Â<´-¼ÅÈ÷Â<·�¾-Á�³"½+�<·P³ & ò û ö-ì (øû8è�´-½¿À
x̂ ∈ f̂−nŜ(p)

û8éAÜ ½¿¼<ÈPÄ¿¹<¸"½¿´-¼
& ò û ò21 ( &±ÂÅ´-¼<¼<Á�·÷à/Ô¶³�Ä Ô
àÅ³"´-à8´-¸"½ ÀÉ½¿´-¼ ò û ö�û ò (�Ô¶à<à<Ä¿½2��¹<ÁP·1 

x̂n := f̂n(x̂) ∈ Ŝ(p)
¸�Ü Á�ÈP³1½¿ÀCH

d0f
−n
x̂n

B(0, S(x̂n)) ⊂ f−n
x̂n

B(0, η(x̂n))

ó�´¶ÀÉ´¶¼<¸"��¹Å·Nà/Ô¶³£Â<Á8�/¼<½¿À"½3´-¼ &)È�µ7Ä3·NÄ¿·PÕ=Õ4· ò û ò û ô-ô(ç�&Cô ( (øº�ÄBÜ Ô¶à<àÅÄ3½3ÈPÔÖÀÉ½¿´-¼
f−n

x̂n

·P¸�À=½3¼<�1·�È�ÀÉ½ ¾-·
¸1¹<³

B(0, η(x̂n))
û�è�´-¼d½3¼Y¾-·�³"¸"·

fn
x0

·P¸�ÀGÂ<´-¼<È ½3¼��1·PÈ�À"½¿¾¶·�¸1¹<³
f−n

x̂n
(B(0, η(x̂n))

û ,�´-Õ=àÅÀÉ· À"·P¼�¹
ÂÅ·�ÄBÜÞ½3¼<È�Ä3¹<¸1½3´-¼Sà<³1ÁPÈPÁ�Â<·P¼YÀ"·¶º;·øÀ¬à<¹<½¿¸���¹<·

S(x̂n) ≥ 1/p
º
fn

x0

·P¸�À£ÁPßYÔÖÄ3·PÕ=·P¼YÀÌ½3¼<�1·�È�À"½¿¾-·4¸"¹<³
d0f

−n
x̂n
B(0, 1/p) =

(
d0f

n
x0

)−1
B(0, 1/p)

û<Ç]·Ñà<Ä3¹Å¸Pº

fn
x0

◦
(
d0f

n
x0

)−1
B(0, 1/p) ⊂ fn

x0
◦ f−n

x̂n
B(0, η(x̂n)) = B(0, η(x̂n)) ⊂ B(0, R)

� ¼�ÔdÔ¶½3¼<¸1½
x0 ∈ Bn(1/p)

º<·øÀ�ÄBÜÞ½3¼<È�Ä3¹<¸1½3´-¼ & ò û ö-ì (�·P¸�À ¾-ÁP³1½+�/Á�·¶û
2

�������������� ! ��#$������� � ! �� ����	� � # ��#$� � ò û ö�û ù HÅÝ]à<à<Ä¿½2��¹<´-¼Å¸�Ä3·OÄ¿·PÕ=Õ4· ò û ö�û ì¬Ô�¾¶·PÈ
δ =

1/q
à8´-¹<³

q ∈ N∗ û
Æ Ä ·øÓ�½3¸�ÀÉ· ρq > 0
·�À
nq ∈ N ÀÉ·�Ä3¸ ��¹<· µ (Bn(ρq)) ≥ 1 − 1/q

à@´¶¹<³
À"´-¹ÅÀ

n ≥ nq
û � ¼úà@·�¹ÅÀ�¸"¹<à<à8´-¸1·P³�Ä Ô£¸"¹<½ ÀÉ·

(ρq)q∈N

Â<ÁPÈ�³"´-½¿¸"¸"Ô¶¼YÀÉ·¶º:Â<·�¸1´-³1À"· ��¹<·
Bn(ρq) ⊂

Bn(ρq+1)
à@´¶¹<³ ÀÉ´-¹ÅÀ

n, q ∈ N û/Ý7½3¼<¸1½Bº<Ä¿·P¸ ·P¼Å¸"·PÕ÷ê<Ä3·�¸CH

Fq := lim sup
n≥nq

En ∩Bn(ρq) ⊂ lim sup
n∈N

En

µ)´¶³"Õ=·P¼YÀ�¹Å¼<·7µ±Ô¶Õ=½3Ä¿Ä3· ÈP³"´¶½3¸"¸"Ô¶¼YÀÉ·7Â<·7ê8´-³1ÁPÄ3½¿·P¼<¸\Â<·
Pk û�²A¹<½3¸)��¹<· µ(En ∩Bn(ρq)) ≥ c− 1/qà8´-¹<³ À"´-¹ÅÀ

n ≥ nq

º/´-¼úÔ
µ(Fq) ≥ c− 1/q

Â�Ü Ô¶à<³)�P¸ Ä3·gÄ¿·PÕ=Õ4· ò û ò û ô ò ç�&Bö ( û
� ¼ à@´-¸1·

E =
⋃

q≥0 ↑ Fq

û:,�·øÀ=·P¼<¸1·PÕ¬ê<Ä¿·Ø·P¸1À4ê<½¿·P¼ ½3¼<È�Ä3¹<¸£Â<Ô¶¼<¸
lim supn∈N En

·�À
¾¶ÁP³1½+�/·

µ(E) = limq→∞ µ(Fq) ≥ c
û � ¼�¾-Á�³"½+�<·  Eà<³1ÁP¸"·�¼YÀNÄ3·�¸0Â<·�¹�Ó Ô¶¸1¸"·�³1ÀÉ½¿´-¼<¸4Â<· Ä Ô

àÅ³"´-à8´-¸"½ ÀÉ½¿´-¼�û
è�´-½ À

x ∈ E
·øÀ
q ∈ N À"·PÄ ��¹Å· x ∈ Fq

û@Æ Ä
· ÓÅ½¿¸1À"·¬¹<¼<·£¸1¹<½¿À"·¬Â�ÜÞ·P¼YÀÉ½¿·P³
(nj(x))j∈N

À"·PÄ¿Ä3·
��¹<·

x ∈ Enj
∩Bnj

(ρq)
à@´-¹Å³\À"´-¹ÅÀ

j
û�Ò\¼4à/Ô¶³�ÀÉ½3È�¹<Ä3½¿·P³�º

x ∈ Enj

º�ÈP·'��¹Å½8Õ=´-¼YÀÉ³1· Ä3·�à<³"·�Õ4½¿·P³
à8´-½¿¼�ÀPû/Ç÷Ü Ô¶¹ÅÀ"³"·�à/Ô¶³�À�º/Â�Ü Ô¶à<³)�P¸ Ä3·gÄ¿·PÕ=Õ4· ò û ö�û ì�º<ÄCÜ ÔÖà<à<Ä3½¿È�ÔÖÀ"½3´-¼�H

ϕnj
= fnj ◦ τx ◦ (dxf

nj)−1 = τfnj (x) ◦ fnj
x ◦ (dxf

nj)−1

·�¸1À7½3¼<�1·�È�À"½¿¾-·g¸1¹<³
B(0, ρq)

º/·�À à<³1·P¼<Â�¸"·P¸ ¾ÖÔ¶Ä¿·P¹<³1¸�Â<Ô¶¼<¸
τfnj (x)B(0, R)

û
Ç÷Ü Ô¶à<³)�P¸OÄ¿·ÑÀ��<ÁP´-³)�PÕ=·ÌÂÅ·dë�´-¼YÀÉ·�ÄBº:ÈP·øÀ"À"·¬¸"¹<½ ÀÉ·ÑÈP´-¼Y¾¶·P³"ß¶·£¹<¼<½¿µ)´¶³"Õ=ÁPÕ=·P¼YÀ�¸"¹<³7Ä3·P¸7ÈP´-Õ£ç

à<Ô¶È�À"¸
Â<·
B(0, ρq)

¾-·�³"¸;¹<¼Å·�Ô¶à<àÅÄ3½3ÈPÔÖÀÉ½¿´-¼ �<´-Ä¿´-Õ=´-³"à��Å·
ϕ
º���¹Å½¿À"À"·
 à<³1·P¼<Â<³1·�¹<¼Å·�¸"´¶¹<¸�ç ¸"¹<½ ÀÉ·¶û

,�´¶Õ4Õ=·�Ä¿·P¸;ÔÖà<à<Ä3½¿È�ÔÖÀ"½3´-¼Å¸�¸1´-¼YÀ �<´¶Ä3´-Õ=´-³"à��<·P¸�ºÖ´-¼÷·P¼¬Â<Á�Â<¹<½ À
d0ϕ = limj→∞ d0ϕnj

=
Æ Â

Ck

û
Ý7½3¼<¸1½Bº8Â�Ü Ô¶à<³���¸gÄ3·ÑÀA�<Á�´-³���Õ4·ÌÂ�Ü ½¿¼Y¾-·P³1¸"½¿´-¼�Ä3´�È�Ô¶Ä¿·¶º:½3Ä�·øÓ�½¿¸1ÀÉ·

0 < ν(x) ≤ ρq

ÀÉ·�Ä���¹<·
ϕ
¸1´-½¿À

½¿¼<�1·PÈøÀÉ½ ¾-·�¸"¹<³
B(0, ν(x))

ûF,�·�Ä Ô£Õ4´¶¼�À"³"·gÄ¿·gÂ<·P¹�Ó�½+�PÕ=·Ñà8´-½¿¼�À�·�À ÀÉ·�³"Õ=½3¼<·gÄ3Ô¬à<³"·�¹Å¾-·Öû
2
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����� ��� �¬^MV{R ��[ÌZ;X�R �MV�^MV H1

^�X H2ÇOÔ¶¼Å¸4È�·�À"À"·�à<Ô¶³1À"½3·¶º
¼<´-¹<¸dÁP¼Å´-¼��P´¶¼<¸0Â<·�¹�Ó �&%�à@´¶À����P¸1·P¸�º H1

·�À H2

ºC��¹<½ ÔÖ¸"¸"¹Å³"·P¼YÀ0Ä3·
È�´-¼YÀÉ³ 4¶Ä3·¬Â<·÷Ä Ô0¼<´¶³"Õ=·¬·�ÀgÂÅ¹ �"ÔÖÈP´-ê<½¿·P¼ ÂÅ·£ÄBÜÞ½3¼Y¾-·�³"¸"·÷Â<·

d0f
n
x

û�ÇOÔ¶¼Å¸gÄ Ô0¸1·PÈ�À"½3´-¼�¸1¹<½¿¾ÖÔ¶¼YÀ"·¶º
¼<´¶¹<¸O¾-·�³"³"´¶¼<¸1��¹Å·£Ä3´-³1¸���¹<·¬È�·P¸1�&%�à8´¶À����P¸1·P¸�¸"´-¼YÀg¾¶ÁP³"½ �/ÁP·�¸PºM½¿Ä
·P¸�À�à@´¶¸"¸"½¿ê<Ä3·ÌÂ<·£³"·�Õ4àÅÄ Ô¶È�·P³
Ä¿·P¸�ÂÅ½+7@ÁP³"·�¼YÀÉ½3·�Ä3Ä¿·P¸Gà/Ô¶³�Â<·�¸��<´-Õ=´¶À��<Á�À"½3·P¸ Â<·O³"Ô¶à<à8´-³1À

d−n/2 Â/Ô¶¼Å¸�Ä3·7à<³"´�ÈPÁ�Â<ÁOÂ<·O³1·P¼<´¶³"Õ4Ô çÄ¿½3¸ÉÔ ÀÉ½3´¶¼�û
è�´-½ À

Ω
¹<¼ú´-¹Å¾¶·P³�À7ÂÅ·

Pk ·øÀ D ⊂ Ω
û � ¼úÂ<Á��/¼Å½¿À à8´-¹<³

q ∈ N∗ ·øÀ τ > 0
H

Jn(q) := Ω ∩ f−nΩ ∩
{
x ∈ Pk, dkn/q2 ≤ det R(d0f

n
x ) ≤ dkn.q2

}

Kn(τ) := Ω ∩ f−nΩ ∩
{
x ∈ Pk,

∥∥ (d0f
n
x )−1

∥∥ ≤ τ.d−n/2
}

è�´¶½3·P¼YÀ H1

·�À H2

Ä3·�¸�� %�à8´¶ÀA���P¸"·�¸]¸1¹<½¿¾ÖÔ¶¼YÀÉ·�¸ H

H1

H:²�´-¹Å³ À"´-¹ÅÀ
δ > 0

º/½3Ä@·øÓ�½3¸�ÀÉ·
q(δ) ∈ N∗ ·�À n1(δ) ∈ N

ÀÉ·�Ä3¸���¹<· H

∀n ≥ n1 , µ(Jn(q)) ≥ µ(Ω)2(1 − δ)

H2

H:²�´-¹Å³ À"´-¹ÅÀ
δ > 0

º/½3Ä@·øÓ�½3¸�ÀÉ·
τ(δ) ∈ N∗ ·øÀ n2(δ) ∈ N

ÀÉ·PÄ¿¸.��¹<· H

∀n ≥ n2 , µ(Kn(τ)) ≥ µ(Ω)2(1 − δ)

éM·dÄ3·PÕ=Õ=·£¸"¹<½ ¾¶ÔÖ¼�À�Õ=´-¼YÀÉ³1·"��¹Å·4¸1½ H1

·øÀ H2

¸1´-¼YÀÌ¸"ÔÖÀÉ½¿¸1µ±Ô¶½ ÀÉ·�¸gà@´-¹Å³
δ > 0

º&Ô¶Ä3´-³1¸OÄ Ô
Õ=·P¸1¹<³"·�Â<·�ÄBÜÞ½3¼YÀ"·P³"¸1·PÈøÀÉ½3´¶¼*H

Γn(D, q, τ) := Jn(q) ∩ Kn(τ) ∩ D ∩ f−nD
·�¸1À�¹<¼<½ µ)´-³"Õ=ÁPÕ=·P¼YÀ Õ=½3¼<´¶³"ÁP·gà8´-¹<³

n
Ô¶¸1¸"·65Ìß-³"Ô¶¼<Â�û

Ú\«�� �E« */© %�©(' 3!� H1

 �$ H2 ? � �%$ ? 7.$�� ? 5 7.� $  ?�? ��� Ω
� 7C��� � ? ��
�� � � $ � ��$ δ > 0

�F�<�  8A � ? $  
qδ ∈ N∗ � τδ > 0

 �$
Nδ ∈ N

$  ;� ? ���! 
�� � � $�� � $ n ≥ Nδ

�

µ
(
Γn(D, q, τ)

)
≥ µ(D)2(1 − δ)

�������������� �!"��#$��� % è�´-½¿À
ε > 0

¾¶ÁP³1½+�:Ô¶¼YÀ
µ(D)2(1 − ε) − 4εµ(Ω)2 ≥ µ(D)2(1 − δ)

û
Ç÷Ü Ô¶à<³)�P¸ H1,H2

º<½3Ä�· Ó�½3¸1À"·
qδ ∈ N∗ º τδ > 0

º
n1(δ)

·øÀ
n2(δ)

ÀÉ·�Ä3¸.��¹<· H

∀n ≥ n3 = max(n1(δ), n2(δ)) , µ(Jn(q)), µ(Kn(τ)) ≥ µ(Ω)2(1 − ε)

Ç÷Ü Ô¶¹ÅÀ"³"·�à/Ô¶³�À�º/à<¹Å½3¸���¹<·
µ
Õ=ÁPÄ ÔÖ¼<ß-·¶ºÅ½3Ä�· Ó�½3¸1À"·

n4 ∈ N
ÀÉ·�Ä ��¹<·Ìà8´-¹<³�À"´-¹ÅÀ

n ≥ n4

º

µ(Ωn = f−nΩ ∩ Ω) ≤ µ(Ω)2.(1 + ε)
µ(Dn = f−nD ∩ D) ≥ µ(D)2.(1 − ε)



�	� � � 	��5� � 	���� � 
 ��� � ����
 � �

è�´-½¿À
N := max(n3, n4)

û
Ý7à<à<Ä3½+��¹<´-¼<¸¬Ä¿·�Ä3·�Õ4Õ=· ò û ò û ô ò ç�& ò (�Ô�¾-·�È
U = H = Ωn

º
F =

Jn(q)
·�À
G = Kn(τ)

û � ¼ú´¶êÅÀÉ½¿·P¼YÀ�à@´-¹Å³�ÀÉ´-¹ÅÀ
n ≥ N

H

µ (Jn(q) ∩ Kn(τ)) ≥ µ(Ω)2.(1 − ε) + µ(Ω)2.(1 − ε) − µ(Ω)2.(1 + ε)

≥ µ(Ω)2.(1 − 3ε)

éM·gÕ43PÕ=·OÄ3·�Õ4Õ=·¶º�Ô¶à<àÅÄ3½2��¹<Á- 
U = H = Ωn

º
F = Jn(q) ∩Kn(τ)

·�À
G = Dn

·�¼�À"³ÉÔ ;3¼<· H

∀n ≥ N, µ
(
Γn(D, q, τ)

)
≥ µ(Ω)2.(1 − 3ε) + µ(D)2.(1 − ε) − µ(Ω)2.(1 + ε)

≥ µ(D)2.(1 − ε) − 4εµ(Ω)2 ≥ µ(D)2(1 − δ)

,�·�Ä Ô£ÀÉ·�³"Õ=½3¼<·OÄ3Ô¬Â<ÁPÕ=´-¼<¸�ÀÉ³"ÔÖÀÉ½¿´-¼ØÂ<¹�Ä¿·PÕ=Õ4·Öû
2

,�·�À1ÀÉ·7Õ4½¿¼<´-³ÉÔ ÀÉ½3´¶¼�º-Ô¶¸1¸"´�ÈP½¿ÁP·OÔÖ¹0Ä3·�Õ4Õ=· ò û ò û ô ò ç�&Cö (øºYÕ=´-¼YÀÉ³1·'��¹<·7Â<·]¼<´¶Õ¬ê<³"·�¹�Ó4à@´¶½3¼YÀÉ¸
ÔÖà<à/Ô¶³�ÀÉ½3·�¼<¼<·�¼�À  N¹<¼<·=½3¼��<¼<½¿À"Á£Â�Ü ·�¼<¸"·�Õ¬ê<Ä¿·P¸ Jn(q) ∩ Kn(τ)

û&éM·=Ä3·PÕ=Õ=·¬¸"¹<½ ¾ÖÔ¶¼YÀÌàÅ³"ÁPÈ�½3¸1·
��¹<·4à@´¶¹<³Ì¹Å¼EÀÉ·�ÄGà8´-½¿¼�À

x
º�´-¼Eà8·P¹�À¬Ô¶¸1¸"½¿Õ4½¿Ä3·P³

(d0f
n
x )−1  ú¹<¼<· �<´-Õ=´¶ÀA�<ÁøÀÉ½¿·=ÂÅ·4³"Ô¶à<à8´-³1À

d−n/2 H
Ú\«�� �E« *:© %�© � 32� � $

Λn := d−n/2 � = Ck

�
q ∈ N∗ � τ > 0

 �$
(nj)j∈N ∈ N $  ;� ? ���% L

∀j ∈ N , x ∈ Jnj
(q) ∩ Knj

(τ)

� ��� � ? � ����� $ $  � 
0�9 �� =.�9 '� �� ? � � ? ? ��� $  ��C�<�  8A � ? $  A ∈ GLk(C)
$  ;� ���% 

d0f
nj
x ◦ Λnj9�� ��J. �� �� 
J. �� ? A D

�������������� ! ��#$��� %\è�´-½3·�¼YÀ
δj,1 ≤ · · · ≤ δj,k

Ä3·P¸7¾¶ÔÖÄ3·P¹Å³"¸g¸"½¿¼<ß-¹<Ä¿½2��³"·P¸7Â<· (
d0f

nj
x

)−1 &±Èøµ
Ä3Ô£¸"·PÈøÀÉ½¿´-¼ ò û ò û ô ( û<Æ ÄM·øÓ�½¿¸1ÀÉ·

Uj, Vj ∈ Uk(C)
ÀÉ·�Ä ��¹<· H

(d0f
nj
x )−1 = Uj.

Ç]½ ÔÖß
(δj,1, · · · , δj,k).Vj

,�´¶Õ4Õ=·
x ∈ Knj

(τ)
º/´-¼úÔ'H

δj,k =
∥∥ (d0f

nj
x )−1

∥∥ ≤ τd−nj/2 ·�À (δj,1 · · · δj,k)2 ≤ δ2
j,1.δ

2(k−1)
j,k ≤ δ2

j,1.
(
τd−nj/2

)2(k−1)

ÇÌÜ Ô¶¹�ÀÉ³"·Ñà/Ô¶³�À�º<àÅ¹<½3¸)��¹Å·
x ∈ Jnj

(q)
º<´-¼úÔ'H

d−knj/q2 ≤ det R (d0f
nj
x )−1 =

∣∣∣det C (d0f
nj
x )−1

∣∣∣
2

= (δj,1 · · · δj,k)2

Æ Ä�¾�½¿·P¼YÀ�Â<´-¼<È H
τ 1−kd−nj/2/q ≤ δj,1 ≤ · · · ≤ δj,k ≤ τd−nj/2

Ý7½3¼<¸1½Bº�Ä¿·P¸ØÔ¶àÅà<Ä3½¿È�ÔÖÀ"½3´-¼<¸
Θnj

:= d0f
nj
x ◦ Λnj

¸1´-¼YÀúÂ/Ô¶¼<¸ØÄ3·?ÈP´-Õ=à/Ô¶ÈøÀ
Uk(C).G.Uk(C)ÂÅ·

GLn(C)
º�´�3 G := { Ç]½3Ô¶ß (β1, · · · , βk), 1/τ ≤ βi ≤ q.τ k−1} û�Ç]´-¼<È4Ä Ôú¸"¹<½ ÀÉ· (Θnj

)jÈ�´-¼Y¾-·�³"ß-·Ñ¾-·P³1¸
A ∈ GLk(C)

º���¹<½¿À1ÀÉ·1 d·øÓ�ÀÉ³"Ô¶½3³1·g¹<¼<·�¸"´¶¹<¸�ç ¸"¹<½ ÀÉ·¶û
2
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����� ��� � T<U)� � U [÷^ �7^ T<^��7ZAT � & 	WU�V#&;X�U�Z�� [ &AT �7^MV{R]Z���Z;X�R � X�UW^MV
ó7´¶¹<¸÷Â<Á�Õ4´¶¼�À"³"´-¼Å¸ÌÂ/ÔÖ¼<¸ÌÈ�·�À1ÀÉ·0à<Ô¶³1À"½3·d¹<¼ à<³1´�È�ÁPÂ<Á=Â<·4³"·P¼Å´-³"Õ4Ô¶Ä3½¿¸ÉÔÖÀ"½3´-¼?à/Ô¶³ÑÂ<·P¸ �<´Öç

Õ=´¶ÀA�ÅÁ�ÀÉ½¿·P¸�º�¾ÖÔ¶Ä Ô¶êÅÄ3·¬¸1´-¹<¸�Ä3·�¸ � %�à8´¶ÀA���P¸"·�¸ H1
·�À H2

û&ó7´-¹<¸g¾¶·P³"³1´-¼<¸ÑÂ/Ô¶¼<¸�Ä3Ô�¸"·PÈøÀÉ½¿´-¼ ò û ù
��¹<·£È�·P¸1�&%�à8´¶À����P¸1·P¸Ñ¸"´-¼YÀg¾-Á�³"½ �/ÁP·�¸ÑÂ��P¸ ��¹<·

µ
·P¸�ÀÑÔ¶ê<¸"´¶Ä3¹<Õ=·P¼YÀgÈ�´-¼YÀÉ½3¼�¹<·£à<Ô¶³O³ÉÔÖà<à@´¶³1À1 

Ä3Ô¬Õ4·�¸"¹<³1·ÑÂÅ·ÌéM·�ê@·�¸"ß-¹<·Öû
�Ñ­(°  A° ��ä5®(ä)°8å */© %�©�. 32� �  ��%$

Ω
��� � �-J. ���$�=� 

Pk  �$ D ⊂ Ω
$  ;� ���! 

µ(D) > 0
D ,,�

? � 
 
�� ?  '���% H1

 �$ H2 ? � �%$ ? 7.$ � ? 5 7.� $  ? ? ��� Ω
D � ��� � ? � �<�  8A � ? $  L(D) ⊂ D J.����� � 7.�%$

µ(L(D)) ≥ µ(D)2  �$=$  ;� ���! +
�� � � $ � ��$ x ∈ L(D)
�,�<�  8A � ? $  ���� ? ��� $  (nj)j∈N

=���
% ��%"
= 7.�%$  �=� 

x
�= �$

ν(x) > 0
7CJ. �9 L

� D
fnj(x) ∈ D 
�� ��� $ � ��$

j ∈ N D
� D
F  ? 7;
 
 � �:9 7.$��:� � ?

Ψnj
:

B(0, ν(x)) −→ Pk

u 7−→ fnj ◦ τx ◦ Λnj
(u)

���
Λn := d−n/2. � = Ck

� ? � �%$ � �
	) �9�$ �<J. ?  �$ 9�� ��J. �� �� ��%$K��� 9 7C�  #  ��%$ ���%� 5B� � # � #  ��%$
? ��� B(0, ν(x))

J. �� ? ���� 7;
 
 � �:9 7.$��:� � !������ # � � 
 !% � �
	) �9�$ �<J. Ψ
D �� 
 � � ? � Ψ(0)7;
 
&7.��$��  ��%$�� � @ 7 = !%���  �� 9  
=� D = 7.� ? Pk D

ó�´-¹<¸Ñ´-êÅÀÉ½¿·P¼<ÂÅ³"´-¼<¸�È�·�À"À"·0à<³1´-à8´-¸"½ ÀÉ½3´¶¼  úÄCÜ Ô¶½¿Â<·£Â<¹âà<³"´�ÈPÁ�Â<Á4ÂÅ·4³1·P¼<´-³1Õ0ÔÖÄ3½3¸"ÔÖÀÉ½¿´-¼ à/ÔÖ³ÑÄ¿·P¸
Â<½ 7�Á�³"·�¼�À"½3·�Ä3Ä3·�¸ &±à<³1´-à@´¶¸"½¿À"½3´-¼ ò û ö�ûÞù (øû@ë�´-¼YÀ"³"´-¼<¸�ÀÉ´-¹�À]Â�Ü Ô¶ê8´-³"Â ��¹Å·÷ÄBÜ �&%�à@´¶À����P¸1·

λk < 2λ1·�¸1À�¸ÉÔÖÀ"½3¸�µ±Ô¶½¿À"·OÄ3´-³1¸���¹<· H1
·P¸�À7¾¶ÁP³"½ �/ÁP· H

Ú\«�� �E« */© %�© , 3!�6� @ ! ��
�� $�! % ?  H1

 ? $ ? 7.$�� ? 5 7.� $  ? ��� ��� � �-J. ���$
Ω

J.����� � 7.�%$
µ(Ω) > 0

�
7C��� � ? �  ?  8A 
�� ? 7.�%$ ? =� IF��C7;
�� � � ��� =� 

(Pk, f, µ) ? � �%$=� � 7.�CA � log d/2
D

�������������� �!"��#$��� %@� ³"½3·�¼<Âd·�ÀGÇ]¹�¾¶ÔÖÄ/´-¼YÀ\Â<ÁPÕ=´-¼YÀÉ³1Á�ÄCÜ ½¿¼<ÁPß-Ô¶Ä3½ ÀÉÁ
log d/2 ≤ λ1

à8´-¹<³;À"´-¹ÅÀ
·�¼<Â<´-Õ=´-³"à��<½3¸1Õ4·gÂ<·

Pk Â<·�Â<·�ß-³"Á d + ��Ç ò -Bû/Æ ÄM¸1¹�%dÀ�Â<´-¼<È�Â<·�Õ=´-¼YÀÉ³"·�³ λk ≤ log d/2
û

»�À"½3Ä¿½3¸"´¶¼<¸ H1

Ô�¾-·PÈ
δ = 1/2

H ½¿Ä�· Ó�½3¸1À"·
q ∈ N∗ ·øÀ n1 ∈ N

ÀÉ·�Ä!��¹<·
µ(Jn(q)) ≥

µ(Ω)2/2 > 0
à@´¶¹<³

n ≥ n1

û ²�´-¸1´-¼<¸ J (q) := lim supJn(q)
û�,�·øÀú·P¼<¸1·PÕ¬ê<Ä¿·�¾-ÁP³1½+�/·

µ(J (q)) ≥ µ(Ω)2/2 > 0
Â�Ü Ô¶àÅ³��P¸ Ä¿·gÄ3·PÕ=Õ=· ò û ò û ô ò ç�&Cö (øû

²�´¶¹<³7À"´-¹ÅÀ
x ∈ J (q)

º:´-¼?¼<´¶ÀÉ·
(nj(x))j∈N

¹<¼<·Ì¸"¹<½ ÀÉ·ÌÂ�Ü ·�¼YÀÉ½3·�³"¸�ÀÉ·PÄ¿Ä3·1��¹<·
x ∈ Jnj

(q)à8´-¹<³�À"´-¹ÅÀ
j ≥ 0

û � ¼úÔÅº/à<Ô¶³ Â<Á��<¼<½¿À"½3´-¼ØÂ<· Jnj
(q)

H

∀j ≥ 0 ,
1

nj(x)
log det R(d0f

nj(x)
x ) ≤ k. log d+

1

nj(x)
log q2 & ò û ö¶õ (

� ³PºPÂ�Ü ÔÖà<³���¸�Ä¿·;ÈP´-³1´-Ä3Ä3Ô¶½3³1· ò û ò û ö 1 º
limj→∞

1
n

log det R(d0f
n
x ) = 2.

∑k
i=1 λi

à8´-¹<³
µ
ç à<³1·P¸���¹<·

À"´-¹ÅÀ
x
ÂÅ· J (q)

û � ¼úà8·P¹�À7ÂÅ´-¼<Ègµ±Ô¶½3³1·]ÀÉ·�¼<Â<³1·
j
¾-·�³"¸�ÄBÜÞ½3¼��/¼Å½�Â/Ô¶¼<¸ & ò û öÖõ (�à@´¶¹<³ ´-êÅÀ"·P¼<½¿³ H

2(k − 1)
log d

2
+ 2λk ≤ 2.

k−1∑

i=1

λi + 2λk = 2.

k∑

i=1

λi ≤ k. log d
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� ¼�Ô£Â<´-¼<È
λk ≤ log d/2

û
2

�������������� ! ��#$��� � � � ! �� ����	� � # ��#$� � ò û ö�û í H � ¼*Ô¶à<àÅÄ3½2��¹<·úÄ3·ØÄ¿·PÕ=Õ4· ò û ö�û õEÔ�¾-·�È
δ = 1/p

º
p ∈ N∗ û<Æ ÄM· ÓÅ½¿¸1À"· qp ∈ N∗ º τp > 0

·øÀ
Np ∈ N ÀÉ·�Ä3¸���¹<·�à@´¶¹<³�ÀÉ´-¹�À n ≥ Np

H

µ
(
Γn(p)

)
≥ µ(D)2(1 − 1/p)

´$3�´-¼úÔdà@´¶¸"Á
Γn(p) := Γn(D, qp, τp)

û
²A¹<½3¸)��¹<· ÀÉ´-¹<¸AÄ¿·P¸A· ÓÅà8´-¸"Ô¶¼YÀÉ¸GÂ<·

µ
¸"´-¼YÀGÁPßYÔÖ¹�Ó� 

log d/2
Â�Ü Ô¶à<³���¸\Ä3·�Ä¿·PÕ=Õ4·�àÅ³"ÁPÈ�ÁPÂ<·�¼YÀ�º

´¶¼�à@·�¹ÅÀÑÔ¶à<à<Ä¿½2��¹<·�³]Ä Ô4à<³"´-à8´-¸1½¿ÀÉ½¿´-¼ ò û ö�û ù<û�²A³"·P¼Å´-¼<¸
En = Γn(p)

¸"½
n ≥ Np

·øÀ
En = Pk¸1½3¼<´¶¼�û�Æ Ä ·øÓ�½3¸�ÀÉ·

Γ(p) ⊂ lim supn∈N Γn(p)
¾-Á�³"½+�/Ô¶¼YÀ

µ(Γ(p)) ≥ µ(D)2(1 − 1/p)
·øÀ÷ÀÉ·�Ä

��¹<·Ñà8´-¹<³�ÀÉ´¶¹ÅÀ
x ∈ Γ(p)

ºÅ½3Ä�· ÓÅ½¿¸1À"·
(nj(x))j∈N

·�À
ν ′(x) > 0

¸"ÔÖÀÉ½¿¸1µ±Ô¶½¿¸ÉÔ¶¼YÀ H
�1ä�1 �

x ∈ Γnj
(p)
à8´-¹<³ ÀÉ´-¹�À

j ∈ N û�1äCä 1 �§é&·�¸]ÔÖà<à<Ä3½¿È�ÔÖÀ"½3´-¼Å¸

ϕnj
:

B(0, ν ′(x)) −→ Pk

u 7−→ fnj ◦ τx ◦
(
d0f

nj
x

)−1
(u)

¸"´-¼YÀG½3¼<�1·�È�À"½¿¾-·�¸A·�À\È�´-¼Y¾-·P³1ß-·P¼YÀGÄ3´�È�ÔÖÄ3·PÕ=·P¼YÀ
¹<¼<½¿µ)´¶³"Õ=ÁPÕ=·P¼YÀ;¸1¹<³
B(0, ν ′(x))

¾¶·P³"¸\¹<¼Å·
Ô¶à<à<Ä¿½3È�Ô ÀÉ½3´¶¼ �<´-Ä¿´-Õ4´¶³"à��<·]½3¼<�1·�È�ÀÉ½ ¾-·

ϕ
û

²�´¶¸"´-¼<¸ L(D) :=
⋃

p≥1 Γ(p)
û � ¼dÔ7ê<½3·�¼ L(D) ⊂ D º µ(L(D)) ≥ µ(D)2 ·øÀ;ÀÉ´¶¹ÅÀAà8´-½3¼YÀ

x ∈ L(D)
¸ÉÔ ÀÉ½3¸�µ±Ô¶½¿À Ä¿·P¸ à<³1´-à<³"½¿Á�À"ÁP¸

(i)
·�À

(ii)
à8´-¹<³ ¹<¼?È�·P³�À Ô¶½¿¼�·�¼�À"½3·�³

p
û@ÒA¼�à/Ô¶³1À"½3È�¹<Ä3½¿·P³Pº

x ∈ Γnj
(p) ⊂ Jnj

(qp)∩Knj
(τp)

à@´¶¹<³;ÀÉ´-¹�ÀA·P¼YÀÉ½¿·P³
j
ûYéM·�àÅ³"·PÕ=½3·�³;à8´-½3¼YÀAÂ<· Ä3ÔOà<³"´¶à@´-¸1½¿À"½3´-¼

·�¸1ÀOÔ¶Ä3´-³1¸ ½3Õ=Õ4Á�Â<½ ÔÖÀPû<²�´-¹<³]Ä¿·�Â<·P¹�Ó�½+�PÕ=·¶º8´-¼?Â<½¿Õ4½¿¼�¹<·�Á�¾-·�¼YÀÉ¹<·�Ä3Ä3·�Õ4·�¼YÀ
ν ′(x)

º@·øÀ]´-¼�ÁPÈ�³"½¿À
Ψnj

¸"´-¹Å¸ Ä Ô÷µ)´-³1Õ4·
Ψnj

= ϕnj
◦ Θnj

º/Ô�¾-·�È
Θnj

:= d0f
nj
x ◦Λnj

º/Ô<�/¼ØÂ�Ü ¹�ÀÉ½3Ä¿½3¸1·P³�Ä¿·OÄ3·�Õ4Õ=·
ò û ö�û 1 û

2
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ÇOÔ¶¼Å¸ÌÈ�·�À"À"·0à/ÔÖ³1ÀÉ½¿·¶ºM´-¼â¸"¹<àÅà@´-¸1· ��¹<·
µ
·�¸1À÷Ô¶ê<¸"´¶Ä3¹<Õ=·P¼YÀÑÈP´-¼YÀ"½3¼�¹<·0à<Ô¶³�³ÉÔ¶à<à8´-³�À  úÄ Ô

Õ=·P¸1¹<³"· ÂÅ· é&·�ê@·�¸"ß-¹Å·
m
&)È�µ8Ä Ô]¸1·PÈøÀÉ½3´¶¼ ò û ò û ö (&¸"¹<³A¹Å¼=´¶¹Å¾-·�³1À

Ω
Â<·
µ
ç Õ4·�¸"¹<³1·�¼<´-¼£¼�¹<Ä¿Ä3·ÖºÖ·øÀ

��¹<·�Ä¿·P¸.�&%�à@´¶À����P¸1·P¸ H1,H2

¸1´-¼YÀ ¾-Á�³"½+�<ÁP·P¸ ¸1¹<³ ÈP·�À ´¶¹Å¾-·�³1À &±´¶¼úÂÅ½3¸"à8´-¸1·�Ô¶½3¼<¸1½�Â<¹Øà<³1´�È�ÁPÂ<Á
ÂÅ·�³1·P¼<´-³1Õ0ÔÖÄ3½3¸"ÔÖÀÉ½¿´-¼ à/ÔÖ³£Â<·P¸��<´-Õ=´¶ÀA�ÅÁ�ÀÉ½¿·P¸9(øû\ó7´¶¹<¸dÕ4´-¼YÀ"³"´-¼<¸=Ô¶Ä¿´-³"¸���¹<·úÄ3·ØÈ�´-¹<³ÉÔÖ¼�À=Â<·
ñg³"·�·P¼ú·P¸�À7Ä¿½3¸1¸"·g·�À�Â<Á8�/¼<½&à8´-¸"½ ÀÉ½¿µ&¸1¹<³

Ω
º9��¹<½¿À1ÀÉ·  £Â<½3Õ=½3¼�¹<·�³�ÈP·øÀ7´¶¹Å¾-·�³1À�û

����� ��� � ^��7ZAT � & 	WU�V#&;X�U�Z�� �]^ � Z�$7T'&�� X�V U)��� &\TÅU)&��GXÅV
� ¼ à8·P¹ÅÀ÷¸"¹<à<à8´-¸1·P³ ��¹<·

Ω
·�¸1À£¹Å¼ à@´¶Ä+%�Â<½3¸)��¹<·

P (0, t) ⊂ Ck Â/Ô¶¼<¸Ì¹<¼<·�ÈPÔ¶³1À"· �<´-Ä¿´ÖçÕ=´-³1à��<·
τm
º/¸1¹�%=¸ÉÔ¶Õ=Õ4·�¼YÀ7à8·�À"½¿À à8´-¹<³.��¹<·ÑÄ3·�¸ È0�/Ô¶¼<ß-·�Õ4·�¼YÀÉ¸�Â<·�È�Ô¶³�ÀÉ· H

φx,m = τ−1
m ◦ τx , x ∈ P (0, t)
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¸1´-½3·�¼�À
à<³"´�È0�<·�¸;Â<·�Ä3Ô�ÀÉ³"Ô¶¼<¸1Ä ÔÖÀ"½3´-¼
x+
Æ Â

Ck

·P¼£¼<´¶³"Õ=· ‖ . ‖∞ &)È�µ:Ä Ô�¸"·�È�ÀÉ½¿´-¼ ò û ò ûÞù (øû � ¼¬à8·P¹ÅÀ
Ô¶½¿¼<¸"½�¹ÅÀ"½3Ä3½¿¸"·�³�Ä¿· àÅ³"½3¼ÅÈP½3à8·GÂ<·�³1·P¼<´-³1Õ0ÔÖÄ3½3¸"ÔÖÀÉ½¿´-¼�¸ÉÔ¶¼Å¸�µ±Ô¶½¿³"·4�/ß-¹<³1·P³
Ä¿·P¸
Ô¶à<à<Ä¿½3È�Ô ÀÉ½3´¶¼<¸

τx
ûÖÐ�Ô¶à�ç

à8·PÄ¿´-¼<¸���¹�Ü ¹Å¼ ÈP´-¹Å³ÉÔ¶¼YÀ�à@´¶¸"½¿À"½¿µ
S
Â<·Ñê<½3ÂÅ·Pß-³1Á

(1, 1)
·P¸1À

f
ç ½3¼Y¾ÖÔ¶³"½3Ô¶¼YÀ à/Ô¶³

f
¸"½
f ∗S = d.S

º
´�3

d
Â<ÁP¸1½3ß-¼<·�Ä¿·gÂ<·Pß-³1Á�Â<·

f
&)È�µ�Ä Ô£Â<Á8�/¼<½¿À"½3´-¼ ò û ò û ò î ( û

é&Ô à<³"´-à8´-¸1½¿ÀÉ½¿´-¼]¸1¹<½¿¾ÖÔ¶¼YÀ"·AÕ4´-¼YÀ"³"·C��¹�ÜÞ¹<¼ÌÈ�´-¹<³"Ô¶¼YÀ
S
Ô¶êÅ¸"´-Ä¿¹<Õ4·�¼YÀMÈP´-¼YÀ"½3¼�¹�·�À

f
" � ��J�7.��� 7.�%$

·�¸1ÀÑÈP´-¼Å¸1À ÔÖ¼�ÀÌ¸"¹Å³ÑÄCÜ ´¶¹Å¾-·�³1À
Ω
º ��¹<½¿À1ÀÉ·� NÄ3·£Â<½¿Õ4½¿¼�¹<·P³�û � ¼â¸�Ü ½¿¼<¸"àÅ½3³"·£½¿ÈP½;ÂÅ·=ÄCÜ ÔÖà<à<³"´�È0�<·dÂ<·

ë?Ô?%¶·P³ + ë?Ô?%�- &±Èøµ
ÄCÜ ½¿¼�À"³"´�Â<¹<ÈøÀÉ½3´¶¼!(øû
�Ñ­(°  A° ��ä5®(ä)°8å */© ��© * 32� � $

Ω
9�� # #  
0�9��9 � =� # #  ��%$� �$ S ��� 9�� � �87.�%$�
�� ? � $�� 5 f " � ��J�7.��� 7.�%$=� 
�� =� �.� �

(1, 1)
7�
 ? ��� � #  ��%$"9�� �%$�� �%� ? � � Pk D � ��� � ? �<�! 8A � ? $  ,� � � �-J. ���$ V ⊂ Ω

J.����� � 7.�%$
µ(V ) > 0

�  �$ � � 
���!������ # � � 
 !�� ? #  Φ : B(0, ν)
∼→ V

$  ;� ���% 
Φ∗S ? � � $C���� 
5B� � #  =.� � ���9 ��%$��  ;�<�  �� 9��  �	 9��  ��%$ ? 9�� � ? $ 7.�%$ ?I? ��� B(0, ν)

D

�������������� �!"��#$��� % è�´¶½¿À
S(z) =

∑k
p,q=1 hp,q(z).

i
2
dzp ∧ dzq

¹<¼<·£·øÓ�à<³1·P¸1¸"½3´¶¼EÂ<·
S
¸"¹<³

Ω
º\·�À M ⊂ Ω

ÄCÜ ½¿¼�À"·P³1¸"·PÈøÀÉ½¿´-¼ Â<·P¸=·P¼<¸1·PÕ¬êÅÄ3·P¸4Â<·úéM·Pê8·P¸"ß¶¹<·?Â<·�¸=µ)´¶¼<È�À"½3´-¼<¸£Õ=·P¸1¹<³ÉÔÖê<Ä3·�¸
hp,q

û@ï
½ÙÓÅ´¶¼<¸
Ω′ b Ω

Â<·
µ
ç Õ=·P¸"¹Å³"·Ñ¼<´-¼ ¼�¹<Ä¿Ä3·Ñ·�À L(Ω′)

ÄBÜÞ·P¼<¸1·PÕ¬ê<Ä¿·ÌÂÅ·P¸Oà8´-½3¼YÀ"¸7Â<·
Ω′ ´�3ÄCÜ ´-¼0à@·�¹ÅÀ ³"·�¼<´-³1Õ0Ô¶Ä¿½3¸1·P³Gà/Ô¶³�Â<·�¸.�<´-Õ=´¶ÀA�ÅÁ�ÀÉ½¿·P¸

Λnj
= d−nj/2.

Æ Â
Ck

&)È�µ�à<³"´¶à@´-¸1½¿À"½3´-¼ ò û ö�û í ( û
ó�´¶ÀÉ´-¼Å¸ ��¹<·�ÄCÜ ·�¼<¸"·�Õ¬ê<Ä3· H

C := L(Ω′) ∩M∩ ¸"¹Åà<à (µ)
¾¶ÁP³"½ �/·

µ(C) = µ(L(Ω′)) ≥ µ(Ω′)2 > 0
û

/O¹<½¿À1ÀÉ·� �·87�·�È�À"¹<·P³Ì¹<¼<·dÀÉ³ÉÔÖ¼<¸"Ä3ÔÖÀÉ½¿´-¼�º�´-¼Sà8·P¹ÅÀÌ¸"¹<àÅà@´-¸1·P³ ��¹Å·0ÄBÜÞ´-³1½3ß-½¿¼<·¬·P¸�À÷¹Å¼Eà8´-½3¼YÀ
Â<· C û�Æ Ä�·øÓ�½3¸�ÀÉ·dÔ¶Ä¿´-³"¸ (nj)j∈N

·�À
ν > 0

À"·PÄ¿¸-��¹<·
Φnj

= fnj ◦ Λnj

ÈP´¶¼�¾¶·P³1ß-·dÄ3´�È�Ô¶Ä¿·PÕ=·P¼YÀ
¹<¼Å½¿µ)´-³1Õ4Á�Õ4·�¼�À�¸1¹<³

B(0, ν)
¾¶·P³"¸

Φ
�Å´-Ä3´-Õ=´-³1à��<·\½3¼<�1·�È�À"½¿¾-·Öº¶Ô�¾¶·PÈ

Φnj
(0),Φ(0) ∈ C û /O¹<½ À"À"· ÷ÂÅ½3Õ=½3¼�¹<·P³

ν
ºÅÄ¿·P¸�·�¼<¸"·�Õ¬ê<Ä¿·P¸

V := Φ(B(0, ν))
·�À

Φnj
(B(0, ν))

¸1´-¼YÀ ½3¼<È�Ä3¹<¸ Â/Ô¶¼<¸
Ω
ºÅÈPÔ¶³

C ⊂ Ω′ b Ω
û�ÇÌÜ Ô¶¹�ÀÉ³"·÷à/Ô¶³1ÀPº@àÅ¹<½3¸)��¹Å·

Φ(0) ∈ C ⊂ ¸"¹Åà<à (µ)
º@·øÀ ��¹<·

V
·�¸1Àg´¶¹Å¾-·�³1À�º@´-¼ Ô

µ(V ) > 0
û ó7´-¹Å¸
Õ=´-¼YÀÉ³"´¶¼<¸� 7à<³1ÁP¸"·�¼YÀC��¹<·

Φ∗S
·P¸�À;¹<¼Å·Gµ)´-³1Õ4·\Â<½ 7�Á�³"·�¼�À"½3·�Ä3Ä3·: ÈP´�·1%=ÈP½¿·P¼YÀÉ¸

È�´-¼<¸1ÀÉÔ¶¼YÀÉ¸�¸"¹<³
B(0, ν)

û
,�´-Õ=Õ4·

S
·P¸�À

f
ç ½3¼Y¾ÖÔ¶³1½ Ô¶¼YÀ�º�´-¼úÔdÄBÜÞ½3Â<·�¼�À"½¿À"ÁO¸"¹<½ ¾ÖÔ¶¼YÀÉ· H

Φ∗
nj
S = Λ∗

nj
fnj ∗S = dnjΛ∗

nj
S
¸1¹<³

B(0, ν)
& ò û ö 1 (

éM·�Õ4·�Õ¬ê<³1·ÑÂÅ·Ñß-Ô¶¹<È0�<·ÑÈP´-¼Y¾¶·P³"ß¶·Ì¾-·�³"¸
Φ∗S

à8´-¹<³ Ä Ô¬À"´-à@´¶Ä3´-ß-½¿·]µ±Ô¶½¿ê<Ä3·ÖºÅÈ�ÔÖ³�Ä3Ô£¸"¹<½ ÀÉ·�Â�Ü Ô¶à�ç
à<Ä¿½3ÈPÔÖÀÉ½¿´-¼<¸:�<´-Ä3´¶Õ4´-³1à��<·�¸ ½¿¼<�1·PÈøÀÉ½¿¾¶·P¸

Φnj

È�´-¼Y¾-·�³"ß-·g¾-·�³"¸
Φ
Ä3´�È�ÔÖÄ3·PÕ=·P¼YÀ ¹<¼<½ µ)´-³"Õ=ÁPÕ=·P¼YÀ ¸"¹<³

B(0, ν)
û-ë�´-¼YÀÉ³1´-¼<¸C��¹<· Ä3· Õ4·�Õ¬ê<³1·�Â<·�Â<³1´-½¿À"·�ÀÉ·�¼<Â¬¾-·�³"¸

H :=
∑k

p,q=1 hp,q(0). i
2
dwp∧dwq¸1¹<³

B(0, ν)
û � ¼��ÅÓ�·� OÈP·øÀ\·�7@·�À\¹<¼<·

(k−1, k−1)
µ)´-³1Õ4· ÀÉ·P¸�À

χ
¸1¹<³

B(0, ν)
û � ¼£¸"¹Åà<à@´¶¸"·

à8´-¹<³ ¸1½3Õ=à<Ä3½ �/·P³ ��¹�Ü ·�Ä3Ä3·�·�¸1À�Â<·�Ä Ô÷µ)´-³1Õ4· H

χ(w) = σ(w)
i

2
dw2 ∧ dw2 ∧ · · · ∧ i

2
dwk ∧ dwk

Ç÷Ü Ô¶à<³)�P¸�Ä Ô¬à<³1´-à8´-¸"½ ÀÉ½3´¶¼ ò û ò û 1 ºÅ´-¼úÔ�H

dnjΛ∗
nj
S =

k∑

p,q=1

hp,q ◦ Λnj
.
i

2
dwp ∧ dwq

¸"¹Å³
B(0, ν)

& ò û ö¶í (
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é&Ô£µ)´-³"Õ÷¹<Ä3·OÂÅ·ÑÈ0�<Ô¶¼<ß-·�Õ4·�¼�À�Â<·g¾ÖÔ¶³1½ Ô¶ê<Ä¿·]µ)´-¹<³1¼<½¿À Ô¶Ä3´-³1¸ H

〈dnjΛ∗
nj
S −H,χ〉 =

∫

B(0,ν)

[
h1,1 ◦ Λnj

(w) − h1,1(0)
]
σ(w) dm(w)

=
1

dknj

∫

Λnj (B(0,ν))

[h1,1(z) − h1,1(0)]σ ◦ Λ−1
nj

(z) dm(z)

,�´¶Õ4Õ=·gÄ Ô÷µ)´-¼ÅÈ�ÀÉ½¿´-¼
σ
·P¸1À7ê8´-³"¼<Á�·�¸"¹<³

B(0, ν)
·�À
d−knj ' m(Λnj

(B(0, ν))
º<´-¼�Ô H

|〈dnjΛ∗
nj
S −H,χ〉| .

1

m(Λnj
(B(0, ν))

∫

Λnj (B(0,ν))

|h1,1(z) − h1,1(0)| dm(z)
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·øÀ
S
¸"¹Å³

U
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S ∧ ωk−1 =
1

dnj

∫

Λnj (B(0,ν))
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=
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∫
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À"·PÕ=·P¼YÀ�à@´-¸1½¿À"½¿¾-·Öû@,�·PÄ3Ô£Õ4´-¼YÀ"³"·4& ò û ö - (øû
2

����� ��� QSZ�� � 	)$7V�UWZ��
ó7´¶¹<¸7Õ=´-¼YÀÉ³1´-¼<¸ ½3È�½/��¹<·ÑÄ3´-³1¸���¹<·ÑÄ Ô¬Õ=·P¸"¹Å³"·ÑÂ�Ü ·�¼YÀÉ³"´¶à<½3·�Õ4Ô Ó�½3Õ4Ô¶Ä3·

µ
·�¸1À]Ô¶ê<¸"´¶Ä3¹<Õ=·P¼YÀ

È�´-¼YÀÉ½3¼�¹<· à/ÔÖ³G³"Ô¶à<à8´-³1À: �Ä ÔgÕ=·P¸1¹<³"· Â<·�éM·Pê8·P¸1ß-¹<·�¸"¹<³G¹<¼=´-¹Å¾-·�³1À
Ω
Â<·
µ
ç Õ=·P¸"¹Å³"· à@´¶¸"½¿À"½¿¾¶·¶º

Ô¶Ä¿´-³"¸
f
·P¸�À]¹<¼�·øÓ�·PÕ=à<Ä¿·ÑÂÅ·÷é&ÔÖÀ1ÀA��¸Pû8Ð7ÔÖà<à@·�Ä3´-¼Å¸ ��¹<·ÌÂ�Ü Ô¶à<³���¸7Ä¿·gÀA�<Á�´-³���Õ4·ÑÂ<· ��·P³�ÀÉ·PÄ¿´�´ÖÀ1ç

éM´�·Pê4+ ��é�ö2-Bº�½¿Ä¶¸1¹�%dÀ�ÂÅ·GÕ=´-¼YÀÉ³1·P³/��¹<·\Ä¿·AÈP´-¹<³"Ô¶¼YÀ&Â<·Gñg³"·P·�¼Ì·�¸1À�Ä3½¿¸"¸1·;·�À&Â<Á8�/¼<½Yà8´-¸"½ ÀÉ½ µ�¸"¹<³
Ω
û

,�´-¼<¸1½3Â<Á�³"´-¼Å¸  �È�·�À�·87�·øÀÌÄ3Ô0Â<Á�ÈP´-Õ=à@´¶¸"½¿À"½3´-¼?Â<·déM·Pê8·P¸"ß¶¹<·
T = Tabs + Tsing

Â<¹ È�´-¹�ç
³"Ô¶¼YÀAÂ<·�ñg³"·P·�¼

T
&)ÈP·�¸GÈ�´-¹<³"Ô¶¼YÀÉ¸A¸"´¶¼�À;à@´-¸1½¿À"½¿µ)¸
·øÀ

f
ç ½3¼Y¾ÖÔ¶³"½3Ô¶¼YÀÉ¸�à/Ô¶³;Ä3Ô]à<³"´¶à@´-¸1½¿À"½3´-¼ ò û ò û ò-ò (øû

éAÜÞ½3Â<Á�·Ñ·�¸1À�Ä Ô£¸1¹<½¿¾ÖÔ¶¼YÀÉ·Öû:é&Ô=à<³1´-à8´-¸"½ ÀÉ½3´¶¼ ò û ô�û ò ·P¼YÀ"³ÉÔ ;3¼<·1��¹Å·
Tabs

·�¸1À�¹<¼<·�µ)´-³1Õ4·1 £ÈP´�·1%£ç
È�½3·P¼YÀ"¸GÈ�´-¼<¸�À Ô¶¼YÀÉ¸

H
ºYÂ/ÔÖ¼<¸\Ä3·P¸\È�´�´-³1Â<´-¼<¼ÅÁP·P¸\µ)´-¹<³1¼<½3·�¸Aà/Ô¶³\Ä3· àÅ³"´�ÈPÁPÂÅÁ�ÂÅ·7³1·P¼<´-³1Õ0ÔÖÄ3½3¸"ÔÖÀÉ½¿´-¼�û

éM·0È�´-¹<³"Ô¶¼YÀ
Tabs
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Tsing

·P¸�À�Á���¹<½¿¾ÖÔ¶Ä¿·P¼YÀÉ·' ÑÄ3ÔgÕ4·�¸"¹<³1·
Tsing ∧T k−1

abs

û�,�·�Ä3Ä¿·øç È�½<·P¸�À�¸1½3¼<ß¶¹<Ä3½+�P³"·Öº
ÂÅ·÷Õ4Ô¶¼<½2��³"·�Á�¾�½¿Â<·P¼YÀÉ·Öû�²�´-¹<³7¾¶´-½3³ ��¹�ÜÞ·PÄ3Ä¿·�·P¸1ÀOÔ¶ê<¸1´-Ä3¹<Õ=·P¼YÀ7ÈP´-¼YÀ"½3¼�¹<·¶º8´-¼�¹ÅÀÉ½¿Ä3½3¸1· & ò û ôYö (�·�À
ÄCÜ ¹Å¼<½3È�½¿ÀÉÁÌÂ<·¬Ä3Ô0Â<ÁPÈ�´-Õ=à@´-¸1½¿À"½3´-¼�Â<·£éM·Pê8·P¸1ß-¹<·'H

µ
ÁøÀ Ô¶¼YÀÑÔ¶êÅ¸"´-Ä¿¹<Õ4·�¼YÀOÈP´¶¼�À"½3¼�¹<·Öº�Ä Ô=à/Ô¶³1À"½3·

¸1½3¼<ß¶¹<Ä3½+�P³"·]Â<·�È0�/Ô¶ÈP¹Å¼<·÷Â<·�¸ Õ4·�¸"¹<³1·P¸�à@´-¸1½¿À"½¿¾-·�¸ Â<·�ÈP·øÀ"ÀÉ·�Â<Á�ÈP´-Õ=à8´-¸"½ ÀÉ½3´¶¼N·P¸1À�¼�¹<Ä¿Ä3·¶û
ÒA¼ ÈP´¶¼<ÈPÄ¿¹<¸"½¿´-¼�º

T
·P¸1ÀOÁPßYÔ¶Ä�Ô¶¹?ÈP´-¹<³"Ô¶¼YÀOÄ¿½3¸"¸1·÷¸�ÀÉ³"½¿È�À"·PÕ=·P¼YÀOà8´-¸"½ ÀÉ½ µ

Φ∗H
¸1¹<³

V
û�éAÜÞ·P¼�ç

ÂÅ´-Õ4´¶³"à��<½¿¸"Õ=·
f
·P¸1À�Â<´¶¼<È�¹<¼�· Ó�·PÕ=à<Ä3·gÂÅ·Ìé&ÔÖÀ1ÀA��¸Pû


���� � ;3� ACB�>�� �FA �"
B	��4>(	 
�
 D��
µ

��
����
	 A 
��
��� ��� H1
��
 H2

ÇOÔ¶¼Å¸]ÈP·øÀ"À"·¬¸"·�È�ÀÉ½¿´-¼�º8¼<´-¹<¸7Õ4´¶¼�À"³"´-¼Å¸!��¹<·¬Ä¿·P¸ � %�à8´¶ÀA���P¸"·�¸ H1

·�À H2

¸1´-¼YÀg¸ÉÔÖÀ"½3¸�µ±Ô¶½¿À"·P¸
Ä¿´-³"¸)��¹<·

µ
·�¸1À]Ô¶ê<¸1´-Ä3¹<Õ=·P¼YÀ È�´-¼YÀÉ½3¼�¹<·�¸1¹<³ ¹<¼�´¶¹Å¾-·�³1À

Ω
ÂÅ·

µ
ç Õ=·P¸"¹Å³"·gà8´-¸"½ ÀÉ½¿¾¶·¶û

,�´-Õ=Õ4·]Â/Ô¶¼<¸ Ä3Ô¬¸"·PÈøÀÉ½¿´-¼Øà<³"Á�ÈPÁPÂÅ·P¼YÀÉ·Öº8´¶¼ú¸1¹<à<à8´-¸"· ��¹<·
Ω
·�¸1À ¹<¼úà8´-Ä+%�Â<½¿¸���¹<·

P (0, t)
º

È�´-¼YÀÉ·�¼�¹�Â/Ô¶¼<¸d¹<¼Å·úÈPÔ¶³1À"·(�<´-Ä3´¶Õ4´-³1à��<·
τm
ºAÔ¶¸"¸1·�5úà@·øÀÉ½ Àdà@´-¹Å³���¹Å·úÄ¿·P¸£È0�/ÔÖ¼<ß-·PÕ=·P¼YÀ"¸4Â<·

ÈPÔ¶³1À"· H
φx,m = τ−1

m ◦ τx , x ∈ P (0, t)
¸1´-½3·�¼YÀ�à<³1´�È0�Å·P¸�Â<·�Ä ÔgÀÉ³"Ô¶¼<¸1Ä ÔÖÀ"½3´-¼

x+
Æ Â

Ck

·P¼4¼<´-³1Õ4· ‖ . ‖∞ &)È�µMÄ3ÔÑ¸1·PÈ�À"½3´-¼ ò û ò û ù (\·øÀ�à8´-¹<³
��¹<·

P (0, t) b B(0, R0)
&
R0

·P¸�À7ÂÅÁ��/¼<½� £Ä Ô£¸1·PÈ�À"½3´-¼ ò û ò ûÞù (øûÅÝ]½3¼Å¸"½Bº���¹Å½¿À"À"·1 =Õ÷¹<Ä¿À"½3à<Ä¿½3·P³
q·øÀ

τ
à/Ô¶³gÂ<·�¸ÑÈ�´-¼<¸�À Ô¶¼YÀÉ·�¸�¹<¼<½¿¾¶·P³1¸"·PÄ¿Ä3·�¸gÂ/Ô¶¼<¸�Ä3·�¸gÁP¼<´¶¼<ÈPÁ�¸ÑÂÅ·P¸1�&%�à8´¶À����P¸1·P¸ H1

·øÀ H2

º�´-¼
à8·P¹�À7³1·PÕ=à<Ä ÔÖÈP·P³

d0f
n
x

à/Ô¶³
dxf

n Â/Ô¶¼<¸�Ä Ô¬Â<Á8�/¼<½ ÀÉ½3´¶¼NÂ<· Jn(q)
·�À�Â<· Kn(τ)

û

����� ��� � �)R ��[ÌZ;XÅR �MV�^ H1ó7´¶¹<¸ Õ4´-¼YÀ"³"´-¼<¸ Â<Ô¶¼<¸ ÈP·øÀ"ÀÉ·Ñà/Ô¶³�ÀÉ½¿·OÄ Ô£à<³1´-à@´¶¸"½¿À"½3´-¼0¸"¹<½ ¾¶ÔÖ¼�À"· H
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�Ñ­(°  A° ��ä5®(ä)°8å */© 0&© * 32� � $
Ω
9�� # #  
0�9��9 � =� # #  ��%$:D 3!� µ  ? $ 7�
 ? ��� � #  ��%$ 9�� �%$�� �%�% ? ���

Ω
�I7CJ. �9

µ(Ω) > 0
�I7C��� � ? � 
�� ���4$ � ��$ δ > 0

� �<�= 8A � ? $  qδ ∈ N∗  �$ n1(δ) ∈ N $  ;� ? ���% 
µ(Jn(q)) ≥ µ(Ω)2(1 − δ)


�� ���
n ≥ n1

D

�������������� �!"��#$��� % é�Ô�Â<ÁPÕ=´-¼<¸�ÀÉ³ÉÔ ÀÉ½3´¶¼ ³"·�à@´-¸1·�¸"¹Å³¬ÄBÜÞ½3Â<·�¼YÀÉ½¿À"Á
f ∗µ = dkµ

º
Ä3¹Å·0¸"¹Å³¬Ä Ô
Â<·�¼<¸"½ ÀÉÁ

ϕ ∈ L1(Ω)
Â<·
µ
¸"¹<³

Ω
û¶ó�´-¹<¸�Ô¶¹<³1´-¼<¸;ÔÖ¹<¸"¸1½�ê8·P¸1´-½3¼ÑÂ�ÜÞ¹<¼<·�àÅ³"´-à<³1½3ÁøÀÉÁGÂ<·�È�´-¼YÀÉ½3¼�¹<½ ÀÉÁ

¸1¹<³
ϕ
ûGó�´-¹<¸4µ)·�³"´-¼Å¸0à8´-¹<³=ÈP·PÄ3ÔEÔ¶àÅà@·�Ä7ÔÖ¹�ÀA�ÅÁP´-³)�PÕ=·?Â<·�éM¹<¸"½¿¼�º ��¹<½�¸1À"½3à<¹ÅÄ3·(��¹<·

ϕ
·P¸1À

È�´-¼YÀÉ½3¼�¹<·�¸1¹<³
Ω
º9��¹Å½¿À"À"·  d¸1¹<à<à<³1½3Õ=·P³ ¹<¼ú·P¼Å¸"·PÕ÷ê<Ä3·�Â<·�Õ=·P¸"¹Å³"·ÑÔ¶³"êÅ½¿ÀÉ³"Ô¶½3³1·PÕ=·P¼YÀ à8·�À"½¿ÀÉ·Öû

ó7´ÖÀÉ´-¼<¸
m
Ä Ô¬Õ=·P¸"¹Å³"·�Â<·ÑéM·Pê8·P¸"ß¶¹<·Ì¸1¹<³

Ω
º/Â<·�¸"´¶³1ÀÉ·1��¹<·

dµ = ϕdm
û:è�´-½ À

Aq := {t ∈ Ω, 1/q ≤ ϕ(t) ≤ q}
²A¹<½¿¸���¹<· {0 < ϕ < +∞} =

⋃
q≥1 ↑ Aq

·�À
µ(Ω) = µ{0 < ϕ < +∞} º@Ä¿·ÌÀ��<ÁP´-³)�PÕ=·¬Â<·È�´-¼Y¾-·P³1ß-·�ÔÖ¼<ÈP·ÌÕ4´-¼Å´¶ÀÉ´-¼Å·g·P¼YÀÉ³"Ô ; ¼<·

µ(Ω) = limq→∞ µ(Aq)
û

è�´-½ À
ε > 0

À"·PÄ���¹Å·
µ(Ω)2(1 − ε)3 − 2ε ≥ µ(Ω)2(1 − δ)

·�À
q
ÔÖ¸"¸"·65¬ß-³"Ô¶¼<Â à8´-¹<³ ��¹<·

µ(Aq) ≥ µ(Ω)(1 − ε)
û:²A¹<½¿¸���¹<·

µ
·�¸1À�Õ=ÁPÄ ÔÖ¼<ß-·�ÔÖ¼�À"·¶º<½¿Ä�·øÓ�½¿¸1ÀÉ·

n1 ∈ N
ÀÉ·�Ä ��¹Å·4H

∀n ≥ n1, µ(f−nAq ∩ Aq) ≥ µ(Aq)
2(1 − ε) ≥ µ(Ω)2(1 − ε)3

è�´-½ À
n ≥ n1

·�À
Ωn := f−nΩ ∩ Ω

û
ÇÌÜ Ô¶àÅ³��P¸÷Ä3·dÀA�<Á�´-³���Õ4·4Â<·�éM¹<¸1½3¼�º�à<¹<½¿¸���¹<·
ϕ
·P¸1À

Õ=·P¸1¹<³ÉÔ¶êÅÄ3· ¸"¹Å³ ÄCÜ ´-¹�¾-·P³�À
Ωn ⊂ Ω

ºY½3Ä<· Ó�½3¸1À"·7¹Å¼<· µ)´-¼<È�À"½3´-¼
gn

ÈP´-¼YÀÉ½¿¼�¹<·  Ñ¸1¹<à<à8´-³1ÀGÈP´¶Õ4à/ÔÖÈ�À
Â/ÔÖ¼<¸

Ωn

º<·øÀ
C(ϕ) ⊂ Ωn

Â<·�Õ4·�¸"¹<³1·ÌÕ=½3¼<´¶³"ÁP·]à/Ô¶³
µ(Ωn)(1 − ε)

º<ÀÉ·�Ä3¸.��¹<·4H

ϕ = gn

¸"¹<³
C(ϕ)

Ç]· Õ43PÕ=·¶º ÈP´-Õ=Õ4·
ϕ ◦ fn ·P¸1ÀúÕ=·P¸1¹<³ÉÔ¶êÅÄ3·�¸"¹Å³ Ωn

º�½¿Ä]·øÓ�½¿¸1ÀÉ·
hn

È�´-¼YÀÉ½3¼�¹<·  {¸1¹<à<à8´-³1À
È�´-Õ4à<Ô¶È�À Â/Ô¶¼<¸

Ωn

º�·�À
C(ϕ ◦ fn) ⊂ Ωn

ÂÅ·OÕ4·�¸"¹<³1·]Õ=½3¼<´¶³"ÁP·�à/Ô¶³
µ(Ωn)(1− ε)

º�À"·PÄ¿¸ ��¹<·�H

ϕ ◦ fn = hn
¸"¹<³

C(ϕ ◦ fn)

ó�´¶ÀÉ´-¼Å¸ ��¹<·
µ (C(ϕ) ∩ C(ϕ ◦ fn)) ≥ µ(Ωn)(1 − 2ε)

&)È�µ
Ä3·gÄ3·�Õ4Õ=· ò û ò û ô ò ç�& ò ( (øû<²�´-¸"´¶¼<¸

Y := Ω \
⋃

n∈N

Crit(fn)

,�·øÀ�·P¼Å¸"·PÕ÷ê<Ä3·�·P¸1À0Â<·úÕ4·�¸"¹<³1·
µ(Ω)

ÈPÔ¶³
µ
¼<·�È0�/Ô¶³"ß¶·?à/Ô¶¸=Ä3·�¸4·�¼<¸"·�Õ¬ê<Ä¿·P¸NÔ¶¼<Ô¶Ä+%�ÀÉ½+��¹<·P¸

&)È�µ7Ä Ô?à<³1´-à8´-¸"½ ÀÉ½3´¶¼ ò û ò û ò ö (øû�Ý]à<àÅÄ3½2��¹<´¶¼<¸¬Ä3·0Ä3·PÕ=Õ=· ò û ò û ô ò ç�& ò (ÌÔ�¾¶·PÈ
F = f−nAq ∩ Aq

º
G = C(ϕ)∩C(ϕ ◦ fn)

·�À
H = Y

º�¸"´¶¹<¸�ç ·P¼<¸1·PÕ¬ê<Ä¿·P¸�ÂÅ·
U = Ωn

û�,�´-Õ=àÅÀ"·7ÀÉ·�¼�¹NÂ<¹�È0�<´-½ÙÓ
Â<·

ε
º/´¶¼�´-ê�ÀÉ½3·�¼YÀ H

µ
(
f−nAq ∩ Aq

⋂
C(ϕ) ∩ C(ϕ ◦ fn)

⋂
Y
)
≥ µ(Ω)2(1 − ε)3 + µ(Ωn)(1 − 2ε) − µ(Ωn)

≥ µ(Ω)2(1 − ε)3 − 2εµ(Ωn)

≥ µ(Ω)2(1 − ε)3 − 2ε

≥ µ(Ω)2(1 − δ)
& ò û ô-ô (
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µ

	�� ��� � ��� � �"
1	�
 H1

	�� H2

� �

è�´-½¿À
Zn
ÈP·øÀ"À"·Ñ½¿¼YÀÉ·P³1¸"·�È�ÀÉ½¿´-¼�û:éAÜÞ·P¼<¸1·PÕ¬ê<Ä¿·�Â<·P¸�à@´¶½3¼YÀÉ¸ Â<·�Â<·�¼<¸"½ ÀÉÁ�Â<·ÑéM·Pê8·P¸1ß-¹<·ÑÂ<·

Zn
H

ZLeb
n :=

{
x ∈ Zn, lim

r→0

m(B(x, r) ∩ Zn)

m(B(x, r)
= 1

}

¾¶ÁP³1½+�/·
µ(Zn) = µ(ZLeb

n )
ÈPÔ¶³

µ � m
û8Ç÷Ü Ô¶à<³)�P¸ & ò û ô-ô (øº/Ä3Ô£à<³"´-à8´-¸1½¿ÀÉ½¿´-¼Ø·P¸�ÀOÂ<Á�Õ4´-¼YÀ"³"ÁP·Ñ¸"½

´¶¼ú¾¶ÁP³"½ �/·
ZLeb

n ⊂ Jn(q)
à@´-¹Å³

n ≥ n1

û
è�´-½ À

x ∈ ZLeb
n

ûF,�´¶Õ4Õ=·
ZLeb

n ⊂ f−nAq ∩ Aq ⊂ f−nΩ ∩ Ω
º:´-¼úÔdê<½3·�¼

x, fn(x) ∈ Ω
û

²�Ô¶¸"¸1´-¼<¸gÔÖ¹�È�´-¼YÀÉ³ 4¶Ä3·�Â<¹"�"ÔÖÈP´-ê<½¿·P¼�ûF,�´¶Õ4Õ=·
Ωn

·P¸1À7´-¹Å¾¶·P³�À�º:·�À
x /∈ Crit(fn)

º
x ∈ ZLeb

n

º
ÔÖÄ3´-³1¸ ½3Ä�· ÓÅ½¿¸1À"·

ν0 > 0
ÀÉ·PÄ ��¹<· H
fn : B(x, ν0) ⊂ Ωn → Ω

¸"´¶½¿À ½¿¼<�1·PÈøÀÉ½¿¾¶·¶û
∀ 0 < ν ≤ ν0 , m(B(x, ν) ∩ Zn) ≥ m(B(x, ν))/2 > 0

²A¹<½¿¸���¹<·
µ
·P¸�À&Â<·G�"Ô¶ÈP´¶ê<½3·�¼gÈP´-¼<¸�À Ô¶¼YÀ

dk ºP´-¼ÑÔ dknµ(B(x, ν)∩Zn) = µ (fn(B(x, ν) ∩ Zn))à8´-¹<³ À"´-¹ÅÀ
ν ≤ ν0

ûF,�·PÄ3Ô£¸PÜÞÁPÈP³1½¿À ·�¼<ÈP´-³1· H

dkn

∫

B(x,ν)∩Zn

ϕ(t) dm(t) =

∫

fn(B(x,ν)∩Zn)

ϕ(u) dm(u)

²�Ô¶³ Ä Ô¬µ)´-³1Õ¬¹<Ä3·]Â<·�È0�/Ô¶¼<ß-·�Õ4·�¼YÀ7ÂÅ·�¾ÖÔ¶³1½ Ô¶êÅÄ3·¶º�´-¼ú´-êÅÀÉ½¿·P¼YÀ à8´-¹<³
0 < ν ≤ ν0

H

dkn 1

m (B(x, ν) ∩ Zn)

∫

B(x,ν)∩Zn

ϕ(t) dm(t) =

1

m (B(x, ν) ∩ Zn)

∫

B(x,ν)∩Zn

ϕ ◦ fn(t). det R(dtf
n) dm(t)

& ò û ô¶ù (

ó�´¶ÀÉ´¶¼<¸���¹<· Ä3·/�"Ô¶ÈP´-êÅ½3·P¼Ì·P¸�À;à8´-¸"½ ÀÉ½¿µÅÈ�Ô¶³
f
·�¸1À��<´-Ä3´¶Õ4´-³1à��<·Öû �OÁP³1½+�/´¶¼<¸ ��¹<· & ò û ô¶ù (�Â<·ø¾�½¿·P¼YÀ=H

dkn.ϕ(x) = ϕ ◦ fn(x). det R(dxf
n)

& ò û ôYì (
Ä¿´-³"¸)��¹<·

ν
À"·P¼<Âd¾-·�³"¸

0
º
ν 6= 0

ûY²�´-¹Å³AÈP·PÄ3ÔÅº-½¿ÄÅ¸"¹2%=ÀGÂ�Ü ´-êÅ¸"·P³�¾-·�³
��¹<·
ϕ
à@·�¹ÅÀ 3�À"³"· ³"·�Õ4à<Ä3Ô¶ÈPÁ�·

à<Ô¶³
gn

Â/Ô¶¼Å¸4Ä¿·NÕ4·�Õ¬ê<³"·ØÂ<·úßYÔ¶¹ÅÈ0�<·�·øÀ
ϕ ◦ fn à/Ô¶³ hn

Â/Ô¶¼Å¸4È�·PÄ3¹Å½�ÂÅ·úÂÅ³"´-½ ÀÉ·¶ºAÈPÔ¶³=ÈP·P¸
µ)´¶¼<È�À"½3´-¼<¸\È�´$# ¼<È�½3Â<·�¼YÀ ¸1¹<³

C(ϕ)∩C(ϕ◦fn)
º&��¹<½:ÈP´¶¼�À"½3·�¼�À

Zn

à/Ô¶³\ÈP´¶¼<¸1À"³"¹<ÈøÀÉ½3´¶¼�û>,�´-Õ4Õ=·
gn(x) = ϕ(x)

·øÀ
hn(x) = ϕ ◦ fn(x)

º�Ä3Ô÷ÈP´-¼YÀ"½3¼�¹<½¿À"Á7ÂÅ·
gn

·�À
hn

µ)´-¹<³1¼<½¿À & ò û ôYì (\Ä3´-³1¸���¹<·
νÀ"·P¼<Â�¾-·�³"¸?5PÁ�³"´<û � ¼�·P¼ÑÂ<Á�Â<¹<½¿À&ÄCÜ ½¿¼<ÁPß-Ô¶Ä3½ ÀÉÁ�¸"¹<³&Ä3·@�"Ô¶ÈP´-êÅ½3·P¼�º�È�Ô¶³

x
·�À
fn(x)

¸"´-¼YÀ&Â/Ô¶¼Å¸
Aq

û
2

����� � � � �)R ��[ÌZ;XÅR �MV�^ H2ó7´¶¹<¸dÕ4´-¼YÀ"³"´-¼<¸d½¿ÈP½���¹<·úÄBÜ �&%�à8´¶À����P¸1· H2

·P¸�À0¸"ÔÖÀÉ½¿¸1µ±Ô¶½ ÀÉ·�Ä¿´-³"¸)��¹<·
µ
·�¸1À4Ô¶ê<¸1´-Ä3¹<Õ=·P¼YÀ

È�´-¼YÀÉ½¿¼�¹Å·ú¸1¹<³
Ω
û\ó7´¶¹<¸dÔ¶Ä3Ä¿´-¼<¸Ì·P¼{µ±Ô¶½¿À¬à<³"´-¹�¾-·P³"��¹�ÜÞ·PÄ¿Ä3·�·�¸1À=¸ÉÔÖÀ"½3¸�µ±Ô¶½¿À"·0¸"´¶¹<¸dÄBÜ � %�à8´¶ÀA���P¸"·

λk < 2λ1
º9��¹<½M·�¸1À�à<Ä3¹Å¸�ß¶ÁP¼<Á�³ÉÔ¶Ä¿·4&±È�µ
Ä3·gÄ¿·PÕ=Õ4· ò û ö�û - ( H

�Ñ­(°/ A°��Pä)®(ä)°8å */© 0&©�% 32� � $
Ω

9�� # #  7.� =��

���$�=� � 7 ?  �9�$��:� � DK3!� 
 
�� ? � � ? λk < 2λ1

D
� ��� � ? ��
�� � � $ � ��$ δ > 0

���<�% 8A � ? $  τδ > 0
 �$
n2(δ) ∈ N

$  ;� ? ���% µ(Kn(τ)) ≥ µ(Ω)2.(1−δ)
�� ��� $ � ��$
n ≥ n2

D
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é&Ô£Â<ÁPÕ=´-¼<¸�ÀÉ³ÉÔ ÀÉ½3´¶¼N³"·Pà8´-¸1·Ñ¸1¹<³ ¹<¼<·gÀ"·PÈ0�<¼<½+��¹<·�·�À ¹<¼úÄ3·�Õ4Õ=·]Â<·gàÅÄ3¹<³1½3à8´¶ÀÉ·�¼�À"½3·�Ä�Â5+<¸  
��³1½3·�¼<ÂØ·�À7Ç]¹Å¾ÖÔ¶Ä &)È�µ=+ � -&·øÀC+ ��Ç ò - ( û
Ð�Ô¶à<à8·PÄ3´¶¼<¸ ��¹<·=ÄBÜÞ´-¹Å¾¶·P³�À

Ω
·�¸1ÀÌ½3Â<·�¼�À"½+�/Á  Ø¹<¼Eà8´-Ä+%�Â<½¿¸���¹<·

P (0, t) b B(0, R0)
û � ¼

¼<´ÖÀÉ·
u
¹<¼0à@´¶À"·P¼YÀÉ½¿·PÄ8ÈP´-¼YÀ"½3¼�¹�Â<·

T
¸1¹<³

B(0, R0)
û�»7¼�·�Ä3Ä3½¿à<¸"´�# Â<· E Â<Á�¸"½3ß¶¼<·OÄBÜÞ½3Õ4Ô¶ß-· ÂÅ·]Ä Ôê8´-¹<Ä¿·�¹Å¼<½¿À"Á�à<Ô¶³ ¹Å¼<·]ÔÖà<à<Ä3½¿È�ÔÖÀ"½3´-¼£Ä¿½3¼<ÁPÔ¶½3³1· ½3¼Y¾-·�³"¸1½3ê<Ä¿·�·øÀ

λE ÄCÜ ·�Ä3Ä3½¿à<¸"´�# Â<·�ÂÅ·7Õ43PÕ=· ÈP·P¼YÀ"³"·¶ºÂ<½¿Ä ÔÖÀ"Á\à/Ô¶³
λ > 0

û Æ Ä�·P¸�À;¼/ÔÖÀ"¹<³"·�Ä�ÂÅ·�à8·P¼<¸1·P³ ��¹<· Ä Ô Õ0Ô¶¸1¸"· Â<· ë�´¶¼<ß-·øç Ý]Õ=àG��³"·
µ = (ddcu)k¸1¹<³ E È0�/Ô¶³1ß-·Oà8·P¹NÄ3·�¸�·P¼Å¸"·PÕ÷ê<Ä3·�¸�¸"¹<³�Ä3·P¸)��¹<·PÄ¿¸ u ·�¸1À ε ç à<³1´�È0�<·]Â�Ü ¹Å¼<·Oµ)´-¼<ÈøÀÉ½3´¶¼0Õ4Ô Ó�½3Õ4Ô¶Ä3·ÖûéM· Ä3·�Õ4Õ=·�ÂÅ· à<Ä3¹<³1½3à8´¶ÀÉ·�¼YÀÉ½3·�Ä�ÂÅ·���³"½¿·P¼<Â�ç Ç]¹Å¾ÖÔ¶Ä<Õ=´-¼YÀÉ³1·���¹<· Ä Ô]Õ=·P¸1¹<³"· Â�ÜÞ¹<¼£ÀÉ·�Ä<·P¼Å¸"·PÕ÷ê<Ä3·

¼�ÜÞ·øÓ�È��PÂ<·Ìà/Ô¶¸
ε
º@ £¹<¼<·�ÈP´¶¼<¸1ÀÉÔ¶¼YÀÉ·ÑÕ¬¹<Ä¿À"½3à<Ä¿½3ÈPÔÖÀÉ½ ¾-·�¹<¼<½¿¾¶·P³1¸"·PÄ¿Ä3·gà<³)�P¸CH

Ú\«�� �E« */© 0&© �4�"ª¬­ ä)«�å�� � ÊØÏMÍ<Î/¯ (�#Ùª£Ê *C'�1
32� � $

4E � �  ;�<� � 
 ? ��� =� 9�� �%$  ��%� = 7.� ? B(0, R0)
 �$
û
� 7 ? ��� � $��:� � =.� 
0�H� 
E��% #  =� 

� � ���:9�!��  �$2
�� ����� @ ��
%���87.$  �� ��=� ��$� ���� �" � # 
 %��9 ? ��� 2E 7CJ. �9>9�� � =.� $ �:� �
u
7.�$
;� �8= D�32� � $

Mε(E) := {x ∈ E , û(x) − u(x) ≤ ε}

� �  8A � ? $  C > 0
�� �=���
% �� = 7.�%$ ���% �=� ? J�7C�  ���� ? =� u = 7.� ? B(0, R0)

$  ;�?���% L
(ddcu)k (Mε(E)) ≤ C.ε

� ¼ØÀÉ³"´¶¹Å¾-·�³ÉÔdÄ Ô¬Â<Á�Õ4´-¼Å¸1ÀÉ³"ÔÖÀÉ½¿´-¼NÂ/Ô¶¼Å¸ + è -M´-¹úÂ/Ô¶¼Å¸ + � -Cû
ó7´¶¹<¸]ÔÖÄ3Ä3´¶¼<¸�Â<´-¼Å¼<·P³�¹<¼<·ÑÈP´-¼ÅÂ<½¿À"½3´-¼NÂ�Ü Ô¶à<à<Ô¶³1À"·P¼/Ô¶¼ÅÈP·  Mε(E)

·P¼úÀÉ·P³1Õ4·�Â<·�Â<½¿¸���¹<·�¸
�<´¶Ä3´-Õ=´-³"à��<·P¸Ñ¸"¹<³÷Ä3·P¸)��¹<·PÄ¿¸

u
·P¸�À£à<³"´�È0�<·�Â�Ü ¹<¼Å·0µ)´-¼<ÈøÀÉ½3´¶¼ �/Ô¶³1Õ4´-¼Å½2��¹<·¶û ,�·�Ä Ô?¸1·P³ÉÔ ¹�ÀÉ½3Ä¿·

à8´-¹<³ÑÄ ÔØ¸"¹<½ ÀÉ·Öû � ¼EÔ¶à<à8·PÄ3Ä¿· E ç Â<½3¸)��¹<·4¹Å¼ ·P¼<¸1·PÕ¬êÅÄ3·=Â<·0Ä3ÔØµ)´-³1Õ4· D = E ∩ L º&´�3 E ·�¸1À¹<¼ ·�Ä3Ä3½¿à<¸"´�# Â<·ÑÂ<·
B(0, R0)

·�À L ·�¸1À�¹<¼<·£ÂÅ³"´-½ ÀÉ·÷È�´-Õ=à<Ä3· ÓÅ·÷½3¼YÀÉ·�³"¸"·�È�ÀÉÔ¶¼YÀ E û�²�´-¹<³O¹Å¼ À"·PÄÂ<½¿¸���¹<·Öº;´-¼ à@·�¹ÅÀ£ÀÉ´¶¹<�1´-¹<³1¸£ÈP´-¼<¸1½3Â<Á�³"·�³£¹<¼<·Nà/Ô¶³"Ô¶Õ=Á�ÀÉ³1½3¸"ÔÖÀÉ½¿´-¼
φ : ∆ → D �Å´-Ä3´-Õ=´-³1à��<·

¸1¹<³
∆
·�À7ÈP´-¼YÀÉ½¿¼�¹<·�¸"¹<³

∆
û � ¼úÂ<Á��<¼<½¿À Bε(E)

È�´-Õ=Õ4·gÄCÜ ·�¼<¸"·�Õ¬ê<Ä3·�Â<·�¸7à8´-½¿¼�À"¸
x
Â<· E à/ÔÖ³Ä¿·P¸���¹<·�Ä3¸ à/Ô¶¸1¸"·Ñ¹<¼ E ç Â<½3¸)��¹<· D ¾¶ÁP³1½+�:Ô¶¼YÀCH

∀t ∈ ∆ , 0 ≤ ũ ◦ φ(t) − u ◦ φ(t) ≤ ε
& ò û ô¶õ (

´�3
ũ ◦ φ ÂÅÁP¸"½¿ß-¼<·�Ä Ô£¸1´-Ä3¹ÅÀ"½3´-¼NÂÅ¹úàÅ³"´-ê<Ä+�PÕ=·gÂ<·ÑÇ]½3³1½3È0�<Ä¿·�À H

ũ ◦ φ = u ◦ φ ¸"¹<³�Ä Ô÷µ)³1´-¼YÀÉ½+�P³"·gÂÅ· ∆

ũ ◦ φ �/Ô¶³1Õ4´-¼Å½2��¹<·O¸1¹<³
∆

� ¼ú´-êÅÀÉ½¿·P¼YÀ ÄBÜÞ½3¼ÅÈPÄ3¹Å¸"½3´¶¼�¸"¹<½ ¾ÖÔ¶¼YÀÉ· H
Ú\«�� �E« */© 0&© 0 F�@  �� ?  # 
E�  Bε(E)

 ? $ 9�� �%$  ��%� = 7.� ? Mε(E)
D

�������������� �!"��#$��� %�è�´¶½¿À
x ∈ Bε(E)

·�À
φ
¹<¼ÑÂ<½3¸)��¹<·4�<´-Ä3´¶Õ4´-³1à��<·Aà/ÔÖ¸"¸ÉÔÖ¼�À�à/Ô¶³

x
¾-ÁP³1½+�:ÔÖ¼�À

& ò û ô¶õ (øûYÆ Ä/¸1¹�%dÀ�º�à@´-¹Å³GÁøÀ Ô¶êÅÄ3½3³AÄCÜ ÔÖà<à/Ô¶³�ÀÉ·P¼<Ô¶¼<ÈP· Â<·
x
 Mε(E)

ºYÂ<· �1¹<¸1À"½+�/·�³\Ä3·P¸G½3¼ÅÁPßYÔ¶Ä¿½¿À"ÁP¸,H

∀t ∈ ∆ , u ◦ φ(t) ≤ û ◦ φ(t) ≤ ũ ◦ φ(t)
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µ

	�� ��� � ��� � �"
1	�
 H1

	�� H2

� �

²A¹<½¿¸���¹<·
u
·�¸1Àúà<Ä¿¹<³"½¿¸"´-¹<¸)�/Ô¶³1Õ4´-¼Å½2��¹<·?·øÀ

û
Õ4Ô Ó�½3Õ4Ô¶Ä¿·�¸1¹<³ E º�ÄBÜÞÁPßYÔ¶Ä¿½¿À"Á u = û

¸"¹<³NÄ¿·
ê8´-³1ÂSÂÅ· E ·P¼YÀÉ³"Ô ; ¼Å· u ≤ û

¸1¹<³ E ûMÒA¼ à/Ô¶³�ÀÉ½¿ÈP¹<Ä¿½3·P³�º u ≤ û
¸1¹<³

φ(∆)
ûMé&ÔØÂÅ·P¹�Ó�½2��Õ4·d½¿¼�ç

Á�ßYÔ¶Ä¿½¿ÀÉÁÌà<³"´�¾�½3·�¼YÀ�Â<¹ à<³"½¿¼<ÈP½¿à@·¬ÂÅ¹�Õ0Ô Ó�½¿Õ¬¹<Õúº@ÈPÔ¶³
û ◦ φ ·�¸1ÀÑ¸"´¶¹<¸�ç �/Ô¶³"Õ=´-¼<½+��¹<·¬¸"¹Å³ ∆

·øÀ
ũ ◦ φ = u ◦ φ = û ◦ φ ¸"¹<³ Ä¿·gê@´-³1Â�ÂÅ· ∆

û
2

�������������� ! ��#$��� � � � ! �� �������� # ��#$��� ò ûÞù<û öEH è�´¶½¿À
ε > 0

À"·PÄ���¹<·
µ(Ω)2 − 3ε ≥

µ(Ω)2(1 − δ)
·�À
Bn(ρ)

ÄBÜÞ·P¼<¸1·PÕ¬êÅÄ3· H
{
x ∈ Pk, fn

x ◦ (d0f
n
x )−1 ·�¸1À7½3¼<�1·�È�ÀÉ½ ¾-·g¸1¹<³ B(0, ρ),

·øÀ! ¬¾ÖÔ¶Ä¿·P¹<³1¸ Â/Ô¶¼<¸
B(0, R)

}

ÇÌÜ Ô¶àÅ³��P¸�Ä3· Ä3·�Õ4Õ=· ò û ö�û ì�º ½3ÄO· Ó�½3¸1À"·
ρ > 0

·øÀ
N1 ∈ N

À"·PÄ1��¹<·
µ(Pk \ Bn(ρ)) ≤ εà8´-¹<³NÀ"´-¹ÅÀ

n ≥ N1

û Ç÷Ü ÔÖ¹ÅÀÉ³1·âà/ÔÖ³1À�º àÅ¹<½3¸)��¹Å·
µ
Õ4Á�Ä Ô¶¼Åß-·¶º�½¿ÄO·øÓ�½¿¸1ÀÉ·

N2 ∈ N
ÀÉ·�Ä1��¹Å·

µ(f−nΩ ∩ Ω) ≥ µ(Ω)2 − ε
à@´-¹Å³�ÀÉ´-¹ÅÀ

n ≥ N2

û:²�´-¸1´-¼<¸
n2 = max(N1, N2)

û � ¼?ÔdÔ¶Ä¿´-³"¸�º
à8´-¹<³ À"´-¹ÅÀ

n ≥ n2

º &)Ä3·�¸�È�´-Õ=à<Ä3Á�Õ4·�¼�ÀÉÔ¶½3³1·P¸�¸1´-¼YÀ' dàÅ³"·P¼ÅÂ<³"·ÑÂ/Ô¶¼<¸
f−nΩ ∩ Ω

(

µ(Kn(τ)) = µ(f−nΩ ∩ Ω) − µ(Kn(τ)
c)

= µ(f−nΩ ∩ Ω) −
(
µ(Kn(τ)c ∩ Bn(ρ)) + µ(Kn(τ)c ∩Bn(ρ)c)

)

≥ µ(Ω)2 − ε−
(
µ(Kn(τ)

c ∩Bn(ρ)) + ε
)

≥ µ(Ω)2 − 2ε− µ (Kn(τ)c ∩ Bn(ρ))

,
�Å·P³"È0�Å´-¼<¸]ÂÅ´-¼<È
τ > 0

ÀÉ·�Ä ��¹Å·

∀n ≥ n2 , µ
(
Dn(τ) := Kn(τ)c ∩ Bn(ρ)

)
≤ ε

& ò û ô 1 (
²A¹<½¿¸���¹<·7Ä3·P¸\È0�/ÔÖ¼<ß-·PÕ=·P¼YÀ"¸ Â<·�È�ÔÖ³1ÀÉ·

φx,m

º�à8´-¹<³
x ∈ τm(P (0, t))

º-¸"´¶¼�À à<³1´�È0�<·�¸ ÂÅ·7ÄCÜ ½¿Â<·P¼�ç
À"½¿À"Á &)È�µ Ä¿·=ÂÅÁPê<¹ÅÀ÷Â<·0È�·�À1ÀÉ·0¸1·PÈøÀÉ½3´¶¼!(øº&Ä3·�¸Ìà8´-½¿¼�À"¸�Â<·

Dn(τ)
¾¶ÁP³"½ �/·P¼YÀ÷Ä3·P¸ÑÈP´¶¼<Â<½¿À"½3´-¼Å¸Ñ¸1¹<½ ç

¾ÖÔ¶¼YÀ"·P¸Pº@��¹<½ À"ÀÉ·1 dÕ¬¹<Ä ÀÉ½¿à<Ä3½¿·P³
τ
º
ρ
·�À
R
à<Ô¶³ Â<·P¸�ÈP´¶¼<¸1ÀÉÔ¶¼YÀÉ·P¸�¹<¼<½ ¾-·�³"¸"·�Ä3Ä¿·P¸ H

ò û é\Ü Ô¶à<àÅÄ3½3ÈPÔÖÀÉ½¿´-¼
fn
(
x + (dxf

n)−1) ·P¸�ÀÌ½¿¼<�1·PÈøÀÉ½ ¾-·£¸"¹Å³ B(0, ρ)
·�ÀÑà<³1·P¼<ÂS¸"·�¸Ñ¾ÖÔ¶Ä¿·P¹<³1¸

Â/Ô¶¼<¸
B(fn(x), R) ⊂ B(0, R0)

û
ö�û ∥∥ (dxf

n)−1
∥∥ ≥ τ.d−n/2

ó�´¶ÀÉ´¶¼<¸4��¹Å·�¸1½
vn(x)

·P¸1ÀG¹<¼£¾¶·PÈ�À"·P¹<³GÂ<· Ä ÔO¸1à�����³"· ¹<¼<½ ÀÉÁ ³"ÁPÔ¶Ä3½¿¸ÉÔ¶¼YÀAÄ3ÔO¼<´-³1Õ4· Â<·
(dxf

n)−1 ºÔÖÄ3´-³1¸ Ä3·gÂ<½¿¸���¹<·1�<´-Ä¿´-Õ4´¶³"à��<· H

φn,x :
∆ −→ Ω

t 7−→ x+ (dxf
n)−1 (t.ρ.vn(x))

·�¸1À4Â<·úÂ<½ Ô¶Õ���À"³"·ØÔ¶¹KÕ=´-½3¼<¸
τ.ρ.d−n/2 ûGó�´-¹<¸=Ô¶Ä3Ä¿´-¼<¸¬¾¶´-½3³���¹<· φn,x(∆)

·�¸1À4¹<¼ ' ß-³ÉÔ¶¼ÅÂ2)
ÂÅ½3¸���¹<· �Å´-Ä3´-Õ=´-³1à��<·�¸"¹<³�Ä¿·$��¹<·�Ä�Ä3·7à@´ÖÀÉ·P¼YÀ"½3·PÄ

u
Â<¹NÈP´¶¹<³ÉÔ¶¼YÀ

T
·P¸�À 'W¸1¹�%=¸ÉÔ¶Õ=Õ=·P¼YÀ,)7à<³1´�È0�<·

Â�Ü ¹<¼Å·=µ)´-¼ÅÈ�ÀÉ½¿´-¼ �/Ô¶³1Õ4´-¼Å½2��¹<·¶û/,�·PÈ�½Gà8·P³1Õ4·øÀ"À"³ÉÔNÂ�ÜÞ¹ÅÀÉ½¿Ä3½3¸1·P³OÄ¿·£Ä3·�Õ4Õ=· ò ûÞù<ûÞùúà8´-¹<³gÕ4Ô��1´-³1·P³
Ä3Ô£Õ4·�¸"¹<³1·ÑÂÅ·

Dn(τ)
û
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ÒAÈP³1½¿¾-´¶¼<¸
Dn(τ)

¸"´-¹<¸ Ä3Ô÷µ)´-³"Õ=· ⋃k
i=1D

i
n(τ)

º/´�3

D i
n(τ) :=

{
x ∈ Dn(τ),

∥∥ pi ◦ (dxf
n)−1

∥∥ ≥
∥∥ (dxf

n)−1
∥∥ /

√
k
}

·øÀ
pi

Â<ÁP¸1½3ß-¼Å·�Ä Ô�à<³"´��1·PÈ�À"½3´-¼Ì¸"¹<³�Ä3·G½ ç ½2�PÕ=·\Ô Ó�·�ÂÅ·�ÈP´�´-³1Â<´-¼<¼<Á�·P¸�û � ¼÷¾ÖÔ7·�¸1À"½3Õ=·P³
µ(D 1

n(τ))
H

´-¼Øà<³1´�È��PÂ<·�³ÉÔ¶½ À�Â<·�Õ 3�Õ4·Oà8´-¹<³ Ä¿·P¸ Ô¶¹ÅÀ"³"·�¸�ÂÅ½3³"·�È�À"½3´-¼<¸�û/²�´¶¸"´-¼<¸CH

Ψn :
Ck −→ Ck

(z1, . . . , zk) 7−→ ( τ.ρ.d−n/2

100.
√

k
.z1, t.z2, . . . , t.zk)

·øÀA´-ê<¸1·P³1¾¶´-¼<¸4��¹�ÜÞ½3ÄÅ· Ó�½3¸1À"·�¹<¼<· È�´-¼<¸�À Ô¶¼YÀÉ·
Q
½3¼ÅÂ<ÁPà8·P¼<Â<Ô¶¼YÀÉ·�Â<·

n
·�À
τ
À"·PÄ¿Ä3·
��¹<· ÄCÜ ´¶¼¬à<¹<½¿¸"¸"·

³1·PÈP´¶¹Å¾�³"½3³ Ä¿·Oà@´¶Ä+%�Â<½3¸)��¹<·
P (0, t)

à<Ô¶³
Q.dn/τ 2 ·�Ä3Ä3½¿à<¸"´�# Â<·�¸�Â<·�Ä Ô÷µ)´-³1Õ4· Ψn(B(0, 1))

û
è�´-½¿·P¼YÀ

(Ej)j∈J

Ä3·�¸7·�Ä3Ä¿½3à<¸1´$# Â<·�¸ Â�ÜÞ¹<¼?ÀÉ·�Ä�³1·PÈ�´-¹Å¾�³"·�Õ4·�¼�ÀPû � ¼ à8·P¹�À]¸1¹<à<à8´-¸"·�³PºF��¹Å½¿À"À"·  
Â<½¿Õ4½¿¼�¹<·P³

Ω = P (0, t)
º>��¹Å·

4Ej b B(0, R0)
û

Ð ·PÕ4Ô¶³���¹<´-¼Å¸ ��¹<·ú¸"½
x ∈ Ej ∩ D 1

n(τ)
ºGÔ¶Ä3´-³1¸ D = φn(∆) ∩ Ej

·P¸�À0¹Å¼ E ç ÂÅ½3¸���¹<· H·�¼ ·87�·øÀ�º�Ä¿·�ê@´-³1Â Â<·
φn(∆)

·P¸�ÀØ·P¼HÂ<·$�Å´-³"¸ØÂ<·
2Ej

º�ß¶³98¶È�· Ô¶¹*µ±Ô¶È�À"·P¹<³
100

½3¼YÀÉ³1´�ÂÅ¹<½¿À
Â/ÔÖ¼<¸ØÄBÜ Ô¶à<à<Ä¿½3È�Ô ÀÉ½3´¶¼

Ψn

û è�´-½¿À
σn : ∆ → D ¹<¼Hà/Ô¶³ÉÔÖÕ4ÁøÀÉ³ÉÔÖß-· Â<· D û�,�´¶Õ4Õ=· σn(∆)·øÀ

fn ◦ σn(∆)
¸1´-¼YÀdÈP´-¼YÀÉ·�¼�¹<¸dÂ/Ô¶¼<¸

B(0, R0)
&)È�µ7Ä Ô?àÅ³"´-à<³1½3ÁøÀÉÁ

1
È�½ ç Â<·P¸1¸"¹<¸9(øºAÄBÜÞ½3ÂÅ·P¼YÀÉ½ ÀÉÁ

fn∗T = dnT
·P¼YÀÉ³"Ô ; ¼<· H

(fn ◦ σn)∗ T = dn.σ∗
nT

¸1¹<³
∆

,�·�Ä Ô£¸"·gÀÉ³"Ô¶Â<¹<½ À à/Ô¶³ ÄCÜ · ÓÅ½¿¸1À"·P¼<È�·ÌÂ�ÜÞ¹<¼<·gµ)´-¼ÅÈ�ÀÉ½¿´-¼(�/Ô¶³1Õ4´-¼Å½2��¹<·
hn

¾-Á�³"½ �:Ô¶¼YÀCH
u ◦ fn ◦ σn − dn.u ◦ σn = hn

¸"¹Å³
∆

& ò û ô-í (
� ¼ú·P¼úÂ<ÁPÂ<¹Å½¿À H

˜u ◦ fn ◦ σn − dn.ũ ◦ σn = hn

¸"¹Å³
∆

& ò û ô - (
´�3

ũ ◦ σn

&±³"·�¸"à�û ˜u ◦ fn ◦ σn

(\Â<Á�¸"½¿ß-¼<·]Ä3ÔÑ¸1´-Ä3¹�ÀÉ½3´¶¼=ÂÅ¹�à<³"´¶ê<Ä2��Õ4· Â<·]Ç]½3³1½3È0�<Ä¿·�ÀG¸"¹<³
∆
Ô�¾-·PÈ

È�´-¼<Â<½ ÀÉ½3´¶¼
u◦σn

&±³1·P¸1à�û
u◦fn◦σn

(�Ô¶¹£ê@´¶³"Â�û�è�´-½¿À
M := supB(0,R0) |u|

ûÖéM·P¸\Ä3½¿ß-¼<·P¸,& ò û ô-í ( º
& ò û ô - (�·�À�Ä3·gàÅ³"½3¼ÅÈP½3à8·OÂ<¹úÕ4Ô Ó�½3Õ¬¹<ÕqÕ=´-¼YÀÉ³"·�¼YÀ'��¹<·�ÄCÜ ´-¼úÔ£¸"¹Å³

∆
H

0 ≤ ũ ◦ σn − u ◦ σn = d−n( ˜u ◦ fn ◦ σn − u ◦ fn ◦ σn)

≤ 2d−n. sup
B(0,R0)

|u| = M/dn

� ¼�Ô¶à<à<Ä¿½2��¹<·  dà<³"Á�¸"·�¼�À7Ä3·�¸ Ä3·�Õ4Õ=·P¸ ò ûÞù<ûÞùd·�À ò ûÞù<û ôdà8´-¹<³ ´-ê�ÀÉ·P¼Å½3³ H
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ÄCÜ · ÓÅàÅ³"·P¸1¸"½¿´-¼ Â<·
ui

Ô¶¹?ÂÅ·P¸"¸1¹<¸gÂ<·
Uα, Uβ

û@é&·Ì³ÉÔ¶àÅà@´-³�À d2
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Uα × C −→ Vα′ × C
(y, t) 7−→ (y, ξαα′(x).t)
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,�·�À1ÀÉ· ´-à8ÁP³"ÔÖÀÉ½¿´-¼d½3¼<Â<¹Å½¿ÀA¹<¼Å·�¸�ÀÉ³1¹<È�À"¹<³"·�Â<· ß-³"´¶¹<à@· ¸1¹<³\Ä3·P¸\È�Ä Ô¶¸1¸"·P¸\Â�ÜÞ½3¸1´-Õ=´-³"à��Å½3¸"Õ=·�Â<·

�<ê<³"Á�¸�·P¼�ÂÅ³"´-½ ÀÉ·P¸�û � ¼4Â<Á��<¼<½¿À�Ô¶½3¼Å¸"½:Ä3·�ß-³"´¶¹<à@·�Â<·]²\½¿È�Ô¶³1Â0Â<·
X
û�éAÜ ½¿¼�¾¶·P³1¸"·]ÂÅ·]Ä Ô�ÈPÄ3Ô¶¸"¸1·]Â<·

L
·P¸1À7ÈP·�Ä3Ä¿·OÂ<¹(�/ê<³"Á�Â<¹<Ô¶ÄMÂ<·

L
º:Ô¶¸"¸1´�È�½3Á�Ô¶¹�ÓNµ)´-¼<ÈøÀÉ½3´¶¼<¸ Â<·gÀÉ³"Ô¶¼<¸"½ ÀÉ½¿´-¼

g−1
αiαj

û
ÇOÔ¶¼Å¸]Ä3·�¸]Â<·�¹�Ó?à<³"´�È0�/Ô¶½¿¼<¸7à<Ô¶³ÉÔ¶ß¶³ÉÔ¶à��Å·P¸Pº8´-¼ ½¿Ä3Ä¿¹<¸1À"³"·gÈP·�¸O¼<´¶À"½3´-¼Å¸7Â/ÔÖ¼<¸OÄ3·�¸7ÈPÔ¶¸]à<Ô¶³1À"½ ç

È�¹<Ä3½¿·P³1¸ Â<·P¸�·P¸1à/Ô¶ÈP·�¸7àÅ³"´<�1·�È�ÀÉ½ µ)¸ ·�À�Â<·P¸ À"´-³"·�¸�È�´-Õ=à<Ä3· ÓÅ·�¸Pû

�2����� � � U5 7T � V ^�� ��T<Z\U X�^MVKV#$7T
Pk

è�´-½¿·P¼YÀ
π : Ck+1 \ {0} → Pk Ä ÔÑà<³"´<�1·�È�À"½3´-¼NÈPÔ¶¼<´-¼<½+��¹<·g·�À Vj := {π(z) ∈ Pk, zj 6= 0} û²�Ô¶³ Â<Á��<¼<½¿À"½3´-¼�º�Ä3·-�/êÅ³"Ág·P¼úÂ<³1´-½¿À"·P¸ O(n)

¸"¹<³
Pk ·P¸1À�Ä¿·-��¹<´¶ÀÉ½¿·P¼YÀ�Â<· Ck+1 \ {0} × C à<Ô¶³Ä3Ô£³"·PÄ3ÔÖÀÉ½¿´-¼�Â�ÜÞÁ$��¹<½ ¾ÖÔ¶Ä3·�¼<ÈP· ∼n

º<Â<´¶¼�À�Ä¿·P¸ ÈPÄ3Ô¶¸"¸1·P¸ ¸"´-¼YÀCH
[z, v]n := {(λz, λnv), λ ∈ C}
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è�½
p
Â<Á�¸"½3ß¶¼<·�Ä Ô7à<³"´<�1·�È�À"½3´-¼¬ÂÅ· O(n)

¸1¹<³;Ä3Ô]ê/Ô¶¸1·
Pk º¶Ä3·�¸
µ)´-¼<ÈøÀÉ½¿´-¼<¸
ÂÅ·�ÀÉ³"Ô¶¼<¸"½ ÀÉ½¿´-¼£Ô¶¸1¸"´�ÈP½3Á�·P¸Ô¶¹�ÓNÀÉ³1½¿¾�½ Ô¶Ä¿½3¸"ÔÖÀÉ½¿´-¼<¸ H

ψj :
p−1(Vj) −→ Vj × C
[z, v]n 7−→

(
[z], 1

zn
j
.v
)

¸1´-¼YÀ Â<´-¼<¼ÅÁP·P¸ à<Ô¶³
gij(p(z)) =

(
zj

zi

)n û9,�·�¸��/ê<³1ÁP¸�µ)´-³1Õ4·�¼YÀ ¹<¼N¸)%�¸�ÀA�PÕ=·gÂ<·O³1·Pà<³1ÁP¸1·P¼YÀ Ô¶¼YÀ"¸
Â<¹{ß¶³"´-¹<à8·�Â<·Ø²A½¿È�Ô¶³1Â{Â<·

Pk &±È�·Nß-³"´¶¹<à@·0·P¸1Àd·�¼<ß-·�¼<Â<³"ÁNà<Ô¶³ O(1)
´-¹ O(−1)

º
È�µ + ñ��=-
,
�/ÔÖà�û ò û ò ( û
Ð ·PÕ4Ô¶³���¹<´-¼Å¸ ��¹<·ÑÄBÜ Ô¶à<àÅÄ3½3ÈPÔÖÀÉ½¿´-¼ H

Ψ :
O(−1)− −→ Ck+1 \ {0}
[z, v]−1 7−→ v · z

·�¸1ÀN¹<¼*êÅ½2�<´-Ä¿´-Õ=´-³"à��Å½3¸"Õ=·*&±¸1´-¼*½3¼Y¾¶·P³"¸1·�·P¸�ÀNÂ<´-¼<¼ÅÁ à/Ô¶³
Ψ−1(z) = [z, 1]−1

( û � ¼�à8·P¹ÅÀ
Ô¶½¿¼<¸"½A½¿Â<·P¼YÀ"½+�/·�³ÑÄ3Ô(�<ê<³"·=Â<· O(−1)

ÔÖ¹âÂ<·�¸"¸1¹<¸¬Â�ÜÞ¹<¼Eà8´-½¿¼�À
m
Â<·
Pk Ô�¾¶·PÈ4Ä ÔØÂ<³"´-½ ÀÉ·"��¹<½³1·Pà<³1ÁP¸"·�¼YÀÉ·÷È�·�à@´-½¿¼YÀ Â/Ô¶¼<¸

Ck+1 û/ó�´-¹<¸�Ô¶¹<³1´-¼<¸ ê@·�¸"´-½¿¼ØÂ<·P¸�à<³"´¶à<³"½¿Á�ÀÉÁ�¸ ¸"¹<½ ¾ÖÔ¶¼YÀÉ·P¸CH
Ú\«�� �E« %�© */© � 32� � $

f
���
 �� =�� # � � 
 !�� ? #  !������ # � � 
 !% K=� Pk =� 
=� �.�9�

d
�F �$

F
� � =� 

?  ? �9 ;�  ;J.� ? 
������ ��� # � 7.� A � Ck+1 D � ��� � ?
� D
f ∗O(−1)

 ? $ � ? � # � � 
 !% �� O(−1)⊗d ' O(−d)
� D � �  8A � ? $  >=� ? # � � 
 !�� ? #  ? !�� # � � %��� ? O(−1) → O(−1)

=� >=� �.�9�
d
� � =.��� ? 7.�%$ f

? ��� Pk D � � ?I? � �%$�=� �� 7 5B� � #  [z, v]−1 7→ [F (z), c.vd]−1

�����
c ∈ C∗

�������������� �!"��#$��� % ,�´¶Õ4Õ=·P¼���´-¼<¸¬à<Ô¶³£Ä3·4à<³"·�Õ4½¿·P³¬à8´-½3¼YÀPûAñg³98¶È�·�  Ä Ô?àÅ³"´-à<³1½3ÁøÀÉÁ�¹<¼Å½ ç
¾¶·P³"¸1·PÄ¿Ä3·gÂ<¹��/ê<³1Ág½3Õ4Ô¶ß-·7³"ÁPÈ�½3à<³1´>��¹<·4&)È�µ�à/Ô¶³�ÀÉ½3·gö�û ò û ò ( ºÅ½¿Ä�¸"¹2%=À�Â�ÜÞ·øÓ>�<½¿ê@·�³ ¹<¼ØÕ4´¶³"à��<½¿¸"Õ=·
Â<· �/ê<³1Á O(−d) → O(−1)

½¿¼<Â<¹<½¿¸ÉÔ¶¼YÀ
f
¸"¹<³

Pk û@²A¹<½3¸)��¹Å· F ·�¸1À!�<´-Õ=´-ß �P¼Å·÷Â<·ÌÂ<·Pß-³1Á d ºÄCÜ Ô¶àÅà<Ä3½¿È�ÔÖÀ"½3´-¼�H
Ck+1 \ {0} × C −→ Ck+1 \ {0} × C

(z, v) 7−→ (F (z), v)à/ÔÖ¸"¸"·ÌÔ¶¹(��¹<´¶À"½3·P¼YÀ�à8´-¹<³ ∼−d

 £Ä Ô¬¸"´¶¹<³"È�·Ì·øÀ ∼−1

Ô¶¹Øê<¹ÅÀ�º/È�·1��¹Å½�à8·P³1Õ4·øÀ Â<·�ÈP´-¼ÅÈPÄ3¹Å³"·¶û
²
ÔÖ¸"¸"´¶¼<¸OÔ¶¹Ø¸1·PÈP´¶¼<Â?à8´-½3¼YÀPû/²A¹<½3¸)��¹Å·

F
·P¸1À'�<´-Õ=´-ß ��¼<·¶ºÅÄBÜ Ô¶à<à<Ä¿½3È�Ô ÀÉ½3´¶¼ H

Ck+1 \ {0} × C −→ Ck+1 \ {0} × C
(z, v) 7−→ (F (z), vd)

à/ÔÖ¸"¸"·4Ô¶¹ ��¹<´¶ÀÉ½¿·P¼YÀ�à8´-¹<³ ∼−1

 ØÄ Ô�¸"´¶¹<³"È�·4·øÀ÷ÔÖ¹âê<¹�À�û � ¼ ¹ÅÀÉ½¿Ä3½3¸1·£Ô¶Ä¿´-³"¸gÄ3Ô�à<³"´-àÅ³"½3ÁøÀÉÁdÂ<·
à<³1´-à8´-³1À"½3´-¼<¼<Ô¶Ä3½ ÀÉÁ�Â<´-¼<¼<Á�·Ìà<Ô¶³ Ä3·gÄ¿·PÕ=Õ4·�ö�û ò û ôÅû

2

�2������� � U5 ]T � V ^�� ��T<Z\U X�^MV�V#$7T
Ak

è�´-½ À
Ak = Ck/Γ

¹Å¼HÀ"´-³"· ÈP´¶Õ4à<Ä¿·øÓ�·¶û � ¼H¼<´¶À"·
Π : Ck → Ck/Γ

Ä Ô{à<³"´��1·PÈ�À"½3´-¼
ÈPÔ¶¼<´-¼<½+��¹<·â·øÀ

ẋ
à@´¶¹<³

Π(x)
û ó7´¶¹<¸?ÔÖÄ3Ä3´¶¼<¸�¾-´-½¿³���¹<·¶º�ÈP´-Õ=Õ=·�Â/Ô¶¼<¸úÄ3·�ÈPÔ¶¸�ÂÅ·

Pk º Ä¿·P¸È�Ä Ô¶¸1¸"·P¸\Â�ÜÞ½3¸1´-Õ=´-³"à��Å½3¸"Õ=·�Â<·�¸C�/ê<³"Á�¸ ·�¼4ÂÅ³"´-½ ÀÉ·P¸A¸1¹<³
Ak ¸1´-¼YÀ à<Ô¶³ÉÔ¶Õ=Á�À"³"Á�·P¸\à/Ô¶³AÂ<·�¸\·P¸"à<Ô¶ÈP·�¸

��¹<´¶À"½3·�¼�À"¸Pû(Æ ¼YÀÉ³1´�Â<¹Å½3¸"´¶¼<¸� ÈP·øÀ
·87�·øÀ
Ä3Ô ¼<´¶ÀÉ½¿´-¼�Â<· $ ��
% øû ,]Ü ·�¸1À�¹<¼÷È�´-¹<à<Ä¿·
(H,α)

ÈP´-¼Å¸1ÀÉ½ ÀÉ¹<Á H
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 � �

�
Â�Ü ¹Å¼<· µ)´-³"Õ=·��<·�³"Õ=½¿ÀÉ½¿·P¼<¼Å·

H
¸"¹Å³

Ck º C ç Ä3½¿¼<Á�Ô¶½¿³"·  OÂ<³"´¶½¿ÀÉ·ÖºÖÀ"·PÄ3Ä¿·���¹<· =H(Γ,Γ) ⊂ Z
�
Â�Ü ¹Å¼<·÷ÔÖà<à<Ä3½¿È�ÔÖÀ"½3´-¼

α : Γ → S1 º<¾-ÁP³1½+�:ÔÖ¼�À�à8´-¹<³�À"´-¹ÅÀ γ1, γ2 ∈ Γ
H

α(γ1 + γ2) = α(γ1)α(γ2)(−1)=H(γ1 ,γ2)

²�´¶¸"´-¼<¸�º:à@´-¹Å³�ÀÉ´-¹ÅÀ
γ ∈ Γ

H

eγ(x) := α(γ)eπ[H(γ,x)+ 1
2
H(γ,γ)].

&Bö�û ò (
� ¼Ø¾-Á�³"½+�<· ��¹<·ÑÄ Ô÷µ±ÔÖÕ4½¿Ä3Ä3·�Â<·gµ)´-¼<ÈøÀÉ½¿´-¼<¸

(eγ)γ∈Γ

¾¶ÁP³"½ �/·�Ä3·�¸ ³"·PÄ3ÔÖÀÉ½¿´-¼<¸�ÂÅ·ÑÈ�´�È8%�ÈPÄ3· H

eγ1+γ2(x) = eγ1(x + γ2)eγ2(x),
&Bö�û ö (

·øÀ�Â<Á��/¼Å½¿À7Ô¶½3¼Å¸"½�¹<¼Å·ÌÔÖÈ�ÀÉ½¿´-¼NÂ<·
Γ
¸1¹<³

Ck × C à/Ô¶³ H

γ · (x, t) := (x+ γ, eγ(x).t).

é&Ô�¾¶ÔÖ³"½3ÁøÀÉÁ ��¹<´ÖÀÉ½3·�¼YÀ
L(H,α) = Ck × C/Γ ·P¸�ÀÌÈ�Ä Ô¶½¿³"·�Õ4·�¼�ÀO¹<¼ �<ê<³"Á£·�¼âÂ<³1´-½¿À"·P¸g¸1¹<³

Ak û � ¼ ¼<´¶À"· p Ä Ô4àÅ³"´<�1·�È�ÀÉ½¿´-¼ L(H,α) → Ak ·øÀ {x, u}(H,α)

Ä Ô=ÈPÄ ÔÖ¸"¸"·ÌÂ<·
(x, u)

à@´-¹Å³]Ä Ô
³1·PÄ3ÔÖÀÉ½¿´-¼ ∼(H,α)

½¿¼<Â<¹<½ ÀÉ·gà/Ô¶³
Γ
û

éM·P¸�µ)´¶¼<È�À"½3´-¼<¸
(eγ)γ∈Γ

¸�Ü ÔÖà<à@·�Ä3Ä¿·P¼YÀ�Ä¿·P¸�Õ÷¹<Ä¿À"½3à<Ä¿½3È�Ô ÀÉ·P¹Å³"¸\Â<·
L(H,α)

ûÅè�½
(ei

γ)γ∈Γ

ºÅà8´-¹<³
i = 1, 2

º:Â<ÁP¸1½3ß-¼<·�¼YÀOÄ3·�¸]Õ¬¹ÅÄ¿ÀÉ½¿à<Ä3½¿È�ÔÖÀ"·P¹<³1¸ Â<·
L(Hi, αi)

º8Ô¶Ä3´-³1¸7È�·P¹�Ó?Â<¹ �<ê<³"Á
L(H1, α1) ⊗

L(H2, α2)
¸1´-¼YÀÌÂÅ´-¼<¼<Á�¸Ìà/ÔÖ³

(e1γ .e
2
γ)γ∈Γ

ºMÂ<´-¼YÀÑÄ3·¬À %�à8·4·�¸1À
(H1 + H2, α1.α2)

&±È�µ &Bö�û ò ( (øû
� ¼ú·P¼úÂ<ÁPÂÅ¹<½¿À ÄCÜ ½¿¸"´-Õ=´-³"à��<½3¸1Õ4· H

L(H1, α1) ⊗ L(H2, α2) ' L(H1 +H2, α1.α2).
&Bö�û ô (

Ð ·PÕ4Ô¶³���¹<´-¼Å¸���¹<·�ÀÉ´¶¹ÅÀÉ· ¸"·PÈøÀÉ½¿´-¼��<´-Ä¿´-Õ4´¶³"à��<·GÂ<·
L(H,α)

·�¸1ÀAÂ<´¶¼<¼<ÁP· à<Ô¶³
¹<¼Å·�¹<¼<½+��¹Å·
µ)´¶¼<È�À"½3´-¼(�<´-Ä¿´-Õ=´-³"à��Å·O¸"¹<³

Ck ¾-Á�³"½+�/Ô¶¼YÀ H

∀z ∈ Ck , ∀γ ∈ Γ , θ(z + γ) = eγ(x).θ(z)
&Cö�û ù (

éM·�¸=µ)´-¼ÅÈ�ÀÉ½¿´-¼<¸¬¾¶ÁP³"½ �:Ô¶¼YÀ=ÈP·�¸4½¿Â<·P¼YÀÉ½ ÀÉÁ�¸=¸�Ü ÔÖà<à@·�Ä3Ä¿·P¼YÀdÄ3·�¸dµ)´¶¼<È�À"½3´-¼<¸¬À��73�ÀÉÔS¼Å´-³"Õ4Ô¶Ä3½¿¸"Á�·P¸¬Â<·
À %�à8·

(H,α)
û�ó7´¶À"´-¼<¸ ��¹<·0¸"½

L(H,α)
·�¸1À£Ä¿·��<ê<³"Á0À"³"½ ¾�½3Ô¶ÄBº�Ô¶Ä3´-³1¸Ì½¿Ä\·øÓ�½3¸�ÀÉ·�¹<¼Å·0µ)´-¼<ÈøÀÉ½3´¶¼

¾¶ÁP³1½+�:Ô¶¼YÀ &Bö�û ù (G¼<·g¸PÜ Ô¶¼<¼�¹<Ä3Ô¶¼YÀ à/Ô¶¸Pû<ÇOÔ¶¼<¸ ÈP·gÈPÔ¶¸PºÅ´-¼ØÕ4´-¼YÀ"³"·-��¹<·�ÄBÜÞ´-¼ØÔ
H = 0

·øÀ
α ≡ 1&)È�µ,+ Ç -Cº@,
�/Ô¶àúÆ �¬º �

1
( û � ¼Ø´-ê�ÀÉ½3·�¼YÀ7ÂÅ´-¼<È¶º/à<Ô¶³ Ä Ô¬³1·PÄ Ô ÀÉ½3´¶¼*&Bö�û ô ( H

Ú\«�� �E« %M© */©('
L(H1, α1) ' L(H2, α2) ? �F �$ ?  ��-�  #  ��%$ ? � (H1, α1) = (H2, α2)

D

Æ Ä�¸�Ü Ô�¾ ��³"· ��¹<·�Ä3·P¸ �/ê<³"Á�¸
L(H,α)

µ)´-³1Õ4·�¼�À�¹<¼�¸*%�¸1ÀA��Õ4·�Â<·g³1·Pà<³1ÁP¸1·P¼YÀ Ô¶¼YÀ"¸]Â<·�¸�È�Ä Ô¶¸1¸"·�¸
Â�Ü ½¿¸"´-Õ=´-³"à��<½3¸1Õ4·�¸�Â<· �/ê<³1ÁP¸�·P¼úÂ<³"´-½ ÀÉ·�¸ ¸"¹<³

Ak H
����� °:­����E« %�© */© � � �  " A«�¯±¯ ���?Ï���ÛA«�­(® 1 � � ��$���
��9�, �� =.�H� � $  ? L ? � � Ak  ? $ � ? � # � � 
 !% � ��� ��
��9��=.��$ ��
% 

L(H,α)
D
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� ¼Ø³"·�¼�¾¶´-½3·gÄ¿·gÄ3·�È�ÀÉ·�¹<³ Ô¶¹NÄ¿½¿¾�³"·OÂÅ·ÌÇ7·Pê/Ô¶³1³"·4& + Ç -Cº@,
�/Ô¶à�û �÷º/Ã.��û
5.10

( à8´-¹<³ ¹<¼Å·ÑÂÅÁPÕ=´-¼<¸�ç
À"³ÉÔÖÀ"½3´-¼�û�Ò\Ä¿Ä3·¬¸�Ü ·87�·�È�À"¹<·0·�¼âÂ<·�¹�ÓSÁ�ÀÉÔ¶à8·P¸Pû � ¼SÈP´-Õ=Õ4·�¼<ÈP·dà/ÔÖ³g½3Â<·�¼�À"½+�/·�³�ÄBÜÞ·P¼<¸1·PÕ¬ê<Ä¿·£Â<·P¸
à<³1·PÕ=½2��³"·P¸gÈ�Ä Ô¶¸1¸"·�¸gÂ<· ,
�<·P³1¼âÂ<·�¸-�/ê<³1ÁP¸�·P¼SÂ<³"´¶½¿ÀÉ·�¸gÔ�¾-·�È=ÄCÜ ·�¼<¸"·�Õ¬ê<Ä¿·£Â<·P¸gµ)´-³1Õ4·�¸-�<·P³1Õ4½Ùç
À"½3·P¼Å¼<·P¸=¸"¹<³

Ck ¾¶ÁP³1½+�:Ô¶¼YÀ =H(Γ,Γ) ⊂ Z
û\Æ Ä ³"·�¸1À"·�·�¸"¸"·�¼YÀÉ½3·�Ä3Ä¿·PÕ=·P¼YÀ  Õ=´-¼YÀÉ³"·�³"��¹Å·?Ä3·

ß-³1´-¹<à8·?Â<·�¸ �/êÅ³"ÁP¸0·P¼�Â<³1´-½¿À"·P¸4Â<·?à<³1·PÕ=½2��³"·úÈPÄ ÔÖ¸"¸"·�Â<· ,
�<·�³"¼�¼�¹<Ä¿Ä3·ú·P¸�ÀN½3¸1´-Õ4´¶³"à��<·úÔ¶¹
ß-³1´-¹<à8·gÂ<·P¸�È�ÔÖ³ÉÔ¶ÈøÀA�P³1·P¸�¹<¼<½ À Ô¶½¿³"·P¸�Â<·

Γ
û � ¼ØÈP´¶¼<ÈPÄ¿¹ÅÀ�à/Ô¶³ ¹<¼�Ô¶³"ß¶¹<Õ4·�¼YÀ Â<·�¸"¹<½ ÀÉ·�·øÓÅÔ¶ÈøÀÉ·¶û

� ê<¸"·�³1¾¶´-¼<¸-��¹<·Ì¸"½
L
·P¸�À]Â<·ÌÄ Ô¬µ)´-³1Õ4·

σ∗O(d)
º:´�3

σ : Ak → Pk ·P¸1À]¹<¼<·ÌÔ¶à<à<Ä¿½3ÈPÔÖÀÉ½¿´-¼
�<´¶Ä3´-Õ=´-³"à��<·¶º ´-¼ à@·�¹ÅÀ�Ô¶³"ß-¹ÅÕ4·�¼�À"·P³NÂ<·�µ±Ô6��´-¼ ê@·PÔ¶¹<È�´-¹<àHà<Ä3¹<¸Ø¸1½3Õ=à<Ä3·Öº�·P¼H¹ÅÀ"½3Ä3½¿¸ÉÔ¶¼YÀ0Ä3·
³1ÁP¸"¹ÅÄ¿À Ô À ¸"¹<½ ¾¶ÔÖ¼�ÀCH
����� °:­��-�â« %�© *:© . � � � $  7;
 
 � �:9 7.$ �:� � !������ # � � 
 !% σ : Ak → Pk  ? $ � � =.��� $  

&7.� ���� 7;
 
 � �:9 7.$��:� �

θ = (θ0, ..., θk)
=�� �%$ �  ? 9�� � �8=�� �%���  ? ? � �%$ =� ? 5B� � 9�$��:� � ? $"! ��$:7 � � � # 7C� � ? �  ?=� # � #  $ ��
% (H,α)

D

é&Ô0Â<Á�Õ4´¶¼<¸1À"³ÉÔÖÀ"½3´-¼�³"·Pà8´-¸1·¬¸"¹<³]Ä3·Ìµ±ÔÖ½¿À'��¹Å·÷ÀÉ´-¹�ÀOÂ<½ ¾�½¿¸"·�¹<³]·87�·�È�ÀÉ½ µ\¸"¹<³
Ak ·�¸1ÀgÄ¿·÷Â<½ ¾�½3¸"·�¹<³Â�ÜÞ¹<¼<·�µ)´-¼<ÈøÀÉ½3´¶¼=À��73�ÀÉÔ &±Èøµ +ÞÇ -Bº>,
�/ÔÖà0Æ �¬º �Éô (øû>,�·7À��<ÁP´¶³��PÕ=·�¼<´-¹<¸Gà@·�³"Õ=·�À Â�ÜÞ·øÓ�à<Ä3½¿ÈP½ ÀÉ·P³AÄ¿·P¸

Õ=´-³"à��<½3¸1Õ4·�¸AÂ<·.�/ê<³"Á�¸ ÂÅ·
L(dH, αd)

Â/Ô¶¼Å¸ O(d)
&)Ä ÔOÂ<Á�Õ4´¶¼<¸1À"³ÉÔÖÀ"½3´-¼d·P¸�À�ÔÖ¼/Ô¶Ä3´¶ß-¹<·. �ÈP·�Ä3Ä3·

Â<¹úÄ3·�Õ4Õ=·�ö�û ò û ì(ç�&Cö ( ( H
Ú\«�� �E« %�© */© , � J. �9 �  ? � � $ 7.$��:� � ? 
0�9��9 � =� ��%$  ? �/�  ? # � � 
 !�� ? #  ? =� ��
��9� ? φ =� 

L(dH, αd)= 7.� ? O(d)
� � =.� � ? 7.�%$ σ ? ��� �  ? 
�7 ?  ?  8A � ? $  ��%$��  �$ ? � �%$ =� � 7�5B� � #  φ{x, u}(dH,αd) =

[θ(x), c.u]d
� ���

c ∈ C∗ D

� ¼ú·P¼úÂ<ÁPÂ<¹Å½¿À ¹<¼ú½3¸1´-Õ4´¶³"à��<½¿¸"Õ=· H

σ∗O(d) ' L(dH, αd)

·�¼�½¿¼�¾¶´>��¹/ÔÖ¼�À�Ä3ÔdàÅ³"´-à<³1½3ÁøÀÉÁg¹<¼<½ ¾-·�³"¸"·�Ä3Ä¿·gÂ<¹3�<ê<³"Á�½3Õ4Ô¶ß-·]³"ÁPÈ�½3à<³1´>��¹<· &)È�µ�Ä3·gÄ3·�Õ4Õ=·�ö�û ò ûÞù (øû
ó7´¶¹<¸]ÔÖÄ3Ä3´¶¼<¸�Õ4Ô¶½3¼YÀÉ·�¼/Ô¶¼YÀ Â<´-¼Å¼<·P³�ÄBÜ Ô¶¼/Ô¶Ä¿´-ß-¹<·]Â<¹�Ä¿·PÕ=Õ4·Ñö�û ò û ì¬Â/Ô¶¼<¸�Ä3·gÈPÔ¶¸�Â�Ü ¹Å¼úÀ"´-³"·

Ak ûÅè�´-½¿À ϕ = ~ϕ+ τ
¹<¼N·�¼<Â<´-Õ=´-³1à��<½3¸1Õ4·7Â<·

Ak û � ¼N¼<´¶À"· τ̃ Ä ÔÌÀ"³ÉÔ¶¼<¸1Ä ÔÖÀ"½3´-¼=Â<·]¾¶·PÈøÀÉ·P¹Å³ τ¸1¹<³
Ak º:Â<·Ñ¸"´-³�ÀÉ· ��¹Å· ϕ = τ̃ ◦ ~ϕ ·øÀ ϕ∗L(H,α) = ~ϕ∗ τ̃ ∗ L(H,α)

û@Ò;ÀÉÔ¶¼YÀ]Â<´¶¼<¼<ÁÑ¹<¼�À %�à8·
(H,α)

º<´¶¼úÂÅÁ��/¼<½ À
Hϕ
·�À
αϕ
à/Ô¶³ H

Hϕ(w,w′) := H(~ϕw, ~ϕw′)
αϕ(γ) := α(~ϕγ)e2iπ=H(~ϕγ,τ)

ó�´¶ÀÉ´-¼Å¸ ��¹<·
αϕ

·P¸�À¬ê<½¿·P¼âÂ<Á��/¼Å½3· &
~ϕ (Γ) ⊂ Γ

(g·�À÷à<³"·�¼<Â ¸"·�¸÷¾ÖÔ¶Ä3·�¹<³"¸ÑÂ/Ô¶¼Å¸
S1 û
Ç÷Ü Ô¶¹ÅÀ"³"·à/ÔÖ³1À�ºYàÅ¹<½3¸)��¹Å·7ÄCÜ ´-¼=Ô

αϕ(γ1 +γ2) = αϕ(γ1)αϕ(γ2)(−1)=Hϕ(γ1,γ2) ºYÄ¿·�È�´-¹<à<Ä¿· (Hϕ, αϕ)
·�¸1À

·�¼<ÈP´-³1·�¹<¼úÀ %�à8·¶û � ¼Ø¼<´¶ÀÉ·
(eϕ

γ )γ∈Γ

¸1·P¸�Õ¬¹<Ä ÀÉ½3àÅÄ3½3ÈPÔÖÀÉ·�¹<³"¸�û
Ú\«�� �E« %�© */© * �
� D
ϕ∗L(H,α)

 ? $ � ? � # � � 
 !% �� L(Hϕ, αϕ)



� �$�����&�����"
 	������
� � � 	"
 
 ��� � 	�
 	"
 � ����	"
 ��� ��� 	��$� � � 
 	�� � 	"
 � � � 	�
 ��� 	 � � 	�!�	"
 � �

� D �
�  8A � ? $  >=� ? # � � 
 !�� ? #  ? !�� # � � %��� ? L(H,α) → L(H,α)

=� >=� �.�9�
d
� � =.��� ? 7.�%$

ϕ ? ��� Ak ? �  �$ ?  ��-�  #  ��%$ ? � (Hϕ, αϕ) = (dH, αd)
D

�
� ?�? � �%$
7C��� � ? =� � 7 5B� � #  

{x, u}(H,α) 7→ {ϕx, c.eπH(τ,~ϕx).ud}(H,α)

� ���
c ∈ C∗ D

�������������� ! ��#$��� %/²�´-¹<³AÄ¿· à<³"·�Õ4½¿·P³;à8´-½¿¼�ÀPº¶´-¼d¹ÅÀ"½3Ä¿½3¸"· Ä ÔOà<³1´-à<³1½3Á�À"Á�¹<¼<½ ¾-·�³"¸"·�Ä3Ä¿· Â<¹��/ê<³"Á
½¿Õ0ÔÖß-·O³"Á�ÈP½¿à<³"´=��¹<· &±È�µ
Ä3·�Õ4Õ=·gö�û ò ûÞù (øûÅÝ È�·�À�·�7@·�ÀPº/´-¼úÕ4´-¼YÀ"³"· ��¹<·�ÄBÜ Ô¶à<à<Ä¿½3ÈPÔÖÀÉ½¿´-¼ H

χ1 :
Ck × C −→ Ck × C
(x, u) 7−→ (ϕx, eπH(τ,~ϕx).u)

½¿¼<Â<¹<½ À ¹<¼ØÕ4´¶³"à��<½¿¸"Õ=·OÂ<· �/ê<³1ÁÌ·�¼YÀÉ³"·
L(Hϕ, αϕ)

·�À
L(H,α)

û � ¼úÔ

χ1

(
x+ γ, eϕ

γ (x).u
)

= (ϕx+ ~ϕγ, eϕ
γ (x).eπH(τ,~ϕγ).eπH(τ,~ϕx).u)

Æ ÄM¸1¹�%dÀ]ÂÅ´-¼<È�Â<·�Õ4´¶¼�À"³"·�³
eϕ

γ (x).eπH(τ,~ϕγ) = e~ϕγ(ϕx)
H

eϕ
γ (x).eπH(τ,~ϕγ) = α(~ϕγ).e2iπ=H(~ϕγ,τ).eπ[H(~ϕγ,~ϕx)+ 1

2
H(~ϕγ,~ϕγ)].eπH(τ,~ϕγ)

= α(~ϕγ).eπ[H(~ϕγ,~ϕx)+ 1
2
H(~ϕγ,~ϕγ)].eπH(~ϕγ,τ)

= α(~ϕγ).eπ[H(~ϕγ,~ϕx+τ)+ 1
2
H(~ϕγ,~ϕγ)] = e~ϕγ(ϕx)

ë�´-¼YÀ"³"´-¼<¸=Ä3·úÂ<·�¹�Ó�½2�PÕ=·úà@´-½¿¼YÀ�û\éM´-³"¸)��¹<·
d = 1

ºAÄ Ô à<³"´¶à<³"½¿Á�ÀÉÁØ¹<¼Å½¿¾-·�³"¸1·PÄ3Ä¿·�ÂÅ¹ �/ê<³1Á
½¿Õ0ÔÖß-·Ì³1ÁPÈ�½3à<³1´>��¹<·'&)È�µGÄ3·�Õ4Õ=·÷ö�û ò û ù ( º@ÄCÜ ¹Å¼<½3È�½¿ÀÉÁÑÂ<¹ À %�à8·£·�ÀgÄ¿·÷à<³1·PÕ=½3·P³�à8´-½3¼YÀO·�¼YÀÉ³ÉÔ<; ¼<·�¼�À
Ä3Ô¬ÈP´-¼ÅÂ<½¿À"½3´-¼�¼ÅÁPÈP·�¸"¸"Ô¶½3³1·¶û/éM´-³1¸���¹<·

d ≥ 2
º<´-¼N³1·PÕ4Ô¶³���¹<· ��¹<·OÀ"´-¹ÅÀ Õ=´-³"à��<½3¸1Õ4·'�<´-Õ=´-ß �P¼Å·

L → L
Â<·ÌÂ<·Pß-³1Á

d
Â<´-¼Å¼<·¬¼/Ô¶½¿¸"¸"Ô¶¼<ÈP·  0¹<¼ Õ=´-³"à��<½3¸1Õ4·ÑÂ<· �/êÅ³"Á

L⊗d → L
Ä3´-³1¸���¹<·¬ÄCÜ ´-¼

¸1¹<à<à<³1½3Õ=·�Ä3Ô7à<¹<½¿¸"¸"Ô¶¼<ÈP·
d
Â<Ô¶¼<¸;Ä¿·P¸ �<ê<³"·�¸Pû-²�´-¹<³;Ä3Ô7È�´-¼<Â<½ ÀÉ½3´¶¼÷¸"¹2%4¸"Ô¶¼YÀÉ· ·øÀAÄ3·�¸
·øÓ�à<³1·P¸1¸"½3´¶¼<¸

ÔÖ¼<¼<´-¼<È�ÁP·�¸Pº8´-¼N¾-ÁP³1½+�/·1��¹<·ÑÄBÜ Ô¶à<à<Ä¿½3ÈPÔÖÀÉ½¿´-¼ H

χ2 :
Ck × C −→ Ck × C
(x, u) 7−→

(
ϕx, eπH(τ,~ϕx).ud

)

à<Ô¶¸"¸1·÷Ô¶¹3��¹<´¶À"½3·P¼YÀ à8´-¹<³ ∼(H,α)

 £Ä3Ô¬¸"´-¹<³1ÈP·Ñ·�À7Ô¶¹Øê<¹ÅÀPû � ¼?Ô

χ2 (x+ γ, eγ(x).u) =
(
ϕx+ ~ϕγ, eπH(τ,~ϕx+~ϕγ).ed

γ(x).u
d
)

Ç7´-¼<È¶º:½¿Ä�¸"¹2%=À7Â<·�Õ=´-¼YÀÉ³"·�³ H

eπH(τ,~ϕγ).ed
γ(x) = e~ϕγ(ϕx).

&Bö�û ì (
²A¹<½¿¸���¹<·

(Hϕ, αϕ) = (dH, αd)
º/Ä3·gÕ=·PÕ¬êÅ³"·gÂ<·�ßYÔ¶¹ÅÈ0�<·ÌÂÅ· &Cö�û ì (�¸PÜÞÁPÈ�³"½¿À H

eπH(τ,~ϕγ).ed
γ(x) = eπH(τ,~ϕγ).α(~ϕγ).e2iπ=H(~ϕγ,τ).eπ[H(~ϕγ,~ϕx)+ 1

2
H(~ϕγ,~ϕγ)]

= α(~ϕγ).eπ[H(~ϕγ,~ϕx+τ)+ 1
2
H(~ϕγ,~ϕγ)]

,�·�Ä Ô=Ô¶È0���ø¾-·ÑÄ Ô¬Â<Á�Õ4´-¼Å¸1ÀÉ³"ÔÖÀÉ½¿´-¼ØÂ<¹úÄ3·PÕ=Õ=·¶û
2
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Æ ÄM·P¸�À]à8´-¸1¸"½3êÅÄ3·gÂ�ÜÞ·øÓ�à<Ä¿½3ÈP½ ÀÉ·�³�¹<¼<·ÑÕ4ÁøÀÉ³1½2��¹<· �<·�Õ4½ ÀÉ½3·�¼<¼<·g¸1¹<³ Ä3·-�/ê<³1Á
L(H,α)

º/ß¶³98¶È�·  
¸"Ô÷¸1À"³"¹<ÈøÀÉ¹<³1·OÂ�ÜÞ·P¸"à<Ô¶ÈP· ��¹<´¶À"½3·�¼�ÀPû � ¼=¾-ÁP³1½+�/·!��¹Å·OÄ Ôgµ)´-¼<ÈøÀÉ½3´¶¼0¸"¹Å½¿¾ÖÔ¶¼YÀÉ·7·P¸1À�½3¼Y¾ÖÔ¶³"½3Ô¶¼YÀÉ· à/Ô¶³
ÄCÜ Ô¶ÈøÀÉ½¿´-¼NÂ<·

Γ
H

Ck × C −→ Ck × C
(x, u) 7−→ e−

π
2
H(x,x)|u|

é&Ô£Õ4ÁøÀÉ³1½2��¹<· ��¹�ÜÞ·PÄ3Ä¿·g½3¼<ÂÅ¹<½¿À ¸1¹<³
L(H,α)

·P¸�À�¼<´¶ÀÉÁ�·
q
û

ó7´¶¹<¸£ÀÉ·P³1Õ4½¿¼<´-¼<¸£È�·�À1ÀÉ·Ø¸"·�È�ÀÉ½¿´-¼ ·P¼K·øÓ>�<½¿ê/Ô¶¼YÀ=Â<·P¸£ÀÉ³1½¿¾�½ ÔÖÄ3½3¸"ÔÖÀÉ½¿´-¼<¸ÑÂ<¹ �/ê<³"Á
L(H,α)

û
ÒAÄ3Ä¿·P¸�¸"·�³"´-¼YÀÌ¹ÅÀÉ½¿Ä3·�¸Ñà8´-¹<³�Â<Á�ÈP³1½3³"·=Ä3·�¸�¸"½3¼Åß-¹<Ä ÔÖ³"½¿À"ÁP¸gÂ<¹âê@´¶³"ÂSÂ<¹Eê/ÔÖ¸"¸"½¿¼EÂ�Ü ÔÖÀ1ÀÉ³ÉÔÖÈ�ÀÉ½¿´-¼ Â<·P¸
· ÓÅ·�Õ4àÅÄ3·P¸gÂÅ·£é&ÔÖÀ"À��P¸PûMè�´-½¿À

U
¹<¼�´¶¹Å¾-·�³1À�Â<·

Ck º@Â<½3¸ �1´-½3¼YÀ]Â<·£¸"·�¸OÀÉ³ÉÔÖ¼<¸"Ä3ÔÖÀÉÁ�¸Oà/Ô¶³OÄCÜ ÔÖÈ�ÀÉ½¿´-¼Â<·
Γ
&
U
¸"·�³ÉÔdÂ<½¿À

Γ
ç à8·�ÀÉ½ À�( û/éAÜ Ô¶àÅà<Ä3½¿È�ÔÖÀ"½3´-¼�H

ΓU :
⋃

γ∈Γ

(U + γ) → Γ

��¹<½C �¹Å¼�à@´-½¿¼YÀ
x
Ô¶¸"¸1´�È�½3·£ÄBÜÞ¹<¼<½+��¹<·÷Á�Ä3ÁPÕ=·P¼YÀ

γ ∈ Γ
¾-Á�³"½ �:Ô¶¼YÀ

x + γ ∈ U
·P¸1ÀÑÔÖÄ3´-³1¸Oê<½3·�¼

Â<Á8�/¼<½¿·¶û:²�´¶¹<³ ÀÉ´-¹ÅÀ"·gµ)´-¼<È�À"½3´-¼��Å´-Ä3´-Õ=´-³1à��<·
ε
¼<·�¸PÜ Ô¶¼<¼�¹<Ä3Ô¶¼YÀ7à<Ô¶¸ ¸"¹<³

U
º/ÄBÜ Ô¶à<àÅÄ3½3ÈPÔÖÀÉ½¿´-¼ H

ψ(U,ε) :
p−1 ◦ Π(U) −→ Π(U) × C
{x, u}(H,α) 7−→

(
Π(x), ε(x + ΓU(x)).eΓU (x)(x).u

)

·�¸1À�¹<¼<·gÀÉ³1½¿¾�½ ÔÖÄ3½3¸"ÔÖÀÉ½¿´-¼0ÂÅ·
L(H,α)

Ô¶¹ØÂ<·P¸1¸"¹<¸7Â<·
Π(U)

ûF,�·PÄ3Ô£à<³"´�¾�½3·�¼�À�Â<¹Øµ±Ô¶½ À.��¹<· H

Λ :

⋃
γ∈Γ (U + γ) × C −→ U × C

(x, u) 7−→
(
x + ΓU(x), ε(x + ΓU(x)).eΓU (x)(x).u

)

à/ÔÖ¸"¸"·ÌÔ¶¹(��¹<´¶À"½3·P¼YÀ�Õ=´�Â<¹ÅÄ3´ ∼(H,α)

û:ÒA¼�·87�·øÀ�º/Ä¿·P¸ ½3ÂÅ·P¼YÀÉ½ ÀÉÁP¸ &Cö�û ö.(�·�À

γ + ΓU(x+ γ) = ΓU(x)

Â<´¶¼<¼<·P¼YÀ7à@´¶¹<³�ÀÉ´-¹�À
γ ∈ Γ

H

Λ(x+ γ, eγ(x).u) = (x + γ + ΓU(x+ γ),
ε(x + γ + ΓU(x+ γ)).eΓU (x+γ)(x+ γ).eγ(x).u

)

=
(
x + γ + ΓU(x+ γ), ε(x + γ + ΓU(x+ γ)).eγ+ΓU (x+γ)(x).u

)

=
(
x + ΓU(x), ε(x+ ΓU(x)).eΓU (x)(x).u

)

� ��� � 
�� 	$��� >'B � ��	����1
B	�A � D'> ; A1� D D'> ; � �B� 	�� D�� � 
 
 � � � �

B	6A �

è�´-½ À
f : Pk → Pk ¹<¼ ·øÓ�·�Õ4à<Ä¿·¬Â<·£é&ÔÖÀ1ÀA��¸OÂ<·÷ÂÅ·Pß-³1Á d ≥ 2

·�À
F : Ck+1 → Ck+1 ¹<¼³1·PÄ3·ø¾-Ágà8´-Ä+%�¼<´¶Õ4½3Ô¶Ä:Â<·

f
û � ¼Ø¼<´¶À"·

GF

Ä3ÔÌµ)´-¼<ÈøÀÉ½¿´-¼�Â<·Ññg³"·�·P¼
limp→+∞

1
dp log ‖F p ‖ º ΩF
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Ä¿·�ê/Ô¶¸"¸1½3¼úÂ�Ü ÔÖÀ"À"³ÉÔ¶ÈøÀÉ½3´¶¼úÂÅ·ÑÄCÜ ´¶³"½3ß¶½3¼<·OÂÅ·
F
·øÀ
T
Ä3·gÈ�´-¹<³ÉÔÖ¼�À7Â<·Ìñg³"·P·�¼�ÂÅ·

f
&±Èøµ;Ä3Ôd¸1·PÈøÀÉ½3´¶¼

ò û ò û ö ( û/²
Ô¶³ Â<Á8�/¼<½ ÀÉ½3´¶¼�º<´-¼ØÂ<½¿¸"à8´-¸"·�Â�ÜÞ¹<¼úÂ<½ Ô¶ß¶³ÉÔ¶Õ=Õ4·7ÈP´-Õ=Õ¬¹ÅÀÉÔÖÀÉ½ µ H

Ak D //

σ

��

Ak

σ

��
Pk

f // Pk

´$3
σ
·�¸1À ¹<¼<·]Ô¶à<à<Ä¿½3È�Ô ÀÉ½3´¶¼£Â<·7à<Ô¶¸"¸"Ô¶ß-·7Ô¶¹ ��¹<´¶À"½3·�¼�À à/Ô¶³G¹<¼4ß-³"´-¹Åà@·

G
Â�Ü Ô¶¹ÅÀ"´-Õ4´¶³"à��<½¿¸"Õ=·P¸

ÂÅ·
Ak º:·�À D ¹Å¼<·÷ÔÖà<à<Ä3½¿È�ÔÖÀ"½3´-¼ØÔ %4¼Å·ÌÂ<½¿Ä ÔÖÀÉÔ¶¼YÀÉ·Öû/²
Ô¶³�Ä Ô£¸1¹<½¿À"·¶º:´-¼úÈP´-¼Åµ)´¶¼<Â<³ÉÔ D ·øÀ�¹<¼?Â<·¸1·P¸ ³"·�Ä3·ø¾-ÁP¸ ~D+ τ

 
Ck û � ¼Ø¼<´¶À"· ~G Ä¿·Oß-³1´-¹<à8·OÂ<·P¸ à<Ô¶³1À"½3·P¸�Ä3½3¼ÅÁ�Ô¶½¿³"·P¸GÂ<·�¸�Á�Ä3Á�Õ4·�¼�À"¸�Â<· G&)È�µ
Ä Ô¬¸"·�È�À"½3´-¼úÝ÷û ò (øû

è�´-½ À
(−H,α−1)

Ä¿·÷À %�à@·dÂ<·�¸gµ)´-¼<È�À"½3´-¼Å¸]ÀA�73øÀ ÔN¼<´-³1Õ0ÔÖÄ3½3¸1ÁP·�¸
(θ0, ..., θk)

��¹<½A½¿¼<Â<¹<½¿¸"·P¼YÀ
ÄCÜ ÔÖà<à<Ä3½¿È�ÔÖÀ"½3´-¼

σ
&±Èøµ:Ä3·�À��<ÁP´¶³��PÕ=· ö�û ò û í ( û-Ç÷Ü Ô¶à<³)�P¸AÄ Ô�¸"·�È�ÀÉ½¿´-¼£à<³1ÁPÈPÁ�Â<·P¼YÀ"·¶º�´-¼£Ô

σ∗O(−1) '
L(H,α)

û:ó�´¶ÀÉ´-¼Å¸
θ̃
Ä¿·gÕ4´-³1à��<½¿¸"Õ=·OÂ<· �/ê<³1Á4H

θ̃ :
L(H,α) −→ O(−1)

{x, u}(H,α) 7−→ [θ(x), u]−1

Ð ·PÕ4Ô¶³���¹<´-¼Å¸-��¹<·¬Ä Ô=µ)´-³"Õ=· �<·�³"Õ=½¿À"½3·P¼Å¼<· −H ·�¸1À�Â<Á8�/¼<½3·÷à@´-¸1½¿À"½¿¾-·Öº@àÅ¹<½3¸)��¹Å·
σ
·P¸�À  

�<ê<³"·�¸!�/¼<½¿·P¸ &)È�µ +ÞÇ -Cº/,
�/ÔÖà�û Æ �÷º/,�´¶³Pû
3.5
(øû8Ý]½¿¼<¸"½Cº/¹<¼<·÷¸1¹<³1µ±ÔÖÈP·¬Â<·Ì¼<½¿¾¶·�Ô¶¹?Â<·÷Ä3Ô=Õ=Á�À"³"½2��¹<·

q
&)È�µ Ä3ÔN¸"·PÈøÀÉ½¿´-¼ ö�û ò û ô (]·�¸1ÀÌÄ3´�È�Ô¶Ä¿·PÕ=·P¼YÀgê<½+�<´-Ä3´¶Õ4´-³1à��<·� Ø¹<¼â´-¹Å¾-·�³1ÀÌÂ<·dÄ ÔN¸"à����P³1·0¹<¼<½ ÀÉÁ

ÂÅ·
Ck+1 &)´-¼�Â<½¿³ÉÔ ��¹�ÜÞ·PÄ¿Ä3·¬·�¸1À�¸"à��<ÁP³1½2��¹<· ( ûMÒA¼ ·�7@·�À H�¸1´-½¿À {x0, u0}(H,α) ∈ {q = c} º Ux0¹Å¼â¾-´¶½3¸"½¿¼/Ô¶ß-·£ÂÅ·

x0
Â/Ô¶¼<¸

Ck ·�À log
¹Å¼<·4ÂÅÁ�ÀÉ·�³"Õ=½3¼/Ô ÀÉ½3´¶¼�Â<¹âÄ¿´-ßYÔ¶³1½¿À��<Õ4·Ì·P¼ u0

c
6= 0
û&è�½

v = 2
π

log(u
c
)
º/ÄBÜÞÁ$��¹/ÔÖÀ"½3´-¼NÂ<· {q = c} ¸�Ü Á�ÈP³"½ À H

{(x, v) ∈ Ux0 × (C, v0) , <(v) −H(x, x) = 0}
� ¼£³1·PÈP´¶¼<¼/Ô ;¿À\Ô¶Ä3´¶³"¸
ÄCÜ Á���¹/ÔÖÀÉ½¿´-¼¬Â�ÜÞ¹<¼£´-¹�¾-·P³�À\Â<· Ä Ô7¸"à�����³"· ¹<¼Å½¿ÀÉÁ�Â<·

Ck+1 º¶Â<Ô¶¼<¸A¸ÉÔ]¾¶·P³1¸"½3´¶¼¼Å´-¼4ê8´-³1¼<ÁP·C&)È�µ +ÞÐ,-Bº=,
�<Ô¶à�û
2
º �

3
(øû�Ð ·PÕ4Ô¶³���¹<´¶¼<¸C��¹�Ü ¹Å¼<·�À"·PÄ¿Ä3·��&%�à@·�³"¸1¹<³1µ±Ô¶È�·7·�¸1ÀGÈP´¶Õ4à/ÔÖÈ�ÀÉ·

àÅ¹<½3¸)��¹�Ü ·�Ä3Ä3·g·�¸1À �/ê<³1ÁP·�·P¼úÈP·�³"ÈPÄ¿·P¸7Ô¶¹ØÂ<·P¸1¸"¹<¸7Â<·
Ak ûéM·gÄ3·�Õ4Õ=·-��¹<½&¸"¹<½ À ·P¸�À7È�³"¹<È�½ Ô¶Ä &±Ä3·�¸ ¼<´¶À Ô ÀÉ½3´¶¼<¸�¸"´¶¼�À�È�·PÄ3Ä¿·P¸ Â<·�Ä Ô¬à<Ô¶³1À"½3·Ñö�û ò û ô ( H

Ú\«�� �E« %M© %�© *
� D

(HD, αD) = (dH, αd)
� D �+� ��� $ � ��$

g ∈ G
�
(Hg, αg) = (H,α)

D

�������������� ! ��#$��� %;ëú´-¼YÀÉ³"´¶¼<¸]Ä¿·Ìà<³1·PÕ=½3·�³7à8´-½3¼YÀPû:é�Ô4³"·PÄ3ÔÖÀÉ½¿´-¼
σ ◦D = f ◦ σ ·P¼YÀÉ³"Ô ; ¼Å·

D∗σ∗O(−1) = σ∗f ∗O(−1)
û:éM·�Ä3·�Õ4Õ=·gö�û ò û ì¬·�À�Ä Ô£³"·�Ä ÔÖÀ"½3´-¼ &Bö�û ô (�½3Õ=à<Ä¿½2��¹<·P¼YÀ H

σ∗f ∗O(−1) ' σ∗O(−1)⊗d ' L(H,α)⊗d ' L(dH, αd)

ÇÌÜ Ô¶¹�ÀÉ³"·Ñà/Ô¶³�À�º<Ä¿·gÄ3·�Õ4Õ=·�ö�û ò û ò î£Â<´-¼<¼<· H

D∗σ∗O(−1) ' D∗L(H,α) ' L(HD, αD)
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éAÜÞ¹<¼<½3È�½¿À"ÁgÂ<¹úÀ %�à8· &±È�µ
Ä3·gÄ¿·PÕ=Õ4·Oö�û ò û õ (�à8·P³1Õ4·øÀ�Â<·�ÈP´-¼<È�Ä3¹<³1·¶û
²
ÔÖ¸"¸"´¶¼<¸ Ô¶¹4¸"·PÈ�´-¼<Â�à8´-½¿¼�ÀPû � ¼�ÔÌÂ�Ü ¹<¼Å·]à/Ô¶³�À

g∗σ∗O(−1) = σ∗O(−1)
ß-³98ÖÈP·' ÌÄBÜÞ½3ÂÅ·P¼�ç

À"½¿ÀÉÁ
σ ◦ g = σ

û � ¼K·P¼�Â<ÁPÂ<¹Å½¿À
g∗L(H,α) ' L(H,α)

&±È�µ]Ä Ô�¸"·�È�À"½3´-¼�ö�û ò û ò ( û\Ç÷Ü Ô¶¹ÅÀÉ³1·
à/ÔÖ³1À�º8´-¼�Ô

L(Hg, αg) ' g∗L(H,α)
Â�Ü Ô¶àÅ³��P¸]Ä3·ÑÄ3·PÕ=Õ=·÷ö�û ò û ò î ( û�é&Ô=ÈP´-¼<È�Ä3¹<¸1½3´-¼?à<³"´�¾�½3·�¼�À

 £¼<´-¹�¾-·�ÔÖ¹?Â<·�ÄBÜÞ¹<¼<½¿ÈP½ ÀÉÁOÂ<¹ØÀ %�à@·Öû
2

é&ÔSàÅ³"´-à8´-¸"½ ÀÉ½¿´-¼ ¸"¹<½ ¾¶ÔÖ¼�À"·�Õ=´-¼YÀÉ³1·(��¹Å·�Ä¿·úê8´-³1Â�Â<¹�ê/Ô¶¸1¸"½3¼
ΩF

¸1·�ÂÅÁP¸"½¿¼<ß-¹<Ä3Ô¶³"½¿¸"·Ø·P¼
¹<¼Å·'�&%�à@·�³"¸1¹<³1µ±Ô¶È�·]¸1à��<ÁP³1½2��¹<·�Â<·

L(H,α)
û-é\Ü Ô¶à<àÅÄ3½3ÈPÔÖÀÉ½¿´-¼

Ψ
ÂÅÁP¸"½¿ß-¼<· Ä3· ê<½+�<´-Ä¿´-Õ4´¶³"à��<½¿¸"Õ=·

·�¼�À"³"· O(−1)−
·�À
Ck+1 \ {0} ½¿¼YÀÉ³"´�Â<¹<½ À� £Ä Ô¬¸1·PÈ�À"½3´-¼?ö�û ò û ö�û

�Ñ­(°  A° ��ä5®(ä)°8å4%�© %�©�%
�
�= 8A � ? $  � � # � � 
 !�� ? #  !�� # � � %��� D : L(H,α) → L(H,α)

=� 
=� �.�9�

d
 �$
F
� � �9 ;�  ;J.� 
������ � � # � 7C� =� f $  ;�?���% ��  �=.� 7 �.�87 # #  ? � �<J�7.�%$�9�� # # ��$  L

L(H,α)−
D //

σ̃

��

%%JJJJJJJJJJ
L(H,α)−

%%JJJJJJJJJJ

σ̃

��

Ak D //

σ

��

Ak

σ

��

Ck+1 \ {0} F //

π
%%JJJJJJJJJJ

Ck+1 \ {0}

π
%%JJJJJJJJJJ

Pk
f // Pk

���
σ̃
=�� ? � �.�� � @ 7;
 
 � �:9 7.$ �:� � Ψ ◦ θ̃ D��,��� $ $  �� � � � # 7C� � ?  ��+� 7 # ��$��������! q � � � 7

eGF ◦σ̃ = q
D,,�
 ��$=�� =.��� $

σ̃{q = 1} = ∂ΩF

 �$6� @ � � 7C� � $ �
σ∗T = −π

2
ddcH

D

�������������� �!"��#$��� %;éM·P¸gÄ3·�Õ4Õ=·P¸]ö�û ò û ì�º�ö�û ò û ò î0·øÀÑö�û ö�û ò Ô¶¸"¸1¹<³"·�¼YÀÌÄCÜ · Ó�½3¸1À"·P¼<È�·¬Â<·�¸gÕ4´-³Wç
à��Å½3¸"Õ=·P¸��<´¶Õ4´-ß6�P¼<·�¸ Â<·�Â<·Pß-³1Á

d
¸1¹<½¿¾ÖÔ¶¼YÀÉ¸�º/´�3

c ∈ C H

D : {x, u}(H,α) 7−→ {Dx, eπH(τ, ~Dx).ud}(H,α)

Fc : [z, v]−1 7−→ [F (z), c.vd]−1

ó�´-¹<¸GÔ¶Ä3Ä¿´-¼<¸;Õ=´-¼YÀÉ³1·P³4��¹�ÜÞ½3Ä<· ÓÅ½¿¸1À"·
c ∈ C∗ ÀÉ·PÄ9��¹<· θ̃ ◦D = Fc ◦ θ̃

û=,�·PÄ Ôg³1·�¾�½3·�¼�À
 gÁ�ÀÉÔ¶ê<Ä3½¿³,H
∃c ∈ C∗, ∀x ∈ Ck, c.F ◦ θ = θ ◦D.eπH(τ, ~Dx) &Bö�û õ (

éAÜ ½¿Â<·P¼YÀ"½¿ÀÉÁ
π ◦ θ ◦D = π ◦ F ◦ θ Â<Á�À"·P³"Õ=½3¼Å·Ñ¹Å¼<·Ì¹Å¼<½2��¹<·�µ)´-¼<ÈøÀÉ½3´¶¼ �<´¶Ä3´-Õ=´-³"à��<·g¼<´-¼¼�¹<Ä¿Ä3·

c = c(x)
¾¶ÁP³1½+�:Ô¶¼YÀ�&Cö�û õ (Ì¸"¹Å³

Ck û
éM·�È�Ô¶Ä¿ÈP¹<Ä ¸"¹<½ ¾ÖÔ¶¼YÀ�º
´$3 eγ
·�¸1À£ÂÅ·�À %�à8·

(H,α)
º

Õ=´-¼YÀÉ³1· ��¹Å·
c
·�¸1À�¹<¼<·�µ)´-¼<ÈøÀÉ½¿´-¼

Γ
ç à8ÁP³1½3´�Â<½2��¹<·Öû

c(x+ γ).F ◦ θ(x + γ) = θ ◦D(x+ γ).eπH(τ, ~D(x+γ))

= e−1
~Dγ

(Dx).θ ◦D(x).eπH(τ, ~Dx).eπH(τ, ~Dγ)

= e−1
~Dγ

(Dx).c(x).F ◦ θ(x).eπH(τ, ~Dγ)

= e−1
~Dγ

(Dx).c(x).F ◦ θ(x+ γ).ed
γ(x).e

πH(τ, ~Dγ)

= c(x).F ◦ θ(x + γ)
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é&ÔØÂ<·P³1¼<½2��³"·£Á�ßYÔ¶Ä3½ ÀÉÁ¬àÅ³"´�¾�½3·P¼YÀÑÂ<·dÄBÜÞ½3ÂÅ·P¼YÀÉ½ ÀÉÁ'&Cö�û ì.(øû � ¼S·P¼SÂ<ÁPÂ<¹Å½¿À1��¹<·
c(x + γ) = c(x)

º
àÅ¹<½3¸)��¹Å·4ÔÖ¹�Õ4´-½¿¼<¸]¹Å¼<·£Â<·P¸gÈ�´-Õ=à@´-¸"Ô¶¼YÀÉ·�¸gÂ<·

F
·�¸1À�¼<´-¼ ¼�¹<Ä¿Ä3·¶û@é&Ô0µ)´-¼<ÈøÀÉ½3´¶¼

c
·�¸1À�Â<´-¼ÅÈ

È�´-¼<¸�À Ô¶¼YÀÉ·Öº
Â�Ü Ô¶à<³)�P¸ÌÄ3·£ÀA�<Á�´-³���Õ4·=Â<·0é&½¿´-¹Å¾�½3Ä¿Ä3·Öû � ¼E¸1¹<à<à8´-¸"·�³ÉÔ ��¹�ÜÞ·PÄ¿Ä3·£¾ÖÔ¶¹ÅÀ
1
ºB��¹<½¿À1ÀÉ·  

È0�<Ô¶¼<ß-·�³
F
·�¼

c.F
û � ¼ú´-êÅÀ"½3·�¼�À ÂÅ´-¼<È�Ä3·gÂ<½3Ô¶ß-³"Ô¶Õ4Õ=·]È�´-Õ=Õ¬¹ÅÀ Ô ÀÉ½¿µ&¸1¹<½¿¾ÖÔ¶¼YÀ H

L(H,α)
D //

θ̃

��

$$HH
HH

HHH
HH

L(H,α)

$$HHH
HH

HH
HH

θ̃

��

Ak D //

σ

��

Ak

σ

��

O(−1)
F //

$$HHHHHHHHH
O(−1)

$$HHHHHHHHH

Pk
f // Pk

ó7´¶¹<¸ Ô¶Ä¿Ä3´-¼<¸
 ¬à<³"Á�¸"·�¼�À Ä¿·OÕ=´�Â<½ �/·P³Gà8´-¹<³�´-ê�ÀÉ·P¼Å½3³�È�·PÄ3¹Å½�Ô¶¼<¼Å´-¼<ÈPÁÖû<ÝðÈ�·�À ·�7@·�ÀPºÅ¼<´ÖÀÉ´-¼<¸
��¹<·÷Ä Ô4¸1·PÈøÀÉ½3´¶¼?¼�¹<Ä3Ä¿·ÌÂÅ¹ �/ê<³1Á O(−1)

&)³"·�¸"à�û
L(H,α)

(�·P¸�ÀO½¿¼�¾ÖÔ¶³1½ Ô¶¼YÀ"·Ìà/ÔÖ³ F &)³"·P¸1à�û D ( º·øÀ
��¹<·�Ä3· Õ=´-³"à��<½3¸1Õ4· Â<·��/ê<³1Á
θ̃
·�¼�¾¶´-½3·�Ä Ôg¸1·PÈ�À"½3´-¼4¼�¹<Ä3Ä¿· Â<·

L(H,α)
¸"¹<³GÈP·�Ä3Ä3· Â<· O(−1)

û
� ¼úà@·�¹ÅÀ7Â<´-¼<È�³"·�Õ4àÅÄ Ô¶È�·P³ O(−1)

&±³1·P¸"à�û
L(H,α)

(�à/ÔÖ³ O(−1)−
&±³"·�¸"à�û

L(H,α)−
(�Â/Ô¶¼<¸

Ä¿·gÂ<½ ÔÖß-³ÉÔ¶Õ=Õ=·]à<³1ÁPÈPÁ�Â<·P¼YÀPû
Ç]·�à<Ä¿¹<¸Pº/Ä¿·gÈ�Ô¶Ä¿ÈP¹<Ä�¸1¹<½¿¾ÖÔ¶¼YÀ H

Ck+1 \ {0} Ψ−1

−→ O(−1)−
F−→ O(−1)−

Ψ−→ Ck+1 \ {0}
z 7−→ [z, 1]−1 7−→ [F (z), 1d]−1 7−→ F (z)

´$3
Ψ
Â<Á�¸"½¿ß-¼<·0Ä¿·dê<½2�<´¶Ä3´-Õ=´-³"à��<½3¸1Õ4·¬·�¼YÀÉ³"· O(−1)

·øÀ
Ck+1 \ {0} ½¿¼�À"³"´�Â<¹<½ À  ØÄ ÔØà/Ô¶³�ÀÉ½¿·ö�û ò û ö�º<Õ=´-¼YÀÉ³1·�ÄBÜÞ½3Â<·�¼�À"½¿À"Á

Ψ ◦ F ◦ Ψ−1 = F
û<Ý7½3¼<¸1½Bº<Ä¿·OÂ<½3Ô¶ß-³ÉÔÖÕ4Õ=·]¸1¹<½¿¾ÖÔ¶¼YÀ�ÈP´-Õ=Õ¬¹ÅÀ"· H

O(−1)−
F //

Ψ

��

%%JJJJJJJJJJ
O(−1)−

%%JJJJJJJJJJ

Ψ

��

Pk
f // Pk

Ck+1 \ {0} F //

π

99tttttttttt

Ck+1 \ {0}

π

99tttttttttt

·øÀ�à@·�³"Õ=·�À Â<·�ÈP´¶¼<¸1À"³"¹<½¿³"·�Ä3·gÂ<½3Ô¶ß-³"Ô¶Õ4Õ=·]ÂÅ·ÑÄCÜ Á�¼<´-¼<È�Á¶û
� ¼EÕ=´-¼YÀÉ³1·=Õ4Ô¶½¿¼�À"·P¼/ÔÖ¼�À ��¹<·4ÄBÜÞ´-¼âÂÅ½3¸"à8´-¸1·4Â<·=ÄBÜÞ½3ÂÅ·P¼YÀÉ½ ÀÉÁ

q ◦ D = qd ºB��¹<½¿À1ÀÉ·  ú¼Å´-³�çÕ4Ô¶Ä¿½3¸"·�³dÄ ÔâÕ=Á�À"³"½+��¹Å·
q
û�ó�´¶ÀÉ´-¼Å¸

qδ
à@´-¹Å³

δ.q
û�é\ÜÞÁPß-Ô¶Ä3½ ÀÉÁ

HD = dH
&±Èøµ�Ä3·�Õ4Õ=·�ö�û ö�û ò (

·�¼YÀÉ³ÉÔ<; ¼<· H
qδ ◦ D{x, u} = δ.e−

π
2
H( ~Dx+τ, ~Dx+τ)|eπ[H( ~Dx,τ)−2i=H( ~Dx,τ)].ud|

= δ.e−
π
2
H( ~Dx+τ, ~Dx+τ)|eπH(τ, ~Dx).ud|

= δ.e−
π
2
[H( ~Dx, ~Dx)+2<H( ~Dx,τ)+H(τ,τ)].eπ<H( ~Dx,τ).|ud|

= δ.e−
π
2
dH(x,x).e−

π
2
H(τ,τ).|ud|
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� ¼Ø¾-ÁP³1½+�/·1��¹<·�ÈP·øÀ"À"·Ì· ÓÅàÅ³"·P¸1¸"½¿´-¼�·�¸1À7ÁPßYÔÖÄ3·  'H

qd
δ{x, u} =

(
δ.e−

π
2
H(x,x).|u|

)d

Ä¿´-³"¸)��¹Å·
δ
·P¸1À�Á�ßYÔ¶ÄB (

e−
π
2
H(τ,τ)

) 1
d−1
û

ë�´-¼YÀ"³"´-¼<¸ ÄBÜÞ½3Â<·�¼YÀÉ½¿À"Á
eGF ◦σ̃ = q

û�è�´-½¿À ‖ . ‖ ¹<¼<·�¼<´-³"Õ=·�¸"¹<³ Ck+1 û�²A¹<½¿¸���¹<· Ak ·P¸1À�¹<¼<·¾ÖÔ¶³1½3Á�À"Á�ÈP´¶Õ4à/ÔÖÈ�ÀÉ·Öº-½3Ä�·øÓ�½¿¸1ÀÉ· ¹Å¼<· ÈP´-¼<¸�À Ô¶¼YÀ"·
C
ÀÉ·�Ä3Ä3· ��¹<· 1

C
.q 6 ‖ σ̃ ‖ 6 C.q

û-éM·�¸A½3Â<·�¼�À"½¿À"ÁP¸
q ◦ Dp = qdp ·�À

σ̃ ◦ Dp = F p ◦ σ̃ Õ=´-¼YÀÉ³"·�¼YÀ���¹Å·ÌÄCÜ ´-¼úÔ H

GF ◦ σ̃ = lim
p→+∞

1

dp
. log ‖F p ◦ σ̃ ‖ =

lim
p→+∞

1

dp
. log ‖ σ̃ ◦ Dp ‖ = lim

p→+∞

1

dp
. log q ◦ Ddp

= log q

ï
½¿¼/Ô¶Ä¿·PÕ=·P¼YÀ�º�´-¼ØÂ<ÁPÂ<¹Å½¿À�Â<·�ÄBÜÞ·øÓ�à<³1·P¸"¸1½3´-¼úÂ<·
σ̃
·�À�Â<·�ÄCÜ �<´¶Õ4´-ß¶ÁP¼<Á�½¿ÀÉÁ]Â<·

GF

ÄBÜÞ½3Â<·�¼YÀÉ½¿À"Á�H

GF ◦ θ(x) = log δ − π

2
H(x, x)

é&Ô£³"·�Ä ÔÖÀ"½3´-¼NÂ<·�È�´-Õ4Õ÷¹ÅÀ ÔÖÀ"½3´-¼
π ◦ θ = σ ◦ Π

·P¼YÀ"³ÉÔ ;3¼<·ÑÔ¶Ä3´-³1¸
σ∗T = −π

2
ddcH

û
2

��«��EÎÅ­ ��Ï�« %M© %�© � F
@ � � 7C� � $ �
σ∗T = −π

2
ddcH
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�� ? � $�� 5 =� � 7 5B� � #  !% �� # � $ �  ��%�� −H D � �  "�  �$"� −H  ? $ 
�� ? � $ �<J. >
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E�  �7C� ���

��������% σ(Crit σ)

D�F27 #  ? ���9 =� "
0�H� 
�7�
��<� � $ � µ = T k ?  ��87.� $7C��� � ? 
�� ��$ �  
&7.� σ(Crit σ)
� 9  �����  ? $�� # 
�� ?�? ��
E�  �=�@ 7;
0� % ? � @ � ��� � 7C� � $ � =� 	��!% ����%":F  ;J � �� �"

� � �9 �� 
� �� � .89 5
� 7

0�H��
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� ��� � ���B� ��	 	�
B	6A � D'> ; A1��D D'> ; � �B� 	�� D�� � 
 
 � � � 
B	�A �

� ¼�³1·Pà<³1·P¼<ÂúÄ3·�¸ ¼<´¶À Ô ÀÉ½3´¶¼<¸�Â<·ÑÄ Ô¬¸1·PÈ�À"½3´-¼úà<³1ÁPÈPÁ�Â<·P¼YÀ"·¶û � ¼Ø¼<´ÖÀÉ· H

C :=
{
{x, u}(H,α), ẋ ∈ Crit(σ)

}

ÄCÜ ·�¼<¸"·�Õ¬ê<Ä3·=ÈP³1½¿À"½2��¹<·dÂ<¹ Õ=´-³"à��<½3¸1Õ4·£Â<·��/ê<³1Á
σ̃ = Ψ ◦ θ̃ ·øÀ S = σ̃(C)

¸1·P¸÷¾ÖÔ¶Ä¿·P¹<³1¸ÑÈ�³"½Ùç
À"½2��¹<·P¸�û
Ý7½3¼<¸1½Bº�ÄBÜ Ô¶à<à<Ä¿½3È�Ô ÀÉ½3´¶¼

σ̃ : L(H,α) \ C → Ck+1 \ S ·�¸1À£¹Å¼{³"·�¾.3�À"·PÕ=·P¼YÀ"�/¼<½Bº�·�À
∂ΩF = σ̃{q = 1} ·�¸1À7¸"à��<Á�³"½+��¹Å·Ì·�¼�Â<·��<´-³1¸7Â<· S &)È�µ;Ä¿·gÂ<ÁPêÅ¹ÅÀ]ÂÅ·ÑÄ3Ô£¸"·PÈøÀÉ½¿´-¼ ö�û ö ( û@,�·�À1ÀÉ·
à/ÔÖ³1ÀÉ½¿·g·P¸�À7ÂÅ·P¸1À"½3¼<Á�·  =Â<Á�ÈP³1½3³"·gÄ¿·gê@´¶³"ÂúÂ<·

ΩF

ÔÖ¹�ÓØà8´-½3¼YÀÉ¸ ÂÅ· S û
éM·£Ä3·�Õ4Õ=·÷¸1¹<½¿¾ÖÔ¶¼YÀgÕ=´-¼YÀÉ³1· ��¹<·£Ä3·¬ê8´-³1Â�Â<·

ΩF

¸PÜÞ½3Â<·�¼YÀÉ½+�<·dÔ¶¹ ��¹<´¶ÀÉ½¿·P¼YÀgÂ<· {q = 1}à/ÔÖ³ ¹<¼�ß¶³"´-¹<à8· �/¼<½MÂ�Ü Ô¶¹ÅÀ"´-Õ=´-³"à��Å½3¸"Õ=·P¸�Â<·
L(H,α)

H
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 �&� � � �2� �.�����$� � ��� � �

Ú\«�� �E« %M© ��© *
�
�� 8A � ? $  ��� �.��� � 
% � �%� G̃ =�@ 7.� $�� # � � 
 !�� ? #  ? =.� ��
��9� L(H,α)

$  ;�����% 
� @ 7;
 
 � �:9 7.$��:� � L

ρ :
G̃ −→ G
g̃ 7−→ ρ(g̃)

����� 7 ?�? � 9��  �� g̃ � @ 7.��$ � # � � 
 !�� ? #  ��� @ �<� � � =.� � $ ? ��� Ak � ? � � $���� � ? � # � � 
 !�� ? #  6=� ��.�H� � 
% ? D
�  
 � � ? � � @ 7�9�$��:� �$=� 

G̃
� 7.� ?�?  � ��J�7.��� 7.�%$6�  ? �%�<J. 7.�CA =� �� 7 # ��$ �������% q �= �$6� @ 7;
 
 � �:9 7.$��:� �

θ̃
.89 5��  
=��

���$ =� � 7 ?  �9�$��:� � � D � 0�? @ � =� ��%$�� �, I7.� 
&7 ?�? 7 �� K7.� ���/� $��  ��%$6=� L(H,α)


&7.�
G̃
D

�������������� ! ��#$��� %ÅÇ÷Ü Ô¶à<³)�P¸AÄ¿·�Ä3·�Õ4Õ=·�ö�û ò ûÞù<º ½3Ä�·øÓ�½3¸�ÀÉ·�¹Å¼£½3¸"´¶Õ4´-³1à��<½¿¸"Õ=·
η : L(H,α) →

σ∗O(−1)
¾-Á�³"½ �:Ô¶¼YÀ

θ̃ = σ̂O(−1) ◦ η
û�²�Ô¶³�Â<Á8�/¼<½ ÀÉ½3´¶¼ &±ÈøµÑÄ Ôâ¸1·PÈøÀÉ½3´¶¼Hö�û ò û ò ( º

σ̂O(−1)

·P¸1À
ÄCÜ ÔÖà<à<Ä3½¿È�ÔÖÀ"½3´-¼EÂ<·�à<Ô¶¸"¸"Ô¶ß-· ÔÖ¹ ��¹<´¶À"½3·�¼�À4Â<·

σ∗O(−1)
à/Ô¶³dÄ¿·úß¶³"´-¹<à8·

Ĝ := {ĝσ∗O(−1) :

σ∗O(−1) → σ∗O(−1), g ∈ G} û8Ý]½¿¼<¸"½Cº θ̃ ·P¸1ÀOÄBÜ Ô¶à<à<Ä¿½3È�Ô ÀÉ½3´¶¼úÂÅ·¬à/Ô¶¸1¸ÉÔ¶ß-·dÔÖ¹ ��¹<´¶ÀÉ½¿·P¼YÀgÂ<·
L(H,α)

à<Ô¶³÷Ä¿·=ß¶³"´-¹<à8·=ÈP´-¼<�1¹Åß-¹<Á
G̃ := η−1 ◦ Ĝ ◦ η û�ÒA¼ à<Ô¶³1À"½3ÈP¹ÅÄ3½3·�³Pº θ̃ ·�¸1À÷½3¼Y¾ÖÔ¶³"½3Ô¶¼YÀÉ·à<Ô¶³�ÄBÜ Ô¶È�À"½3´-¼�Â<·

G̃
û&éAÜ Á�ßYÔ¶Ä3½ ÀÉÁ

eGF ◦Ψ◦θ̃ = q
&±È�µ�Ä ÔNà<³1´-à@´¶¸"½¿À"½3´-¼Sö�û ö�û ö (]Õ=´-¼YÀÉ³1·4ÔÖÄ3´-³1¸ ��¹Å·

Ä¿·P¸ ¸"¹Å³1µ±Ô¶È�·P¸�Â<·�¼<½¿¾¶·�Ô¶¹ØÂ<·
q
¸"´¶¼�À�½¿¼�¾ÖÔ¶³1½ Ô¶¼YÀ"·P¸ à/Ô¶³

G̃
û

2

ÇOÔ¶¼Å¸�À"´-¹ÅÀ"·=Ä3Ô�¸"¹<½ ÀÉ·Öº {x0, u0}(H,α)

Â<ÁP¸1½3ß-¼Å·=¹Å¼âà8´-½3¼YÀ�Â<· C û&ó7´-¹Å¸ÌÔÖÄ3Ä3´¶¼<¸OÁ�À"¹<Â<½¿·P³gÄ3·ê8´-³1Â�Â<·
ΩF

·P¼
z0 := σ̃{x0, u0}(H,α)

û
è�´-½ À

G0

Ä3· ¸�À Ô¶ê<½¿Ä3½¿¸ÉÔÖÀ"·P¹<³AÂ<·
ẋ0

·øÀ ~G0

º
G̃0

ºYÄ3·�¸G¸1´-¹<¸Gß-³"´¶¹<à@·�¸ ÂÅ· ~G º G̃ ÈP´¶³"³"·�¸"à8´-¼<Â/ÔÖ¼�À"¸&)È�µ Ä¿·4Ä¿·PÕ=Õ4·=ö�û ôÅû ò ( û�/O¹<½ À"À"·  ú·�7@·PÈøÀÉ¹<·�³÷¹<¼âÈ0�/Ô¶¼<ß-·�Õ4·�¼YÀ¬Â<·4ÈP´�´-³"Â<´¶¼<¼<ÁP·�¸÷Ä¿½3¼<ÁPÔ¶½3³1·¶º�´-¼
à8·P¹�ÀÌ¸1¹<à<à8´-¸"·�³1��¹Å· ~G ·P¸�ÀÑ¹<¼ ¸"´-¹<¸�ß-³1´-¹<à8·£Â<· Uk(C)

û�è�´-½ À
Ux0 = B(x0, ν)

¹<¼<·£ê8´-¹<Ä3·
·�¹<ÈPÄ¿½3Â<½¿·P¼<¼Å·

Γ
ç à@·øÀÉ½¿À"· &±½BûÞ·¶ûYÂÅ½3¸ �1´¶½3¼YÀÉ· Â<·�¸"·�¸ À"³ÉÔ¶¼<¸1Ä ÔÖÀ"ÁP·�¸Gà<Ô¶³ Ä¿·P¸\ÁPÄ¿ÁPÕ=·P¼YÀÉ¸G¼<´-¼=¼�¹<Ä3¸GÂ<·

Γ
(øº

À"·PÄ¿Ä3· ��¹<·�Ä3·�¸�ê8´-¹<Ä¿·P¸
g ◦ Π(Ux0)

¸1´-½3·�¼�À�Â<·�¹�Ó  £Â<·P¹�ÓúÂ<½3¸ �1´-½3¼YÀÉ·�¸ Ä3´-³1¸���¹<·
g /∈ G0

û
�OÁ�³"½ �/´-¼<¸B��¹<·

Π(Ux0)
·�¸1À�½3¼Y¾ÖÔ¶³"½3Ô¶¼YÀ&à/Ô¶³

G0
û è�´-½ À

g := ~g+κ ∈ G0
º�·�À

γg := ΓUx0
(gx0)&)È�µ
Ä Ô¬¸"·�È�À"½3´-¼?ö�û ò û ô (øº<Â<·�¸1´-³1À"· ��¹<· H

∀t ∈ B(0, ν) , g(x0 + t) = ~gx0 + ~gt + κ = x0 + ~gt− γg

� ¼âÔNÂ<´-¼<È
g(Ux0) = Ux0 − γg

ºMÈ�Ô¶³
~g ∈ Uk(C)

º�·�ÀÑÄBÜÞ´-¹Å¾¶·P³1À
Π(Ux0)

·P¸�ÀÑ½3¼Y¾ÖÔ¶³"½3Ô¶¼YÀgà/Ô¶³
G0

û/²A¹<½¿¸���¹<·
Ux0

·�¸1À
Γ
ç à8·�ÀÉ½ À�º<´¶¼�ÔdÔ¶¹Å¸"¸"½ H

∀t ∈ B(0, ν) , ΓUx0
(g(x0 + t)) = ΓUx0

(gx0) = γg

&Bö�û 1 (
Ç÷Ü Ô¶à<³)�P¸gÄ3·÷Ä3·PÕ=Õ=·£ö�û ôÅû ò º@ÁøÀÉ¹<ÂÅ½3·P³gÄ¿·÷ê8´-³"Â Â<·

ΩF
·�¼

z0 := σ̃{x0, u0}(H,α)

³1·�¾�½3·�¼�À  
ÁøÀÉ¹<ÂÅ½3·P³�Ä3·-��¹<´¶À"½3·�¼�À�Â<·OÄBÜ �&%�à@·�³"¸"¹Å³1µ±Ô¶È�· {q = 1} Ô¶¹NÂ<·P¸1¸"¹<¸ Â<· Π(Ux0)

à/ÔÖ³�Ä3·7ß-³"´-¹Åà@·
G̃0

û
� ¼ · Ó>�<½3ê8·¬à8´-¹<³]È�·PÄ3Ô4Â<·�¸]ÀÉ³1½¿¾�½ Ô¶Ä¿½3¸"ÔÖÀÉ½¿´-¼<¸ Â/Ô¶¼Å¸]Ä3·�¸���¹<·�Ä3Ä3·�¸

G̃0

½3¼<ÂÅ¹<½¿À�ÄBÜÞ½3ÂÅ·P¼YÀÉ½ ÀÉÁÑÂ/Ô¶¼<¸OÄ¿·P¸
�<ê<³"·�¸�&)´-¼ØÂ<½¿À���¹�ÜÞ·PÄ¿Ä3·P¸ ¸1´-¼YÀ

G̃0

ç Á$��¹<½¿¾ÖÔ¶³1½ Ô¶¼YÀ"·P¸ ( û
Ú\«�� �E« %M© ��© % F27�$ ���<J � 7C� � ? 7.$��:� � ψ(Ux0 ,ε)

.89 5 � 7 ?  �9�$��:� � � D � D 	 0  ? $ G̃0
" � �����<J�7.��� 7.�%$  ? � �$ ?  ����  #  ��%$ ? � ε  ? $�=� �� 7+5B� � #  ε0 ·m � ��� ε0  ? $6� 7+5B� � 9�$ �:� � L

ε0 :
Ux0 −→ C
x0 + t 7−→ e−πH(x0,t)

 �$
m : t 7→ m(x0 + t)

 ? $ !������ # � � 
 !% � � � �%���<�  ? � � B(0, ν)
 �$ ~G0

" � ��J�7.��� 7.�%$  ED
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 � � ��� ��� �.���5�$� � ���

�������������� �!"��#$��� %MÐ�Ô¶à<à8·PÄ¿´-¼<¸.��¹<·
ψ(Ux0 ,ε)

Ô£à@´-¹Å³�· Ó�à<³"·�¸"¸"½¿´-¼*H

ψ(Ux0 ,ε) :
p−1 ◦ Π(Ux0) −→ Π(Ux0) × C
{x, u}(H,α) 7−→

(
ẋ, ε(x+ ΓUx0

(x)).eΓUx0
(x)(x).u

)

Ý �/¼ Â�Ü ÔÖÄ3Ä3Á�ß-·P³7ÄBÜÞÁPÈ�³"½¿À"¹<³"·Öº�´-¼�³1·PÕ=à<Ä ÔÖÈP·P³"Ô
ψ(Ux0 ,ε)

à/ÔÖ³
ψ
û ,�·�À"À"·¬ÀÉ³1½¿¾�½ Ô¶Ä¿½3¸"ÔÖÀÉ½¿´-¼�·�¸1À�Á���¹Å½ ç

¾ÖÔ¶³1½ Ô¶¼YÀÉ·g¸1½M·�À�¸"·�¹<Ä3·�Õ4·�¼YÀ7¸1½M´-¼úÔ£Ä3·P¸ ½¿Â<·P¼YÀÉ½ ÀÉÁ�¸ ¸"¹<½ ¾¶ÔÖ¼�À"·P¸�¸"¹<³
p−1 ◦ Π(Ux0)

H

∀g ∈ G0, ψ ◦ g̃{x0 + t, u}(H,α) = (g(ẋ0 + ṫ), ε(x0 + t).u)
&Bö�û í (

ï
½ÙÓ�´-¼<¸
g ∈ G0

ûMéM·¬Ä¿·PÕ=Õ4·¬ö�û ò û ò î4Â<´-¼<¼<·£ÄCÜ · Ó�à<³"·�¸"¸"½¿´-¼ Â<·£ÄBÜ Ô¶¹ÅÀ"´-Õ=´-³"à��Å½3¸"Õ=·
g̃
Â<¹ �/ê<³"Á

L(H,α)
º<½¿¼<Â<¹<½ À à/Ô¶³

g = ~g + κ
¸1¹<³ Ä Ô¬ê/ÔÖ¸"· H/½3Ä�· Ó�½3¸1À"·

ρ(g) ∈ C ÀÉ·PÄ ��¹<·

g̃ :
L(H,α) −→ L(H,α)

{x, u}(H,α) 7−→
{
g(x), ρ(g).eπH(κ,~gx).u

}
(H,α)Ý7½3¼<¸1½Bº/ÄBÜÞÁ$��¹/Ô ÀÉ½3´¶¼ &Cö�û í (.��¹<·ÌÄBÜÞ´-¼úÂ<´-½¿À ¾¶ÁP³"½ �/·P³7Â<·�¾�½¿·P¼YÀ &)´-¼?È�´-¼Åµ)´-¼ÅÂ?ÄBÜ Ô¶à<àÅÄ3½3ÈPÔÖÀÉ½¿´-¼ØÔ�%=¼<·

g
Ô�¾¶·PÈÑÄBÜ Ô¶¹ÅÀ"´-Õ4´¶³"à��<½¿¸"Õ=·!��¹�ÜÞ·PÄ¿Ä3·g½3¼ÅÂ<¹<½¿À�¸"¹<³

Ak ( H

ψ ◦
{
g(x0 + t), ρ(g).eπH(κ,~g(x0+t)).u

}
(H,α)

= (g(ẋ0 + ṫ), ε(x0 + t).u)
&Bö�û - (

é&ÔúÄ¿½3ß-¼Å·'&Bö�û 1 (7µ)´-¹Å³"¼<½ À
γg = ΓUx0

(g(x0 + t)) = ΓUx0
(g(x0))

ûMÇ]´-¼<ÈÖº&à/Ô¶³gÂ<Á8�/¼<½¿À"½3´-¼
Â<·

ψ
º/Ä3·gÕ=·PÕ¬êÅ³"·gÂ<·�ßYÔ¶¹ÅÈ0�<·�Â<· &Bö�û - (�·P¸�À�ÁPßYÔ¶ÄB H

(
g(ẋ0 + ṫ), eγg(x0 + ~gt− γg).ε(x0 + ~gt).ρ(g).eπH(κ,~g(x0+t)).u

)
é&Ô£ÈP´-¼ÅÂ<½¿À"½3´-¼N¼<Á�ÈP·�¸"¸ÉÔÖ½3³"·Ñ·�À�¸1¹�%=¸ÉÔ¶¼YÀÉ·ÑÂ�ÜÞÁ$��¹<½ ¾¶ÔÖ³"½ ÔÖ¼<ÈP· &Bö�û - (�¸�Ü Á�ÈP³1½¿À�Ô¶Ä¿´-³"¸ H

∀t ∈ B(0, ν) , ∀g ∈ G0 ,
ε(x0 + t)

ε(x0 + ~gt)
= eγg(x0 + ~gt− γg).ρ(g).e

πH(κ,~g(x0+t)) &Cö�û ò î (
�]ÁP³"½ �/´-¼<¸���¹<·�ÄBÜÞ´-¼úÔ H

∀g ∈ G0 , eγg(x0 − γg).ρ(g).e
πH(κ,~gx0) = 1

&Bö�û ò-ò (
éAÜÞ½3Â<·�¼�À"½¿À"Á

θ̃ = θ̃ ◦ g̃ &±È�µ&Ä¿·]Ä¿·PÕ=Õ4·]ö�û ôÅû ò (G·P¼YÀ"³ÉÔ ;3¼<· &±Ô�¾¶·PÈ eγ
Â<·]À %�à8·

(H,α)
·�À
θ̃
Â<·]À %�à@·

(−H,α−1)
( H

[θ(x0 + t), u]−1 = [θ(g(x0 + t)), ρ(g).eπH(κ,~g(x0+t))]−1

= [θ(x0 + ~gt− γg), ρ(g).e
πH(κ,~g(x0+t))]−1

= [θ(x0 + ~gt), e−1
−γg

(x0 + ~gt).ρ(g).eπH(κ,~g(x0+t))]−1

,�´-Õ=Õ=·
e−γg(x0).eγg(x0 − γg) = e0(x0) = 1

º:´-¼�Áø¾ÖÔ¶Ä3¹<·Ñ·P¼
t = 0

à8´-¹<³�´-êÅÀÉ·�¼<½3³ &Cö�û ò¶ò (øû
Ý7½3¼<¸1½Bº<Ä¿·gÕ4·�Õ¬ê<³"·gÂÅ·ÑÂÅ³"´-½ ÀÉ·OÂ<· &Cö�û ò î (�¸"·Ñ¸"½¿Õ4à<Ä¿½+�/·Öû�Æ ÄM·�¸1À�ÁPß-Ô¶Ä  'H

eγg(x0 + ~gt− γg).ρ(g).e
πH(κ,~g(x0+t))

eγg(x0 − γg).ρ(g).e
πH(κ,~gx0)

= eπ[H(γg ,x0+~gt−γg)]

eπ[H(γg ,x0−γg)] .eπH(κ,~gt)

= eπH(γg+κ,~gt)

= eπH(x0−~gx0,~gt)

= e−πH(~gx0,~gt).eπH(x0 ,~gt)

= e−πH(x0,t).eπH(x0,~gt)
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é&Ô�Â<·�³"¼<½+�P³1·£ÁPßYÔ¶Ä¿½¿À"ÁÌà<³1´�¾�½¿·P¼YÀ�Â<·£ÄCÜ ½¿¼�¾ÖÔ¶³1½ Ô¶¼ÅÈP·ÑÂ<·
H
à/Ô¶³ ~G &±ÈøµGÄ3·PÕ=Õ=·£ö�û ö�û ò (øû@Ý]½3¼Å¸"½Bº8Ä Ô

À"³"½ ¾�½3Ô¶Ä3½¿¸ÉÔÖÀ"½3´-¼
ψ
·P¸�À�Á$��¹<½¿¾ÖÔ¶³1½ Ô¶¼YÀ"·g¸"½M·�À�¸1·P¹<Ä¿·PÕ=·P¼YÀ�¸"½ H

∀t ∈ B(0, ν) , ∀g ∈ G0 ,
ε(x0 + t)

ε(x0 + ~gt)
=

e−πH(x0,t)

e−πH(x0,~gt)

&Bö�û ò ö (

²�´-¹<³ÌÈP´-¼<È�Ä3¹<³1·¶ºM½¿ÄA¸"¹�%dÀ¬ÂÅ·4³1·PÕ4Ô¶³���¹<·�³ ��¹<·=Ä ÔNµ)´-¼<ÈøÀÉ½3´¶¼
ε0(x0 + t) = e−πH(x0,t) ¾-ÁP³1½+�/·È�·�À1ÀÉ·gÁ$��¹/Ô ÀÉ½3´¶¼N·�À.��¹<·gÄ¿·]³ÉÔÖà<à@´¶³1À Â<·]Â<·P¹�Ó�¸"´-Ä¿¹ÅÀÉ½¿´-¼<¸ ·P¸1À ¹Å¼<·]µ)´-¼<ÈøÀÉ½¿´-¼ �<´-Ä¿´-Õ=´-³"à��Å·]¼<´-¼

¼�¹<Ä¿Ä3·
m : t→ m(x0 + t)

¸"¹Å³
B(0, ν)

º/½¿¼Y¾¶ÔÖ³"½ ÔÖ¼�À"·Oà/Ô¶³ ~G0

û
2

Ç]Á�¸"´-³1Õ0Ô¶½¿¸PºY¼<´¶¹<¸GÀ"³ÉÔ�¾ÖÔ¶½3Ä¿Ä3´-¼Å¸\Ô�¾¶·PÈ7Ä ÔOÀÉ³1½¿¾�½ Ô¶Ä¿½3¸"ÔÖÀÉ½¿´-¼¬Á$��¹<½ ¾ÖÔ¶³"½3Ô¶¼YÀÉ·
ψ
Â<´-¼<¼<Á�·7à<Ô¶³

ε0
·�À

Ä3Ô£Õ4ÁøÀÉ³"½+��¹<·
q
Â<´-¼Å¼<ÁP·Ñà/Ô¶³ Ä3Ô¬à<³"´-à8´-¸1½¿ÀÉ½¿´-¼úö�û ö�û ö�û/éM·�È�Ô¶Ä¿ÈP¹<Ä�¸1¹<½¿¾ÖÔ¶¼YÀCH

q
(
x0 + t, ε0(x0 + t)−1.v

)
= δ.e−

π
2
H(x0+t,x0+t).eπ<H(x0,t)|v| = δ.e−

π
2
H(x0,x0).e−

π
2
H(t,t)|v|

Õ=´-¼YÀÉ³1·1��¹Å·¶º9��¹<½¿À1ÀÉ·  £½3Â<·�¼YÀÉ½+�<·P³
Π(Ux0)

Ô�¾-·PÈ
Ux0

º<·øÀ7·87�·�È�À"¹<·P³�¹<¼<·gÀÉ³"Ô¶¼<¸1Ä ÔÖÀ"½3´-¼NÂ<·g¾¶·PÈøç
À"·P¹<³

x0

º/ÄCÜ ·�¼<¸"·�Õ¬ê<Ä3· {q = 1} Ô¶¹ØÂ<·�¸"¸"¹Å¸]Â<· Π(Ux0)
¸�Ü Á�ÈP³1½¿À�Â/Ô¶¼<¸ Ä3Ô÷ÀÉ³"½ ¾�½ Ô¶Ä¿½3¸ÉÔ ÀÉ½3´¶¼

ψ
H

{(t, v) ∈ B(0, ν) × (C, v0) , δ0.e
−π

2
H(t,t).|v| = 1}

´$3
δ0 := δ.e−

π
2
H(x0,x0)

·�À
v0 := u0.ε0(x0)

û�²A¹<½3¸)��¹<·£Â/Ô¶¼<¸]ÈP·P¸gÈ�´�´¶³"Â<´-¼Å¼<ÁP·�¸Pº�ÄCÜ Ô¶ÈøÀÉ½¿´-¼?Â<·
G̃0

¸PÜÞ½3ÂÅ·P¼YÀÉ½ �/·. OÈP·�Ä3Ä¿·�Â<· ~G0

¸"¹Å³
B(0, ν)

&±È�µ8Ä¿·�Ä3·�Õ4Õ=·�ö�û ô�û ö ( ºÖÄ¿·�ê8´-³"Â£ÂÅ·
ΩF

ÔÖ¹÷¾-´-½¿¸"½¿¼/Ô¶ß-·
ÂÅ·

z0
¸PÜÞÁPÈ�³"½¿À H

∂ΩF = {(t̃, v) ∈ B(0, ν)/ ~G0 × (C, v0) , δ0.e
−π

2
H(t̃,t̃).|v| = 1}

´$3
t̃
Â<ÁP¸1½3ß-¼<·gÄCÜ ½¿Õ0ÔÖß-·]Â<·

t
Â/Ô¶¼<¸

B(0, ν)/ ~G0

û
Æ Ä ¸PÜ Ô¶ß-½ ÀdÕ0ÔÖ½3¼YÀÉ·�¼/Ô¶¼YÀ=Â<·Øà/Ô¶³ÉÔÖÕ4ÁøÀÉ³"·�³dÈP·3��¹Å´¶ÀÉ½¿·P¼YÀ�û\Ð ·PÕ4Ô¶³���¹<´¶¼<¸dà@´-¹Å³=È�·PÄ3Ô ��¹<·úÄ Ô

¸1½3¼<ß¶¹<Ä Ô¶³1½¿À"Á
B(0, ν)/ ~G0

·�¸1À�Ä¿½3¸1¸"·¶û�ÒA¼�·87�·øÀ�º�ÈP·PÄ¿Ä3· ç ÈP½:·�¸1À�½¿¸"´-Õ=´-³1à��<·  
Π(Ux0)/G0

º=��¹<½8·P¸1À
¹Å¼?´-¹Å¾¶·P³�ÀOÂ<¹ ��¹Å´¶ÀÉ½¿·P¼YÀ]Ä¿½3¸1¸"·

Ak/G ' Pk û:Ý7½3¼<¸1½Bº/Â�Ü Ô¶à<³)�P¸]Ä¿·�Ä3·PÕ=Õ=·gÝ÷û ò û ö�º/½3ÄM·øÓ�½¿¸1ÀÉ·ÌÂ<·P¸à8´-Ä %�¼�4-Õ4·�¸B�<´-Õ=´-ß �P¼Å·P¸
(P1, ..., Pk)

½3¼Y¾ÖÔ¶³"½3Ô¶¼YÀÉ¸&à/Ô¶³ ~G0

·øÀ�Ô¶Ä3ß-Á�ê<³"½+��¹<·PÕ=·P¼YÀ�½3¼<ÂÅÁPà8·P¼<Â/ÔÖ¼�À"¸Pº
ÔÖ½3¼<¸1½/��¹�Ü ¹Å¼�¾-´¶½3¸"½¿¼/Ô¶ß-·gÂÅ·ÑÄCÜ ´¶³"½3ß¶½3¼<·

V0

º<À"·PÄ¿¸.��¹Å·ÑÄCÜ ÔÖà<à<Ä3½¿È�ÔÖÀ"½3´-¼ H

Φ :
B(0, ν)/ ~G0 −→ V0

t̃ 7−→ y = (P1, ..., Pk)(t̃)

¸1´-½¿À ¹Å¼�ê<½+�<´-Ä¿´-Õ4´¶³"à��<½¿¸"Õ=·¶û�éAÜ Á���¹/ÔÖÀÉ½¿´-¼ØÂ<·
∂ΩF

·P¼
z0 = σ̃{x0, u0}

Â<·ø¾�½¿·P¼YÀCH

∂ΩF = {(y, v) ∈ V0 × (C, v0) , δ0.e
−π

2
H(Φ−1(y),Φ−1(y)).|v| = 1}

ó�´¶ÀÉ´¶¼<¸ ��¹<· ÄCÜ ´-¼=Ô |δ0.v0| = 1
û�è�´-½¿À

log
¹<¼<· Â<ÁøÀÉ·P³1Õ4½¿¼/ÔÖÀ"½3´-¼£Â<¹4Ä3´-ß-Ô¶³"½ ÀA�<Õ=·�Ô¶¹£¾¶´-½3¸1½3¼/Ô¶ß¶·

ÂÅ·
δ0.v0

û/ÒA¼úà@´-¸"Ô¶¼YÀ
w := 2

π
(log(δ0.v) − log(δ0.v0))

º<´-¼ú´-êÅÀ"½3·�¼�À H

∂ΩF = {(y, w) ∈ V0 × (C, 0) , <(w) −H(Φ−1(y),Φ−1(y)) = 0}
��¹<½&·�¸1À�ÄBÜÞ·øÓ�à<³1·P¸"¸1½3´-¼�Ô¶¼<¼Å´-¼<ÈPÁ�·¶û � ¼úÔ=ÔÖ½3¼<¸1½�ÈP´-Õ=à<Ä+��ÀÉ·�Õ4·�¼YÀ Â<ÁPÈ�³"½¿À�Ä¿·gê@´-³1ÂØÂ<·

ΩF

û
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ó7´¶¹<¸;Â<´-¼Å¼<´-¼<¸;½¿ÈP½Cº  ÀÉ½ ÀÉ³"· Â�ÜÞ·øÓ�·PÕ=à<Ä3·ÖºÖ¹Å¼<·�Á$��¹/Ô ÀÉ½3´¶¼¬Â<·�Ä3Ô7¸1½3¼<ß-¹ÅÄ Ô¶³1½¿ÀÉÁ\Â<¹£ê8´-³1Â¬Â<·
ΩF·�¼

z0 = σ̃{0, u0}
ºYà8´-¹<³AÄ ÔO¸1½¿À"¹/ÔÖÀÉ½¿´-¼£Â<·�é&ÔÖÀ"À��P¸

U
&)È�µ@à/Ô¶³1À"½3· ÝÌû ö�û ô ( ûYéM· À"´-³"·

A2 ·�¸1À Ô¶Ä3´¶³"¸Á�ßYÔ¶Ä8Ô¶¹�à<³1´�ÂÅ¹<½¿À
A×A

º�·�À�Ä3·�ß-³"´-¹Åà@·
G
·P¸1À�Â�ÜÞ´-³"Â<³1·

8
º�È�´-¼<¸1À"½¿À"¹<Á]Â<·�¸�ÔÖ¹ÅÀÉ´-Õ=´-³1à��<½3¸1Õ4·�¸ H

(
±1 0
0 ±1

) (
0 ±1
±1 0

)

Ç÷Ü Ô¶à<³)�P¸4Ä3·ØÀA�<Á�´-³���Õ4·
3.13

Â<· +Þï -Cº\¹<¼<·?ê<Ô¶¸"·�Â<·
C[X, Y ]G

ÈP´¶¼<¸"½¿¸1ÀÉ·�·P¼�Ä3ÔSÂÅ´-¼<¼<Á�·?Â<·
Â<·�¹�Ó=à8´-Ä+%�¼54-Õ=·P¸��<´-Õ=´-ß �P¼Å·P¸

(P,Q)
Â<´-¼YÀ\Ä3Ô
�"ÔÖÈP´-ê<½¿·P¼<¼Å· ¼�Ü ·�¸1À à/Ô¶¸\½3ÂÅ·P¼YÀÉ½+��¹Å·PÕ=·P¼YÀ\¼�¹<Ä3Ä¿·¶º

·øÀgÀÉ·PÄ¿¸-��¹<·£Ä3·÷à<³"´�Â<¹<½ ÀOÂ<·£Ä¿·P¹<³OÂÅ·Pß-³1Á¬¸"´-½ ÀgÁPß-Ô¶Ä;Ô¶¹�ÈPÔ¶³"ÂÅ½3¼/Ô¶Ä�Â<¹ ß-³"´¶¹<à@·
G
û�²A¹<½3¸)��¹Å·£Ä3·P¸

à8´-Ä+%�¼54¶Õ4·�¸
P (X, Y ) = X2 +Y 2 ·�À Q(X, Y ) = X2Y 2 ¾¶ÁP³1½+�/·�¼�ÀGÈ�·P¸GÈP´-¼<ÂÅ½¿ÀÉ½¿´-¼<¸�º¶´-¼dà8·P¹ÅÀà<³1·P¼<ÂÅ³"·Ñà@´-¹Å³

Φ
ÄBÜ Ô¶à<àÅÄ3½3ÈPÔÖÀÉ½¿´-¼ H

Φ :
(C2, 0)/G → (C2, 0)
(X, Y ) 7→ (θ1 = X2 + Y 2, θ2 = X2Y 2)

Æ Ä\·P¸�ÀÌµ±Ô¶È�½3Ä¿·£Â<·=À"³"´-¹�¾-·P³ÑÄBÜÞ½3¼Y¾¶·P³"¸1·4ÂÅ·
Φ
û�ÒA¼E·87�·øÀ�º&Ä3·�¸Ì³1·PÄ Ô ÀÉ½3´¶¼<¸gÈP´�·1%=ÈP½¿·P¼YÀÉ¸Wç ³"Ô¶ÈP½¿¼<·P¸

Â�ÜÞ¹<¼úà@´¶Ä+%�¼54-Õ=·OÂ<¹ú¸"·�ÈP´-¼<Â�Â<·Pß¶³"Ágµ)´-¹<³1¼<½3¸1¸"·P¼YÀCH

X2, Y 2 ∈
{
θ1 ±

√
θ2
1 − 4θ2

2

}

Ç÷Ü Ô¶¹ÅÀ"³"·=à/Ô¶³�À�º&´-¼ ¾-ÁP³1½+�/·���¹<·0Ä3Ô�µ)´-³"Õ=·
H
·�¸1ÀÌ¹<¼EÕ¬¹ÅÄ¿ÀÉ½¿à<Ä3·÷Â<·4Ä3ÔØµ)´¶³"Õ=·£¸1À ÔÖ¼<Â/Ô¶³1Â�º&È�Ô¶³

·�Ä3Ä3·]·P¸1À7½3¼Y¾ÖÔ¶³1½ Ô¶¼YÀÉ·]à/Ô¶³
G
&)È�µ�Ä3·PÕ=Õ=·�ö�û ö�û ò (øû

»7¼Å·ÌÁ���¹<ÔÖÀÉ½¿´-¼ØÂ<¹�ê8´-³1ÂúÂÅ·
ΩF

·�¼
z0
¸PÜÞÁPÈP³1½¿À Â<´¶¼<È H

∂ΩF =

{
(θ, v) ∈ (C2, 0) × (C, 0),

∣∣∣∣ θ1 +
√
θ2
1 − 4θ2

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣ θ1 −

√
θ2
1 − 4θ2

∣∣∣∣ = <(v)

}
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Ak/G

=?>A@CB
Ak DFE BG>AHGIKJ�>ALNMFOPI7Q?IKRFISRT@PLNI EFU @P> E k I<B G DFE�V HW> D MXIZY E @[R	\^] D BG>AL8>_HGMF`F@ U LNI URTI

Ak acb E L DFE @CB Ak/G
RFI-Od]SBG>AMe>_OP> V @fIhg D >_BG@PI E BiIjB2RTI U ] U BkH D J<B D HGI E ]lB D HGI<OPOPImR[\^I U Mn]_J<I] E ]_O % BG@Pg D I�o U @ σ : Ak → Ak/G

RTp U @ VAE IqOP]rMTHG>tsWI<J<Bk@f> E	u OfI USv > E J<Bk@f> EFU `F>_OP>ALN>AHGMT`FI U ] Dw >A@ U @ E ] V IxRFI y = σ(x) U > E BZOfI Uyv > E J<Bk@f> EFU `F>_OP>ALN>AHGMT`FI U ] D w >A@ U @ E ] V ISRFI x u @ E w ]_HG@P] E BkI UMF]_HzOPI U Bk]_{F@POf@ U ]lBkI D H|RFI x } ai~ \^>_{csWI<BNJ�I�Mn]_HG] V HG]_MF`FIrI U B�RTI�HG]_MFMXI�OPI<HqRFI D Q�J<> E RF@CBk@f> EFUE p�J�I UGU ]_@PHWI U IjB UGDT�NU ] E BkI UZUGD H-J<I U�U B�]l{F@POf@ U ]tBkI D H U MX> D H-g D I5OPIxg D >_BG@PI E B Ak/G U >A@CBmOP@ UGU I a
� ]_MFMXI�OP> EFU BG> D BxR	\^]_{X>AHGR�g D \ DFE I E RF>ALN>AHGMT`F@ U L8I1`F>AOP>_L8>AHWMF`FI4RFI Ak = Ck/Γ

MFHG>l�
w @fI E B�R	\ DFE I�]_MFMFOf@PJ�]lBk@f> E OP@ E p�]_@fHGIr] �NE I�oW���K� u , `n]lM a 1 u2� ` a 2.3 } ai� E Mn]_HWBG@PJ D OP@fI�H u Me> D HBG> D B g ∈ G u @PO[IjQ?@ U BkI ~g ∈ GLk(C)

Od]_@ UGU ] E B-OfIxHGp U I�] D Γ
@ E w ]_HW@d] E B-IjB κ ∈ Ck u BGI�O�g D I4OPIRT@d] V HG]_LNL8I

Ck
~g+κ //

Π
��

Ck

Π
��

Ak
g // Ak

J<>ALNL D BkI u >_� Π
RFp U @ V_E I�Od]�MFHG>�sWI�J<BG@P> E Ck → Ck/Γ a�� >_Bk> ETU g D I�O�\�]_MTMFOP@fJ�]lBG@P> E ~g I U BDTE @Pg D I<L8I E B�RFpjBkI<HGLN@ E p u ]_OP>AH U g D I κ I U B DTE @Pg D I  DFE p�OPp<L8I E B-R D HWp U I�] D Γ

MFHW� U a
=?>A@CB

x ∈ Ak
I<B
Gx

U > ENU Bk]_{F@fOP@ U ]lBkI D H U > DFU O�\�]lJ<Bk@f> E RFI G a =c>A@fB Ux
DTE w >_@ U @ E ] V ImRTI x u@ E w ]lHG@d] E B�Mn]_H Gx

I<B�RT@ U sW>_@ E B�RFI U BkHG] EFU OP]lBkp U h.Ux

MX> D H h /∈ Gx
u RFI U >_HWBkImg D ImOfIyg D >_BG@PI E B

Ak/G
I E y = σ(x) U >A@fB5LN>cRFI�Ofp UGD H Ux/Gx

a:� D @ U g D I G I U B1J�> EFU Bk@CB D pzR	\^]_MFMFOf@PJ�]lBk@f> EFU] �8E I U�u O�\�p<B D RFIiRFIhJ<I2g D >_BG@PI E B U I2Hk]_LN� E I  J�I�OfOPIiRFI (Ck, 0
)
/K u >A� K RTp U @ VAE IiOPI V HG> D MeIY E @�RFI U Mn]_H�Bk@fI U OP@ E p�]l@PHGI U RFI Gx

a
, ]_H�B�] E � , �$]zL8> E BGHGp5g D I (Ck, 0

)
/K

o�> D I E J�>_HGI4O�\�I EFU I�L|{FOfI5RFI U�V I�HWL8I U RTI U-v > E Jj�BG@P> ETU8�n�t�P�t���t ¢¡n�n£�¤�E¥D OPOfI U I E O�\�>AHG@ V @ E I8IjBq@ E w ]_HG@P] E BkI U Mn]_H K } U \�@PRFI E BG@fYnI  DFE¦V I�HWL8IR[\^I EFU I<L|{FOPIK]_O V p�{FHW@Pg D I�Rn] EFUiDFE I U Mn]_J<I Cm ac~ ]1RTp�LN> EFU BGHk]lBG@P> E HGI<Me> U I UGD H2OPI-Bk`Fp<>AHG�<L8IUWD @ w ] E B§o¨J v O�\�]lHWBk@fJ�OfIq�^©:� }Sª
«A¬
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KMLONQP R �TS�UWV� k£ C[X1, ..., Xk]
K X £�¤	¡n�t�ZY/[ � ��£�¤]\^[�_ R  )\ R [�`�¤	¡ R  

K £�¤a`m£a[�Sc£a[ X  cby¡ R  ed&[O[[�t�fV� k£Jg][�\ X £m¡n�t�ZYh[ � ��£�¤Z�n�t���ES�Ua[[£�¤Wi
©�@ Q?> EFU RTI U MX>AO % E�j LNI U `F>ALN> V � E I U (P1, ..., Pm) v >AHWL�] E B DFE"U % U Bk��LNI V p E p�HG]lBkI D H�RFI
C[X1, ..., Xk]

K a[� D @ U g D \�@PO UZU > E BS@ E w ]_HW@d] E B U Mn]_H K u O�\^]_MFMFOf@PJ�]tBk@P> E�UWD @ w ] E BGI§I U BS{F@fI E RFpj�Y E @PI ª
Φ :

Ck/K −→ V
t̃ 7−→

(
P1(t̃), ..., Pm(t̃)

)
>A�

t̃
RFp U @ VAE I5OP]zJ<Od] UWU I5RFI t ∈ Ck ��� X dc�P� K u IjB V OfI U > DFU I ETU I�L§{FOPI4]_O V p�{FHW@Pg D IxRFI CmRF> EFE p5Mn]_H-OPI Ulk p<HG> U RFI5O�\�@PRTp�]_O ª

{Q ∈ C[Y1, ..., Ym] , Q(P1, ..., Pm) = 0}
, ]_H�B�] E LN> E BkHGImg D I-O�\�]_MTMFOP@fJ�]lBG@P> E Φ

I U B DTE `F>_L8p<>AL8>_HGMF`F@ U LNI u I<Big D \�@POFJ<> ETv ��HWI  Ck/KOP] U BkH D J<B D HGI�R	\�I U MF]_J�IZ] E ]_O % Bk@Pg D I-]tBGBkI E R D I§o¨J v � , � u*� ` a�m }yª MX> D H Bk> D B t ∈ Ck u Φ p<Bk]_{FOP@CB
DFE @ U >AL8>_HGMF`F@ U LNIqI E BkHWI�OfI V I<HGLNI8RTI U1v > E J<BG@P> EFU `F>_OP>ALN>AHGMT`FI U I E t u @ E w ]lHG@d] E BGIzMn]_H4OPIU B�]_{F@fOP@ U ]lBGI D HyRTI4J<I1MX>A@ E B u I<B�OfI V I�HWL8I5RFI U�v > E J<Bk@f> EFU `F>_OP>ALN>AHGMT`FI UmUWD H V I E Φ(t̃)

o�Mn]_HRFpjY E @CBk@P> E	u J�I U > E BZOfI U HWI U BGHG@fJ<Bk@f> EFU  V RFI Umv > E JjBk@f> EFU `F>AOf>ALN>AHGMF`TI U ]_L|{T@d] E BkI U } a
n E Bkp<HGI UWU > ETUKE > DTU  MFHWp U I E BS] D Q V HG> D MeI U OP@ E p�]_@fHGI U Y E @ U K BkI<O U g D I5OPI V I<HGLNI ª

(V, 0) := (Ck, 0)/K

U >A@fBS] E ]_O % BG@Pg D I<L8I E BZ@ U >ALN>AHGMF`TI  (Ck, 0) ae� D @ U g D I K I U BSY E @ u (V, 0)
I U BxOf@ UWU I§I E 0 U @IjB U I D OPI<L8I E B U @ dim0 V = k a	b E U ]l@fBZMn]_HS]l@POPOfI D H U g D I dim0 V = dimC m0/m

2
0
u >_�

m0RFp U @ VAE IhO�\^@fRFp�]lO*L�]tQ?@fL�]_O_RFI U$v > E J<BG@P> ETU `F>_OP>ALN>AHGMT`FI U:UGD H DFE w >A@ U @ E ] V I�RFIhO�\^>AHW@ V @ E I RFI V uE¥D OfOPI-I E J�I�Me>A@ E BZo¨J v ��o � � u , `n]_M a�p } a �§\�]lMFHG� U OfI-BG`Fp�>_HG��LNI 2
RTIZO�\�]_H�Bk@fJ�OPIhRFI , ]lHWB�] E � , � uJ<I<B @fRFp�]_OcJ�>hq E J<@PRFIh] w I�JmJ<I�O D @?RFI U�v > E JjBk@P> EFU `F>_OP>ALN>AHGMT`FI U I E OfI U MX>AO % E.j L8I U (P1, ..., Pm) uU ] EFU BkI<HGLNI4J<> EFU B�] E B a~ ISOPI<L8LNI UGD @ w ] E BhMFHGp<J�@ U ISg D IxOP]1RF@fL8I EFU @f> E RFI

m0/m
2
0

I U Bmp V ]_OfIS] D J�]_HGRT@ E ]_OXLN@ E @ �L8]_O	R	\ DFE�U % U BG��LNI V p E p<Hk]lBGI D H-RFI C[X1, ..., Xk]
K a

r <�;s;$<�>�?A@�?utvCWwZxQy{z}|~x�8:7���?��1?B@%@.Ls� �/\^` (P1, ..., Pm) X £�¤:¡n�t�ZY/[ � ��£�¤ �n�t���ES�Ua[[£�¤%���t a�� R [�`�d&[�¤aY�¤a`�Uj��£�S�ba[�bj  R ` £adc 5�!\^[�\ � R � X £ C[X1, ..., Xk]
K i��K�P�t k¤ dimC m0/m

2
0 = m

���%�e���6�
�1�1�.�1�^����� b E�E >_BGI (P̃1, ..., P̃m)
OfI U J�Od] UGU I U RFI (P1, ..., Pm)

L8>cR D Of>
m

2
0
a%� pj�HW@fYn> ETU g D \�I�OfOPI U I EFV I E RFHGI E ByO�\�I U MF]_J�I w I<J<Bk>_HG@PI<O

m0/m
2
0
a =?>_@fB φ̃ ∈ m0/m

2
0

RFI�HGI<MFHGp U I E Bk] E B
φ ∈ m0

a , >_L8LNI φ I U B�@ E w ]_HW@d] E BGIhMn]_H K u @POcIjQ?@ U BkI DTE I v > E JjBk@P> E f `F>AOf>ALN>AHGMF`TIy] D w >A@ U @C�E ] V IyRFI 0
BkI�O?g D I φ = f(P1, ..., Pm)

o¨J v � , � ul� ` a 2 } a =?@ (y1, ..., ym) 7→ (a1y1+...+amym)RFp U @ VAE ImOd]SMF]_HWBG@PIyOf@ E p�]_@PHWIhRFI f I E 0 u ]_OP>AH U > E ] φ̃ = a1P̃1 + ...+amP̃m
a�� @ EFU @ u Od] v ]lL8@fOPOPIRFI5MX>AO % E�j L8I U (P̃1, ..., P̃m)

I EFV I E RFHWI
m0/m

2
0
an OXHGI U BkI  L8> E BGHGI<H2g D I (P̃1, ..., P̃m)

I U BhOP@P{THGI a = D MFMX> U > ETU Me> D H2J<I�OP]1g D I a1P̃1 + ...+
amP̃m

U >A@fB E¥D O�Rn] EFU
m0/m

2
0
aXb E ]N]_OP>_H U ª

a1P1 + ... + amPm =
∑

αi≥0

bα1 ,...,αmP
α1
1 ...P αm

m

o �§a�� }



�����$�1
��� "�� ��=��� ���/������� ��*.���	� 
 	�
��.�
Ak/G

��


] w I�J bα1 ,...,αm = 0
RF� U g D I α1 + ...+ αm ≤ 1

o¨OPISBGI�HWL8IxRFI5RFHW>A@fBGIxI U BZRF] EFU
m

2
0 } a� D @fBWBkI  HGp<@ E RTIjQ?I�H u OP] UGD @CBkI�RFI U RFI V HGp U RFI U Me>_O % E�j LNI U `F>_L8> V � E I U Pi

I U B$J<HG>A@ UGU ] E BGI a= D MFMX> U > ETU g D I�O�\ DFE RFI U ai
U >A@CB E > ENEcD OnI<B E >_BG> EFU k := max{i, ai 6= 0} a*� E J�>ALNMn]_HG] E BOfI U RFI V HGp U Rn] EFU o �1au� } u > E >_{TBk@fI E B bα1,...,αm = 0

RF� U g D I αj ≥ 1 u Me> D H j ≥ k
o
P α1

1 ...P αm
mI U B5`F>_L8> V � E I u I<BSOPI U Pi

U > E BSRFIqRFI V HGpq] D LN>A@ ETU 1 } a�� D BkHWI�LNI E B5RF@CB uXU @ bα1,...,αm 6= 0 u> E ] αk = ... = αm = 0 a�� @ EFU @�o �§a�� } U \�p�J<HG@fB ª
a1P1 + ... + akPk =

∑

αi≥0

bα1,..,αk−1,0..,0P
α1
1 ...P

αk−1

k−1 .

~ IZMe>AO % E�j LNI Pk
U \�IjQ?MFHG@fL8IZ]_Of>AH U J�>ALNLNI�MX>AO % E.j L8ImI E OPI U P1, ...Pk−1

u J�IKg D @XJ�> E BGHGI<RF@fBOP]8LN@ E @fL�]lOP@fBGpKR D U % U Bk�<L8I P1, · · · , Pm
a , I<Od]NL8> E BGHGI§g D I (P̃1, · · · , P̃m)

I U BKOP@f{FHGI4Rn] EFU
m0/m

2
0
a 2

, I<BWBkI8MFHG>AMX> U @fBk@f> E L8> E BGHGI u R	\^]_MFHW� U J<I�g D @iMFHGp<J��<RFI u g D I (Ck, 0)/K
I U B|OP@ UGU I U @2IjBU I D OfI�LNI E B U @hO�\^]_O V ��{FHWI C[X1, ..., Xk]

K MeI D B��jBkHGI�I EFV I E RFHWp�I�Mn]_H k MX>AO % E�j LNI U `F>ALN>l�V � E I U�u*E p<J�I UWU ]_@fHGI<L8I E Bi]lO V p<{FHG@fg D I�LNI E B @ E RFp�MXI E RF] E B U o¨J v �^© � � ` a 1.2 } a , ImHWp UWD OfBk]lB E > DTUUWDT� BmMX> D HiRFp�J<HG@PHWIKOfI UhU @ EFV_D Od]_HW@fBGp U R D {X>AHGR8R D {n] UGU @ E R	\^]lBGBGHk]_JjBk@f> E RFIZO�\�>AHG@ V @ E ImRFI U HWIj�OfI w p U Me>AO % E >ALN@d] D Q8RFI U I7Q?I�LNMFOPI U RTI ~ ]lBWBk� U o�J v Od]|Y E RFI5Od] U I�J<BG@P> E�� a�m } a� I�L8]_HGg D > ETU BG> D BkI v >A@ U OfI U�v ]_@fB U2UWD @ w ] E B U ac� E RF@PLNI EFU @P> E 1 u OP]4J<> E RF@CBk@P> E MTHGp�J<p�RFI E BkII U BZBk> D sW> D H U w p<HG@CYnp�I ª I E I��[IjB u K I U BK]_OP>_H U-DFE�V HG> D MXI5RFI4Hk]_J<@ E I U |K| �¢@P��LNIxRFI4O�\ DFE @CBkpIjB-OPISMX>AO % E.j L8I X |K| v >AHWL8I DFE Ix{n] U IxRFI C[X]K aF~ Ixg D >lBk@PI E B (C, 0)/K
I U B-RF> E JxOf@ UWU I a� E RT@PLNI EFU @P> E UGD Mep<HG@PI D HGI u J�I E \^I U B§Mn] U Bk> D sW> D H U OPIzJ�] U a =?`FI<MF`n]_HWR�I<B � >?RFR���= � �i> E BJ�]_Hk]lJ<Bkp<HG@ U p V p<>AL8pjBkHW@Pg D I�LNI E BxOfI UxV HW> D MXI U K w p<HG@CY ] E B5J�IjBGBkIqJ<> E RF@CBk@f> E a , >_L8LNI E�� > EFUMF]_H DFE I5RFp<Y E @fBG@P> E ª

� 5���� F^K:FI7�� >�?A@%?��! [$bj�,bj��£a[�` g 6= Id X £ GLk(C) £�¤a`]d&[[£4 cb�"-£$#�\��/[�¤a\�\ � £�¤a` X P �t  X  k£g][�\i£a`%g�#?£h¡n�/\^[�`�¡ R  h¡n�/\^[�`]d�[���Y�¡n£j +¡X� R [ X £ Ck i&% [ X \^`('Wd P d&[-S_ ��/d ¡n£|£�¤a` X £x cb�"-£$#�\��/[¤a\J\ ��£�¤a`y£a[�Sc£a[ X  cby¡ R   X £�¤5 cb�"-£$#�\��/[T¤Wi
~ IxBk`Tp�>AHW��LNI4I U B�OPI UWD @ w ] E B ª
24365�7%8:9�;$<�>�?A@�?�� C*)�36<�� 3�+�8-,/.'2 70,1,]| w2)�2Qz 2�3]?�3�?B@.L=N�P R �TS�UWV� k£ C[X1, ..., Xk]

K £�¤a`£a[�Sc£a[ X  cb�£i¡ R   k ¡n�t�ZYh[ � ��£�¤��n�t���ES�Ua[[£�¤ R �TS�bWV� )\4'Wdn£j��£a[�`�\^[ X b+¡n£a[ X R [�` ¤Z¤a\�£a`�¤ £ad?�P£j��£a[�`¤a\ �P£�S_ k�/d ¡n£ K £�¤a`�d&[ S_ k�/d ¡n£ X £4 cb�"�£$#�\��/[�i
~ I U MFHW>AMFHW@Pp<BGp U MFHWp�J<p�RFI E BGI USU I5HGp UWD LNI E BZ]_OP>AH U I E Od]|MFHW>AMX> U @CBk@P> E ª
x�8:7%�J7�5WFIK:FI7��v>�?A@�?�3vC*)�36<�� 3�+.86,/.c2 70,�, w2)�2�z}|�x�8/FBGAG w�x�8
z�L$� �/\^` K d�[ ¤ �/d¥¤a�AS_ k�/d ¡n£
g][�\ X £ GLk(C) i N £�¤ R ¤�¤ £j )`B\��/[T¤K¤ad&\^_ R [�`+£�¤x¤ �/[�` b7'Wd&\^_ R �P£a[�`+£�¤98

: i N £�Sc£j 7��£ X P £a[T¤ £j�fV��P£ R [ R �ZYh`A\4'Wdn£ (Ck, 0)/K £�¤a`��Z\P¤�¤ £Wi
; i N�P R �TS�UWV� k£ C[X1, ..., Xk]

K £�¤a`m£a[�Sc£a[ X  'b k ¡n�t�ZY/[ � ��£�¤K�n�t���ES�Ua[[£�¤ R �TS�bWV� a\4'Wdn£j��£a[�`\^[ X b+¡n£a[ X R [�`�¤Wi
< i N £�S_ k�/d ¡n£ K £�¤a`]d&[ S_ k�/d ¡n£ X £5 cb�"�£$#�\��/[�i
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����� � &-, 0��§#�.r(j&-,
(A2, G)

!:&m(<, ;N#r&
A2/G = P2

�
	��
	�� ��������������������� ����!"�$#��
1=?>A@CB

Aω

OfI�Bk>AHWI
C/L(ω) u >A� L(ω)

RFp U @ VAE I�OfI�HGp U I�] D Z + ωZ u ] w I�J =ω > 0 u I<B
G DFE V HW> D MXI8Y E @hR	\^] D BG>AL8>_HGMF`F@ U LNI U RFI Aω

a ~ I U HWp UWD OfBk]lB U RTI�Od] U I�JjBk@f> E MFHWp�J�p<RFI E BGILN> E BkHWI E B-g D I1OfISg D >_BG@PI E B Aω/G
I U B�I E J<>AHGI DFE I UWD H v ]_J<I5RFI � @fI�L8] EFE o¨OfI U Bk]_{F@fOP@ U ]lBkI D HR	\ DFE MX>A@ E B x RFI Aω

U > DFU O�\�]_JjBk@f> E RFI G I U B DFEzV HG> D MeIhOP@ E p�]_@fHGI�Y E @ } a �ZImMFO DFU<u Od] v >AHGL D OPIRFI � @fI�L8] EFE �&% D H('-@fB k o¨J v �*)�@C� u , `n]_M a nEn n a�m } L8> E BGHGIyg D ImOfI V I E HGImRTIyJ�Img D >_BG@PI E B�I U B E¥D O uRF� U g D INOPI V HW> D MXI G E \^I U B|MF] U HWp�R D @fB  DTE V HW> D MXI8RFIzBkHG] EFU Od]lBG@P> E a	b E w p<HG@CYnI�]lOP>AH U�ug D @CBGBkI  g D >_BG@PI E BGI�H G Mn]_H U > E U > DFU � V HW> D MXI E >AHWL�]_O:RFI U BkHG] EFU Od]lBG@P> EFU T o¨> E HGI�LNMFOP]_J�I]_Of>AH U Aω

Mn]_HzOfIrBG>AHGI
Aω/T } u g D I�Od] OP@ U BkI�RTI U J�> D MTOPI U (Aω, G)

BGI�O U g D I�OPIrg D >_BG@PI E B
Aω/G

I U B�@ U >_L8>AHWMF`FI  P1
I U B�Od] UWD @ w ] E BkI8o�> ErE >_BkI ρ = e

iπ
3 }Sª+ (Aω , {1,−1})

+ (Ai , {1, i,−1,−i})+ (Aρ , {1, ρ2, ρ4})
+ (Aρ , {1, ρ, ρ2, ρ3, ρ4, ρ5})� > D H w p�HG@CYnI�H�g D I�OPI U g D >_BG@PI E B U J<>AHGHWI U MX> E RF] E B U�U > E B�@ U >ALN>AHGMF`TI U  P1 u > E MXI D BMn]lH§IjQ?I<L8MFOfI�I7QT`T@P{XI�H DTE I�]_MTMFOP@fJ�]lBG@P> E `F>AOf>ALN>AHGMF`TI UWD H�sWI<J<Bk@ w I σ : A1 → P1

RF> E B|OfI UYn{THGI U§U > E B|I7QT]_J<BGI�LNI E BqRF> ETE p�I U Mn]_H4O�\^]_J<BG@P> E R D�V HG> D MXI G a$� E I �eI<B u > E RF@ U Me> U I�R Dv ]_@CBmp�Ofp�LNI E B�]l@PHGI UWD @ w ] E B ª
r <�;s;$<�>�?ut�?A@ � �/\^` σ : Ak → Pk d�[[£ R ¡*¡X�Z\�, R `A\��/[¦�n�t�P�t���t ¢¡n�n£z¤adc .-�£/,a`A\^__£ X �/[�`x�P£�¤
g V� k£�¤S¤ �/[�` X �/[�[�b�£�¤h¡ R  5� P R ,a`A\��/[ X d{S_ k�/d ¡n£ G i��K�P�t k¤ Ak/G £�¤a`�\P¤ �t���t ¢¡n�n£10 Pk i
���%�e���6�
�1�1�.�1�^��� � =?>A@CB

ρ : Ak → Ak/G
Od]NMFHG>�sWI�J<BG@P> E `F>AOP>_L8>AHWMF`FI UGD HZOPI1g D >_Bk@fI E B a� D @ U g D I σ MFHWI E R OP]�L �<L8I w ]_OPI D H UWD H DFE I§>AHG{F@CBkI1RFI G u @fO I7QT@ U BGI DFE Iz]_MTMFOP@fJ�]lBG@P> E `F>l�Of>AL8>_HGMF`FI UGD H sWI�JjBk@ w I χ : Ak/G → Pk BkI�OfOPI1g D I σ = χ ◦ ρ a =c@ χ E \^pjB�]_@CBxMn] U @ E sWI�JjBk@ w I uRFI D Q�>AHG{F@CBkI U RF@ U BG@ E JjBkI U2U > DTU O�\^]_JjBk@P> E RFI G ] D HG]_@fB2L �<L8I-@fL�] V I�MF]_H σ u J<IKg D @[I U BhIjQ?J�O DMn]lHm` % MX>_Bk`T� U I a 2

� > D H OfI�MFHGI<L8@fI�H:J�> D MFOPI utDTE IiBGI�OfOPI�]_MFMTOP@PJ�]lBk@f> E I U B�RT> EFE p<IhMn]_H:OP] v > E J<Bk@f> E RFI32 I�@fI�H U �BGHk] UWU ℘ω

] UGU >?J<@Pp�IZ] D HGp U I�] D L(ω)
o�I�OfOPI-I U ByMn]_@fHGI-I<BhR	\�>AHGRFHWI 2 } ac� > D HhOfI U ] D BkHWIKJ<> D MFOfI U�u> E MXI D B�MFHWI E RTHGI4HGI U MeI<J<BG@ w I<L8I E BKOfI Uyv > E JjBk@f> EFU ℘2

i
u ℘′

ρ

I<B
℘′

ρ
2 a

�
	��
	4� 56�879�$�:!;!;�$<=7>�@?"�$#:�A���A���(� ���=!;�(#��
2

~ ]§J�OP] UGU @fYnJ�]lBk@f> E RFI U J<> D MFOfI U (A2, G) u >_� A2
I U B DFE Bk>AHWIKJ�>_L8MFOfIjQ?IKRTIKRF@fL8I EFU @f> E 2IjB

G
I U B DFE V HW> D MXI1Y E @ R	\^] D Bk>_L8>AHWMF`F@ U LNI U RFI A2 u I<BZBkI�O U g D IqOfI1g D >_BG@PI E B A2/G U >A@fB@ U >ALN>AHGMT`FI�B P2 u I U B5RDCFI�BFE4] E IHGl> u[� >IG DFE ] V ] uKJ > U `F@PRF] oW�LE ��J � u �NMIO � } a9P I U J<> D MFOfI UU > E BZOfI U-UGD @ w ] E B U ª+ U = (Aω × Aω , G(2, 1, 2))
+ Ui = (Ai × Ai , G(4, 1, 2))+ Uρ2 = (Aρ × Aρ , G(3, 1, 2))



��� � #%��� ��00���"�����
(A2, G)


)����� 
��.�
A2/G = P2 �0�

+ Uρ = (Aρ × Aρ , G(6, 1, 2))+ Q =
(
Ai × Ai , 〈G(4, 2, 2), 1+i

2

(
1
1

)
〉
)

+ C = (Aω × Aω , S3)� ]lHiRTp<Y E @CBk@f> E	u G(m, p, 2)
o�>A�

m ≥ 2
I<B
p
RF@ w @ U I m } RTp U @ VAE I-OPI V HW> D MXI-RFI-HGp��FIjQ?@P> E@fHGHWp�R D JjBk@f{FOPINo�J v Od]|RFpjY E @fBG@P> E �1au�Aa�m } I EFV I E RFHGp4Mn]_H ª

(
0 1
1 0

) (
0 e

2iπ
m

e−
2iπ
m 0

) (
e

2ipπ
m 0
0 1

)

o�J v O�\^]_H�Bk@PJ<OPI-RFI4=?`TI�MF`n]lHGR�I<B � >cRFR �^= � �[MX> D HyOP]1J<Od] UWU @fYFJ�]lBG@P> E RTI UyV HW> D MXI U RTISHGp��nIjQ?@P> EY E @ U IjB2@fHGHWp�R D JjBk@f{FOPI U } aAb E ] E >lBkp 〈G(4, 2, 2), 1+i
2

(
1
1

)
〉 OPI V HW> D MXImI EFV I E RFHWp-Mn]_H G(4, 4, 2)IjB�OP] BkHk] EFU OP]lBk@f> E RFI w I�JjBkI D H 1+i

2

(
1
1

) u I<B S3

OP] HWI�MFHWp U I E B�]lBG@P> E OP@ E p�]_@fHGI�R D V HG> D MeIrRFIMXI�HWL D Bk]lBk@f> E S3
UWD @ w ] E BGI ª

(
1 0
0 1

) (
−1 −1
0 1

) (
0 1
1 0

) (
1 0
−1 −1

) (
−1 −1
1 0

) (
0 1
−1 −1

)

� <&; +�8����6<�>�?,t�?ut�N £�,��/d ¡X�P£ C £�¤a`�¡X cb�¤ £a[�` bK¤ �/d¥¤4� R ���t 7��£x¤ad�\^_ R [�` £ X R [T¤	��

�	���98

A2 = C2/Γ, ��� Γ = L(ω)

(
1

1

)
+ L(ω)

(
ρ2

ρ

)
, £a` G = G(3, 3, 2)

% [$_Mbj a\ gy£�'Wdn£z�P£�¤ X £ad6#N¡X cb�¤ £a[�` R `A\��/[T¤§¤ �/[�`�b7'Wd�\^_ R �P£a[�`+£�¤ � £a[$d�`A\ �Z\P¤ R [�`��P£ ,�� R [�Sc£j��£a[�`
X £�,�� �t  X �/[�[�b�£�¤ 8 (

x′

y′

)
=

i√
3

(
ρ4 ρ2

1 1

)(
x
y

)

�S] ETU OfI U5U I<J<BG@P> EFU4UGD @ w ] E BkI U�u:E > DFU w p�HG@CYn> EFU g D IzJ�I U g D >_BG@PI E B U4U > E B§@ U >ALN>AHWMF`FI U B
P2 u I E J�> EFU BGH D @ U ] E B DFE Ir]_MFMFOf@PJ�]tBk@P> E RFI�MF] UGU ] V I�] D g D >lBk@PI E BqIjQ?MFOf@PJ�@CBkI o¨J v OfI�OPI<L8LNI
�1a � au� } a � > DTU RT> EFE > ETU ] DFUGU @�OPI U w ]_OfI D H U J�HG@CBk@fg D I U RFI5J�I U ]lMFMFOP@fJ�]lBG@P> ETU a
� 	4�
	�� 56��! 79#���� �$��!

U,Uρ2, Ui, Uρ

~ ] E >_B�]tBk@P> E�� U � I U BZI<L8MTOP>��Ap<I4I E HGp v p<HGI E J�I B��ZI�RF] a � E I��[IjB u J<I�O D @C�+J<@ D BG@POf@ U ]1O�\^]_M?�MTOP@PJ�]lBk@f> E η o�RFp<Y E @PI�MTO DFU {n] U } ]lY E RFI�J<> EFU BGH D @fHGI8RFI U I E RF>ALN>AHWMF`F@ U L8I U `F>_OP>ALN>AHGMT`FI URTI
P2

g D @ U > E BZRFI U�� MTHG>cR D @fB U � R	\ DTE I5L �<L8I v HG]_J<BG@P> E Hk]tBk@P> EFE I�OfOPI aDP I<HWB�]l@ E I U MFHW>AMFHW@Pp<BGp URTI4J<I<BWBkI v Hk]_JjBk@P> E Mn] UGU I E BK]_OP>AH U BqO�\�I E RF>_L8>AHWMF`F@ U LNISI E RF@PLNI ETU @P> E 2
o¨J v �^©�= � � u�� � } a

! 7��15 K 8"�$#MK:FI7�� ,1< 5 ��+�5 5 +&%%< 5 +&�'���67�K:FI< �"K
b E BkHG]_@fBGI�OPI�J�> D MFOPI U u OPI U ] D BGHGI UNU I�BGHk]_@CBkI E B B O�\�@PRTI E Bk@fg D I a =?>_@fB G(2, 1, 2)0

OfI U > DFUV HG> D MXI5RF@ U Bk@ EFVAD pxR	\�@ E RF@PJ<I 2
RFI

G(2, 1, 2)
I EFV I E RFHGp4Mn]_HmOfI U L8]lBkHW@PJ�I U ª

(
−1 0
0 1

) (
1 0
0 −1

)
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� E�D Bk@fOP@ U ] E BmO�\^]_MFMTOP@PJ�]lBk@f> E σ0 := ℘ω × ℘ω

o¨J v Mn]lHWBk@fI �§a � a�� } u > E ] ª
Aω × Aω/G(2, 1, 2)0 ' P1 × P1

n O�HWI U BGI1BNI7QTMTHG@PLNI�HmOfIxMn] UWU ] V I4] D g D >_BG@PI E B�Mn]lHmO�\�@ E w >AO D Bk@f> E ª
(

0 1
1 0

)

P > ETU @PRTp�HG> EFU Me> D H J�I�OP] DFE MTOP> EFV I�LNI E B φ RFI P1
I E8DFE I�g D ]lRFHG@fg D I�RTI P2 a¥~ \^]_MFMFOf@PJ�]lBk@f> E

η
g D @	] D Q�MX>A@ E B U (m,m′)

RFI
P1 ×P1

] UGU >?J<@PISOP]1RFHW>A@fBGIKRFI P2
Mn] UGU ] E ByMn]_H φ(m) u φ(m′)I U BmI7QF]lJ<BkI<L8I E Bm@ E w ]_HG@P] E BkI�Mn]_H2MeI<HGL D Bk]lBk@f> E RTI U J<>?>AHWRF> EFE p�I U o¨R	\^]_MFHW� U OfIZBk`Tp�>AHW��LNIKRFI

� I k > D B uXDFE I|RFHW>A@fBGI5J�> D MXI DTE I|g D ]_RFHW@Pg D I1I E I7QF]lJ<BkI<L8I E BxRFI D Q�MX>A@ E B U�u ] w I�J§L D OfBG@PMFOf@C�J<@fBkp } aT~ IKOPI�LNLNI �1a � a�� ]_MFMTOP@Pg D p=B σU := η ◦ σ0

LN> E BkHWIS]_Of>AH U g D IxOPIZg D >_Bk@fI E B Aω ×AωMn]lH
G(2, 1, 2)

I U BZ@ U >AL8>_HGMF`FI B P2 a� ]lH�I7Q?I�LNMFOPI unU @ φ RFp U @ V_E I5OPIxMFOf> EFV I<L8I E B-RTI P1 UGD H-OP]|g D ]_RFHG@fg D I Z2 = XY ª
φ :

P1 → P2

[x : y] 7→ [y2 : x2 : −xy]
]_Of>AH U O�\�]lMFMFOP@fJ�]lBG@P> E η ]qMe> D HmIjQ?MFHWI UWU @P> E ª

η :
P1 × P1 → P2

[x : y], [x′, y′] 7→ [xx′ : yy′ : xy′ + yx′]

IjBZO�\�]lMFMFOP@fJ�]lBG@P> E σU = η ◦ σ0
U \�p�J<HG@CB ª

σU :
Aω × Aω → P2

(z1, z2) 7→ [℘ω(z1).℘ω(z2) : 1 : ℘ω(z1) + ℘ω(z2)]

r < 5���+�GA< �1865�#�8/FIK
F����1< 5 ,1<
σU := η ◦ σ0~ \^]_MFMFOf@PJ�]tBk@P> E η ] MX> D H w ]lOPI D H U J<HG@CBk@Pg D I U O�\�I EFU I�L|{TOPI {Z2 = 4XY } o�J_\�I U BNOP]�J�> D HG{XIR D ]_OPIzRFI φ(P1)

o�J v ��o %�� P `n]lM a 2 u � 4 } a:~ I U @fL�] V I U Mn]lH η RFI U w ]lOPI D H U J�HW@fBk@fg D I U RFI σ0U > E BZOfI U 4
RFHW>A@fBGI U ª

η ◦ σ0{(x, 0)} = {Z = 0}
η ◦ σ0{(x, a)} = {X + α2Y − αZ = 0}

>A�
a ∈ {1

2
, ω

2
, 1+ω

2
} I<B α := ℘ω(a)

o�> E >_{TBk@fI E B U I D OPI<L8I E B 3
RFHW>A@fBGI U MX> D H5OPI U J�> D MFOPI U

Uρ2 , Ui, Uρ } a
�
	��
	�� 56� 7>#����=�(�

C = (Aω ×Aω,S3)
! 7��15 K 8"�$#MK:FI7�� ,$� �1+�5 5 +&%%< + �'���17�K:FA< �"K

� > DFU ]_OPOf> EFU I7QT`T@P{XI�H DFE I1]_MFMFOf@PJ�]tBk@P> E σ : Aω × Aω → P2
RF> E B�OPI U Yn{FHWI U�U > E BZRF> EFE p�I UMn]lHSO�\^]_J<BG@P> E RFI S3

a P > EFU @fRFp�HW> EFU B�J<I<BxI��[IjB DFE MFOP> EFV I�LNI E B φ RFI
Aω

I E DFE IqJ D {F@Pg D IRFI
P2 aX~ \�]_MTMFOP@fJ�]lBG@P> E σ g D @ ] D Q�Me>_@ E B U (m,m′)

RFI
Aω × Aω

] UGU >?J<@PI4Od]qRFHG>_@fBkI5Mn] UGU ] E B



��� � #%��� ��00���"�����
(A2, G)


)����� 
��.�
A2/G = P2 ���

MF]_H
φ(m)

IjB
φ(m′)

HGp<Me> E R�] D MFHG>_{FOP�<L8I a¥� E I �eI<B u I<OPOfImJ�> EFU @ U BkI B5@PRTI E Bk@CYnI�H�OPI U J�> D MTOPI UE > E >AHGRT> EFE p U RFISMX>A@ E B U MFHG@ U Mn]_HWL8@ {m,m′,−m−m′} o�Bk> D BkIZRFHG>A@CBkIZRFI P2
J<> D MXI DFE IJ D {F@fg D IxI E 3

MX>A@ E B U RF> E B-Od] U >ALNL8IZI U B EcD OPOPI|o¨J v � ~ V � }G} a n O[I U B-J�OP]_@PHig D IxO�\�I ETU I�L§{FOPISRTIJ<I U J�> D MFOPI U-v >_HGLNI E B-O�\�>AHG{T@fBkIKRFI (m,m′) U > DFU O�\^]_JjBk@P> E R D�V HG> D MXI S3
a

� Y E R	\�IjQ?MFOf@PJ<@fBkI<H σ u J�`F>_@ U @ UGU > EFU Me> D H φ OPISMFOf> EFV I<L8I E B UGD @ w ] E B ª
φ(x) = [Θ0(x) = θ00(x)θ

2
11(x) : Θ1(x) = θ10(x)θ01(x)θ11(x) : Θ2(x) = θ3

00(x)]

~ ] v > E J<Bk@f> E θjk
u Me> D H j, k ∈ {0, 1} u RFp U @ VAE IxOd] v > E J<BG@P> E BG`��<Bk]|RFI � @PI<L�] ETE RFp<Y E @PISMF]_Ho�J v �^�K� P `F]_M a nEn u�� 2 }Sª

θjk :
C → C

z 7→
∑

m∈Z
eiπ(ω(m+ j

2
)2+2(m+ j

2
)(z+ k

2
))

� OfOPI w p<HG@CYnI5Me> D HyBk> DFU I E BG@PI<H U p I<B q ª
θjk(z + p.ω + q) = eiπ(−2p.z−p2.ω+pk−qj).θjk(z)

o �1a � }
IjB U > E RF@ w @ U I D HmI U BZp V ]_O�B [ j+1

2
.ω + k+1

2
] a ~ \^]_MFMFOf@PJ�]lBk@f> E σ U \�p�J<HG@fBZ]_Of>AH U ª

σ(x, y) = [Θ2(y)Θ1(x) − Θ2(x)Θ1(y) : Θ2(x)Θ0(y) − Θ2(y)Θ0(x)
: Θ0(x)Θ1(y) − Θ1(x)Θ0(y)]

r < 5���+�GA< �1865�#�8/F^K:F�� �6< 5 ,1<
σP IjB-I EFU I�L|{TOPISI U B-OPIZR D ]_O[RFISOd]1J D {F@fg D I φ(Aω) a�� P \�I U B DFE IxJ<> D HG{XISRFIxRTI V HWp 6

o¨J v ��o %��
P `F]_M a 2 u�� 4 } a
� 	4�
	�� 56� 7>#����=�$�

Q =
(
Ai ×Ai, 〈G(4, 2, 2), 1+i

2

(
1

1

)
〉
)

! 7��15 K 8"�$#MK:FI7�� ,$� �1+�5 5 +&%%< + �'���17�K:FA< �"K
~ I V HW> D MXI G = 〈G(4, 2, 2), 1+i

2

(
1
1

)
〉 I U BzJ�> EFU Bk@CB D p�RFI U 32

p<OPp<L8I E B UqUGD @ w ] E B U�u >A� δ ∈
{0, 1} ª (

±1 0
0 ±1

)
+ δ.

( 1+i
2

1+i
2

) (
0 ±1
±1 0

)
+ δ.

( 1+i
2

1+i
2

)

(
±i 0
0 ±i

)
+ δ.

( 1+i
2

1+i
2

) (
0 ±i
±i 0

)
+ δ.

( 1+i
2

1+i
2

)

b { U I<H w > EFU g D I2OPI V HW> D MXI G(2, 1, 2)
RFIiOd] U @CB D ]tBk@P> E RTI ~ ]lBWBk� U U o¨J v Od] U I�J<BG@P> E �§a � a�m }I U B DFE�U > DFU � V HG> D MeINRF@ U Bk@ EFVAD pNRFI G a$� > DFU MX> D w > EFU RT> E J�RTp�J�>_L8MX> U I<H1OfI8MF] UGU ] V I�] Dg D >lBk@PI E BZI E ª

Ai × Ai
σU−→ Ai × Ai/G(2, 1, 2)︸ ︷︷ ︸

P2

h−→ P2
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>A�
h
RFp U @ VAE IiOfI�Mn] UWU ] V I�] D g D >_Bk@fI E B:RFI P2

Mn]_H	OfI V HG> D MeI�B 4 p<OPp<L8I E B U H := G/G(2, 1, 2) a~ I U p<OPp�LNI E B U RTI H > E B�MX> D HmHGI<MFHGp U I E Bk] E B U o ��� X dc�P� G(2, 1, 2) }Zª
n R
,
n R

+
1 + i

2

(
1

1

)
, i.

n R
, i.

n R
+

1 + i

2

(
1

1

)

� > DFU ]_OPOf> EFU w p�HW@fYnI<H�g D \ DFE I4IjQ?MFHWI UWU @P> E RFI5O�\^]_MFMTOP@PJ�]lBk@f> E h I U B�RF> EFE p�I5Mn]lH ª
h([X : Y : Z]) = [

(
X + α2Y

)2
: (X + α2Y )2 − α2Z2 :

(
X − α2Y

)2
]

>A�
α := ℘i(

1
2
) a � > D HqJ�I<Od] u @PO UGDT� BzRFI U \�] UGUGD HGI�Hzg D I�OP]�J�>ALNMX> U p<I σ := h ◦ σU

o¨g D @I U B5R	\�>AHGRTHGI 32 } I U B5@ E w ]_HG@P] E BkI|Mn]lH i a n R I<B5Mn]_HKOd]8BGHk] EFU Od]lBG@P> E RFI w I<J<BkI D H 1+i
2

(
1
1

) o�J v OPIOfI�LNL8I �1a � au� } a� Y E RFI�LN> E BkHGI<H|J�IjBGBGI�@ E w ]_HG@P] E J<I u$E > DFU ]lOPOP> EFU I7Q?MFHG@fL8I<H σ B O�\�]_@fRFINRFI v > E JjBk@f> EFUBG`��<Bk]�RFI � @PI<L�] ETE a�� Od] U I�JjBk@P> E �1a � a�m u	E > DFU ] w @f> EFU p�J<HG@CB σU

B�O�\^]_@fRFI|RFIzOd] v > E J<BG@P> E
℘i
a�� p�HG@CYn> EFU RT> E J5g D \^@fO�IjQ?@ U BkI c ∈ C BkI�O�g D I ª

℘i = c.θ2
00.θ

−2
11

~ I U J�]_HWHGp U RFI U RFI D Q v > E J<BG@P> ETU BG`��<Bk] θ00 IjB θ11 U > E BhRTI U2v > E J<BG@P> EFU Bk` �<B�]4RFI�L �<L8ImB �cMeIo�J v o �§a � }W} aA~ I D H Hk]_MTMe>AH�B v >AHWL8IyRT> E J DFE I v > E J<BG@P> E LNp�HW>AL8>_HGMF`FI UGD H Ai
a P IjBGBkI v > E J<BG@P> EI U B�MFHG>_Me>AH�Bk@f> EFE I<OPOPI=B ℘i

u J�]_H-I�OfOPIx]zOPIxL ��LNISRF@ w @ U I D H-g D I ℘i

o¨@ a I a 2[1+i
2

] − 2[0] } a~ \�]lMFMFOP@fJ�]lBG@P> E σU

o�J v OP] U I<J<Bk@f> E �§a � a�m } U \�p�J�HW@fB�RF> E J ª
σU (x, y) = [c2.θ2

00(x).θ
2
00(y) : θ2

11(x).θ
2
11(y) : c.θ2

00(x).θ
2
11(y) + c.θ2

00(y).θ
2
11(x)]

b E I E RFp�R D @fB-O�\�IjQ?MFHWI UWU @P> E RFI5O�\�]_MTMFOP@fJ�]lBG@P> E σ = σU ◦ h ª
σ(x, y) = [(c2.θ2

00(x).θ
2
00(y) + α2.θ2

11(x).θ
2
11(y))

2
: (c2.θ4

00(x) − α2.θ4
11(x)) .

(c2.θ4
00(y) − α2.θ4

11(y)) : (c2.θ2
00(x).θ

2
00(y) − α2.θ2

11(x).θ
2
11(y))

2
]

)�> E BGHG> EFU g D I σ I U Bz@ E w ]_HG@P] E BkI�MF]_H i a n R a:P >ALNLNI�OPI U|v > E JjBk@P> EFU Bk` �<B�] θ2
jj(i.x)

I<B
θ2

jj(x)
Me> D H j = 0, 1

> E B1L �<L8IzRF@ w @ U I D H8o¨J v Od]rMn]_H�Bk@fI �§a � a � } u @PO�I7Q?@ U BGI8RTI U1v > E J<BG@P> EFUBG`��<Bk] E > E�E¥D OfOPI U ϕj

BkI<OPOfI U g D I ª
θ2

jj(i.x) = ϕj(x).θ
2
jj(x)

� >_Bk> ETU g D IzO�\^@fRFI E Bk@CBkp ℘i(ix) = −℘i(x)
I E BkHG]�� E I ϕ0 = −ϕ1

a�� @ EFU @ u OP>AH U g D IzO�\�> E MFHWpj�J<>AL8MX> U I O�\�]lMFMFOP@fJ�]lBG@P> E σ
MF]_H

i.
n R u J�`n]_J DFE I RFI U I U J�>c>AHGRT> EFE p<I U I U B�L D OfBk@fMFOP@fp�I�Mn]_H

(ϕ1(x).ϕ1(y))
2 a ~ \�]_MTMFOP@fJ�]lBG@P> E σ I U BZRF> E J5@ E w ]_HW@d] E BkIKMn]_H i. n R a� ] UGU > EFU B§O�\�@ E w ]_HG@P] E J<IZMn]lHyOd]5BkHk] EFU OP]lBk@f> E 1+i

2

(
1
1

) a P >AL8LNIKMTHGp�J<p�RFI<L8LNI E B u @POXIjQ?@ U BkIRFI U�v > E J<BG@P> EFU BG`��<Bk] E > E�EcD OPOPI U ψj

BGI�OfOPI U g D I ª
c.θ2

00(x+
1 + i

2
) = ψ0(x).θ

2
11(x)

IjB
θ2
11(x +

1 + i

2
) = ψ1(x).c.θ

2
00(x)
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�1\�] D BkHGIqMF]_HWB u Od] v > E JjBk@P> E ψ0.ψ
−1
1 (x) = ℘(x).℘(x + 1+i

2
)
I U BxJ�> EFU Bk] E BkI�o¨I<OPOfI§I U Bx`F>AOf>l�LN>AHWMF`FI UGD H Ai } p V ]lOPI B −α2

o�> E p w ]lO D I1I E 1
2
} a�� @ EFU @ u OP>_H U g D I4O�\�> E J�>ALNMe> U I σ Mn]_H�Od]

BGHk] ETU Od]tBk@P> E 1+i
2

(
1
1

) u OPI U J<>?>AHWRF> EFE p�I U RFI σ U > E B�L D OCBk@fMFOP@fp�I U Mn]_H (α2.ψ1(x).ψ1(y))
2 a

� E J<> E J�O DFU @f> E	u O�\^]_MFMTOP@PJ�]lBk@f> E σ = h ◦σU

I U ByR	\�>AHWRFHGI 32
I<B2@ E w ]_HG@P] E BkI-Mn]_HiOPI V HG> D MeI

G a ~ I5g D >_Bk@fI E B A2/G
I U BZRT> E J5@ U >AL8>_HGMF`FI B P2

o�J v OPI�LNLNI �§a � a�� } a
r < 5���+�GA< �1865�#�8/F^K:F�� �6< 5 ,1<OG�++�68:7�� < #MK
FA7��

σb E w p<HG@fYFI4g D I4OPI U w ]_OPI D H U J<HG@fBG@Pg D I U RTI4O�\�]lMFMFOP@fJ�]lBG@P> E σ U > E B�OPI U 6
RTHG>A@CBkI UmUWD @ w ] E BGI U ª

σ{(x, 1
2
)} = {Y = 0} σ{(x, 0)} = {X = Z}

σ{(x, x+ 1+i
2

)} = {X = 0} σ{(x, x)} = {Y = Z}
σ{(x, ix+ 1+i

2
)} = {Z = 0} σ{(x, ix)} = {X = Y }

b E J�> ETUGD OCBkI�HG]r� E ��J ��MX> D H-MFO DFU RFI5RFpjB�]_@fO U a

�����  ���&	� .r(j&-, %r& � /5!�!�
-, &y! &-3r% ��� ��
 .���9<,�� &-, 0�
�97!:9��
;N#r&	� &-3q!���3r9<,

~ \^>_{csWI<BhRFIZJ<ISMn]_HG] V HG]_MF`FI�I U ByRFIZRFp<BGI�HGLN@ E I�H U @XJ�I�H�B�]_@ EFU I E RF>_L8>AHWMF`F@ U LNI U J�HG@CBk@fg D Ij�LNI E BiY E @ U�u RDC U B �ZI<Rn]§IjB
B1© >_H E ]_I UGU ��=?@f{e> E � ucU > E BhRTI U I7Q?I�LNMFOPI U RFI ~ ]lBGBG� U a P >ALNL8I E �
� > EFU Mn]_H DFE I4RTp<Y E @CBk@f> E ª
� 5���� F^K:FI7�� >�?���?A@�� �/\^` f d&[ £a[ X �t���t ¢¡n��\P¤j��£-�n�t�P�t���t +¡n�n£ X £ Pk £a` Cf

¤ �/[ £a[T¤ £j�fV��P£
,j )\^`A\4'Wd £Wi % [ X b�¤a\�SM[[£y¡ R   PC(f) � P �t WVW\^`+£ X d��Z\�£ad ,j )\^`A\4'Wd £ X £ f 8

PC(f) :=
⋃

n≥1

fn(Cf )

� \�,�£a`m£a[T¤ £j�fV��P£§£�¤a` R �TS�bWV� )\4'Wd £ � f £�¤a` X \^` £�,j )\^`A\4'Wd £j��£a[�`%g][�\�£Wi
� >lBk> EFU g D I�J<I U ]_MTMFOP@fJ�]lBG@P> EFU U > E B�pjB D RF@fp�I U I E RF@PLNI ETU @P> E 2

Rn] ETU ���_> E � a � E IjQ?I�LNMFOPIRTI ~ ]lBWBk� U I U B DFE I4]_MFMTOP@PJ�]lBk@f> E J<HG@fBG@Pg D I<L8I E BmY E @PI ª
r <�;s;$<�>�?2��?ut � �/\^` f d&[�£$#?£j�K¡ �P£ X £ N�R `B`�U�¤ X £ Pk _Mbj a\ g R [�` σ ◦ D = f ◦ σ iJ�K�P�t k¤
PC(f) £�¤a` ,��/[�` £a[�d X R [T¤5� P £a[T¤ £j�fV��P£ R �TS�bWV� a\4'Wdn£ X £�¤Q_ R �P£adc k¤�,j )\^`B\4'Wdn£�¤ X £ σ i
���%�e���6�
�1�����1�^����� � > D HSBk> D B n u > E ] σ ◦Dn = fn ◦ σ a =?@ x ∈ Cf

u fn ◦ σ {FHk] E J�`FI] D Q"MX>A@ E B U RFI σ−1{x} ay� D @ U g D I Dn
I U B DFE HGI w �jBkI�LNI E B u σ {FHk] E J�`FI ] D Q�Me>A@ E B U RFI

Dn (σ−1{x}) I<B fn(x)
I U B DFE I w ]_OPI D HmJ�HW@fBk@fg D IxRFI σ a 2
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� > DFU LN> E BkHG> EFU Rn] EFU J�I�Mn]_Hk] V Hk]_MT`FI�g D I�OfI U ]lMFMFOP@fJ�]lBG@P> ETU pjB D RT@Pp�I U Mn]_H �ZI�RF] o¨J v� � � � u � � m � } U > E B�RFI U I7QTI<L8MTOPI U RFI ~ ]lBWBk� U a

x�8:7��J7�5 F^K:FI7�� >�?���?�� N £�¤m£a[ X �t���t ¢¡n��\P¤j��£�¤:,j )\^`B\4'Wdn£j��£a[�`/g][�\P¤�¤ad&\^_ R [�` ¤�¤ �/[�` X £�¤y£$#?£j�K¡X�P£�¤
X £ N�R `A` U�¤ 8

P2 −→ P2

f1 : [x : y : z] 7−→ [(−x + y + z)2 : (x− y + z)2 : (x + y − z)2]
f2 : [x : y : z] 7−→ [(x− y + z)2 : (−x + y + z)2 : (x + y − z)2]
f3 : [x : y : z] 7−→ [(x+ y − z)2 : (−x + y + z)2 : (x− y + z)2]

� ��¤S¤ �/[�`�¤ £j�!\^� ,��/[ -)dMSMd�b�¤h¡ R  5� R ¤a\^`Ad R `A\��/[ X £ N�R `B`�U�¤ Q R d # X \ � R ` R `B\��/[T¤ 8
D1 =

√
2

(
e

iπ
4 0

0 e
iπ
4

)
, D2 =

√
2

(
1√
2

1√
2

1√
2

−1√
2

)
, D3 =

√
2

(
1√
2

1√
2

i√
2

−i√
2

)

���%�e���6�
�1�1�.�1�^��� � � > DFU ]_OPOf> EFU RF] EFU J�`n]_g D I�J�] U w p<HG@CYnI�H�Od]xHWI�Od]tBk@P> E RFI�J�>ALNL D Bk]lBk@f> E
σ ◦Di = fi ◦ σ u >A� σ I U BZO�\^]_MFMTOP@PJ�]lBk@f> E RTp<Y E @fI1BzOP]|Mn]_H�Bk@PI �1a � a « ª

σ(x, y) = [(c2.θ2
00(x).θ

2
00(y) + α2.θ2

11(x).θ
2
11(y))

2
: (c2.θ4

00(x) − α2.θ4
11(x)) .

(c2.θ4
00(y) − α2.θ4

11(y)) : (c2.θ2
00(x).θ

2
00(y) − α2.θ2

11(x).θ
2
11(y))

2
]

� > DFU ] D HW> EFU {XI U >A@ E RFI U HGI�OP]lBk@f> EFU2UGD @ w ] E BGI U o¨OfI U w p�HW@fYnJ�]lBk@f> EFUmU > E B-HWI sWIjBkp�I U B|Od]§Y E RFIOP] U I�JjBk@f> E }Sª
r <�;s;$<�>�?���?�� � �/\^` ℘ � R ���/[>,a`A\��/[ X £	�N£a\�£j k¤a`�  R ¤�¤ R ¤�¤ �N,a\�b�£ R d� cb�¤ £ R d Z + i.Z i % [ R
�P£�¤Q\ X £a[�`A\^`�b�¤x¤ad&\^_ R [�`+£�¤ � ��� α = ℘(1/2) 8

: i ℘x.℘x+ix = − i
2
. (℘2

x − α2)
; i (℘x − ℘y)

2.℘x+y.℘x−y = (℘x.℘y + α2)
2

< i (℘x − ℘y)
2. (℘x+y + ℘x−y) = 2. (℘x + ℘y) (℘x.℘y − α2)

! +�5 ,6<�G�
�< �1,17�;$7%8:�~36F 5W;$<
f1 ª~ ImRF@ w @ U I D H RFI U v > E J<Bk@f> EFU BG`��<Bk] c.θ2

00((1+ i).x)
IjB
c2.θ4

00(x)−α2.θ4
11(x)

w ] D B 2[1
2
]+2[ i

2
]o�J v Od] U I<J<Bk@f> E �1a � a � } a P I<O D @iRFI θ2

11((1 + i)x)
I<B
c.θ2

00(x).θ
2
11(x)

w ] D B 2[0] + 2[1+i
2

] a n OI7QT@ U BGI4RT> E J5RFI U-v > E JjBk@f> EFU Bk` �<B�] E > E�E¥D OfOPI ϕj

BGI�OfOPI U g D I ª
c.θ2

00((1 + i).x) = ϕ0(x). (c
2.θ4

00(x) − α2.θ4
11(x))

θ2
11((1 + i)x) = ϕ1(x).c.θ

2
00(x).θ

2
11(x)� E RF@ w @ U ] E B J�I U RFI D Q1IjQ?MFHGI UGU @P> EFU<u OfI2OfI�LNL8I �§a�mTa � �jo � } RF> EFE I ϕ0 = − i

2
.ϕ1

al~ ]ZMFHWI�LN@P�<HGIJ<>?>AHWRF> EFE p�I U o U @ VAE Im� } I<B2Od]5RFI<H E @f��HGIZJ�>c>AHGRT> EFE p<I|o U @ V_E I
� } RFI σ ◦D1
U \�p�J�HW@ w I E B-]_Of>AH U ª

(
−1

4
.ϕ1(x).ϕ1(y)

)2 {
(c2.θ4

00(x) − α2.θ4
11(x))(c

2.θ4
00(y) − α2.θ4

11(y))

±4.α2.c2.θ2
00(x).θ

2
11(x).θ

2
00(y).θ

2
11(y)

}2
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IjB$J�>Mq E J�@fRFI E B$] w I<J (−1
4
.ϕ1(x).ϕ1(y)

)2
.(σ2±(σ3−σ1))

2 u >_� σk

I U B:Od] k �+@f��LNI�J�>c>AHGRT> EFE p<IRTI
σ a ~ ]qRFI D Q?@P�<L8I5J�>c>AHWRF> EFE p<I5RFI σ ◦D1

I U B�p V ]_OPI B ª
(
−1

4
.ϕ1(x).ϕ1(y)

)2
.
{

(c2.θ4
00(x) − α2.θ4

11(x))
2 + 4.α2. (c.θ2

00(x).θ
2
11(x))

2
}
.{

(c2.θ4
00(y) − α2.θ4

11(y))
2 + 4.α2. (c.θ2

00(y).θ
2
11(y))

2
}

=

(
−1

4
.ϕ1(x).ϕ1(y)

)2
.
(

(c2.θ4
00(x) + α2.θ4

11(x)) . (c
2.θ4

00(y) + α2.θ4
11(y))

)2

IjB�J�>Mq E J�@fRFI5] w I�J (−1
4
.ϕ1(x).ϕ1(y)

)2
.(σ1 − σ2 + σ3)

2 a
! +�5 ,1<OG�
�< ��,67�;$7%8:�~36F45 ;$<

f2 ª� E RF@ w @ U ] E B-J�`n]_g D I4J�>c>AHWRF> EFE p<I U RFI σ MF]_H θ4
11(x).θ

4
11(y)

u σ U \�p�J�HW@fB ª
σ(x, y) = [(℘x.℘y + α2)2 : (℘2

x − α2)(℘2
y − α2) : (℘x.℘y − α2)2]

�1\�]_MTHG� U OPI5OPI<L8LNI �§a�mTa � �jo � } u OPI U MTHGI�LN@P�<HGI U IjBSRFI<H E @f��HGI U J<>?>AHWRF> EFE p�I U RFI σ ◦D2
u L D OC�BG@PMFOf@Pp<I U Mn]lH (℘(x) − ℘(y))4 unU \�p�J�HW@ w I E B

(℘x − ℘y)
4 (℘x+y.℘x−y ± α2

)2
=
((
℘x.℘y + α2

)2 ± α2. (℘x − ℘y)
2
)2

IjB�J<>Mq E J�@PRTI E B ] w I�J (σ1 ± (σ3 − σ2))
2 a-� > D H�Od]¦RFI D Q?@P��LNI J�>c>AHGRT> EFE p<I u > E D Bk@POf@ U I OPIOfI�LNL8I �§a�mTa � �jo � } u o m }Zª

(℘x − ℘y)
4 .(℘x+y − α).(℘x−y − α).(℘x+y + α).(℘x−y + α) =

(℘x − ℘y)
4 .
(
(℘x+y.℘x−y + α2)

2 − α2. (℘x+y + ℘x−y)
2
)

=

((℘x.℘y + α2)2 + α2.(℘x − ℘y)
2)

2 − 4α2. (℘x + ℘y)
2 (℘x.℘y − α2)

2
=

((℘x.℘y − α2)2 − α2.(℘x + ℘y)
2)

2
= (σ3 + (σ2 − σ1))

2

! +�5 ,1<OG�
�< ��,67�;$7%8:�~36F45 ;$<
f3 ª~ ] w p<HG@fYFJ�]lBG@P> E�U I1RFp<R D @CB-RFI5O�\�IjQ?MFHGI UGU @P> E RFI f2

I<B�RFI5O�\�@PRTI E Bk@CBkp ª
℘(i(x− y)) = −℘(x − y)

~ I U MFHWI�LN@P��HWI-I<BiRFI�H E @P�<HGI�J�>c>AHGRT> EFE p<I U RTI σ ◦D3
U > E B2MXI�HGL D Bkp<I U�u I<BiOP]4RFI D Q?@P�<L8I�HGI U BkI@ E J�`n] ETV p�I a 2

���%�e���6�
�1�����1�^���������	�%�e�
� �§a�mTa � ª� > D BkI U J�I U @PRTI E Bk@CBkp UmU \^>_{TBk@fI EFE I E B BqO�\^]_@fRFISRFI U HWI�Od]tBk@P> EFU J�OP] UGU @Pg D I U ª
℘′

x
2

= 4.℘x.(℘
2
x − α2) , ℘ix = −℘x , ℘−x = ℘xIjB�RFI5Od] v >AHGL D OPISR[\�]_RTRF@fBG@P> E RFI 2 I�@fI�H U BkHG] UGU ª

(℘x − ℘y)
2.℘x+y =

1

4
(℘′

x − ℘′
y)

2 − (℘x + ℘y)(℘x − ℘y)
2
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~ ]qMFHGI<L8@f��HWIx@PRFI E BG@fBGpxRFp�J<> D OPI5RFI U RFI D Q�I7Q?MFHGI UGU @f> EFU�UGD @ w ] E BkI U ª
℘x.℘x+ix.(℘x − ℘ix)

2 = ℘x.(1/4)(℘′
x − ℘′

ix)
2 − ℘x.(℘x + ℘ix)(℘x − ℘ix)

2

= ℘x.((1 − i)2/4).℘′
x
2

= −2i.℘x
2.(℘2

x − α2)

IjB
℘x.℘x+ix.(℘x − ℘ix)

2 = ℘x.℘x+ix.4.℘
2
x
a

~ ]qRFI D QT@f��LNI U I5RFp�R D @fB�R D J�]_OfJ D O UGD @ w ] E B ª
(℘x − ℘y)

2.℘x+y.(℘x − ℘y)
2.℘x−y = (℘x − ℘y)

2.℘x+y.(℘x − ℘−y)
2.℘x−y =(

1
4
(℘′

x − ℘′
y)

2 − (℘x + ℘y)(℘x − ℘y)
2
) (

1
4
(℘′

x − ℘′
−y)

2 − (℘x + ℘−y)(℘x − ℘−y)
2
)

=(
1
4
(℘′

x
2 + ℘′

y
2) − (℘x + ℘y)(℘x − ℘y)

2
)2 −

(
1
2
.℘′

x.℘
′
y

)2
=(

℘x.(℘
2
x − α2) + ℘y.(℘

2
y − α2) − (℘x + ℘y)(℘x − ℘y)

2
)2−4℘x.℘y.(℘

2
x−α2)(℘2

y−α2) =(
℘3

x − α2.℘x + ℘3
y − α2.℘y − (℘x + ℘y)(℘

2
x − 2℘x.℘y + ℘2

y)
)2

−4℘x.℘y.(℘
2
x −α2)(℘2

y −α2) =(
℘x.(℘

2
y − α2) + ℘y.(℘

2
x − α2)

)2 − 4℘x.℘y.(℘
2
x − α2)(℘2

y − α2) =(
℘x.(℘

2
y − α2) − ℘y.(℘

2
x − α2)

)2
= (℘x − ℘y)

2 (℘x.℘y + α2)
2

~ ]qRFI�H E @P�<HGI5@PRTI E Bk@CBkpxMFHW> w @fI E B�RFI ª
(℘x − ℘y)

2. (℘x+y + ℘x−y) = (℘x − ℘y)
2.℘x+y + (℘x − ℘−y)

2.℘x−y =
1
4
(℘′

x − ℘′
y)

2 − (℘x + ℘y).(℘x − ℘y)
2 + 1

4
(℘′

x − ℘′
−y)

2 − (℘x + ℘−y).(℘x − ℘−y)
2 =

2.
(

1
4
.(℘′2

x + ℘′2
y) − (℘x + ℘y).(℘x − ℘y)

2
)

=

2.
(
℘x.(℘

2
x − α2) + ℘y.(℘

2
y − α2) − (℘x + ℘y)(℘x − ℘y)

2
)

P IjBGBkI�IjQ?MFHWI UWU @P> E	u g D I�O�\�> E HGIjBkHW> D w I=B4OP] � @P�<L8ImOf@ VAE ImR D J�]_OPJ D OnMFHGp<J�p<RFI E B u I U Bhp V ]_OPI B ª
2.
(
℘x.(℘

2
y − α2) + ℘y.(℘

2
x − α2)

)2
= 2. (℘x + ℘y) (℘x.℘y − α2) a 2

� <�; +.8"� �6<�>�?2��?�3 �KI U J�]_OPJ D O U ] E ]lOP> VAD I U�U > E B�LNI E p U Rn] EFU � � � �5Me> D HrO�\�I E RF>_L8>AH �MF`T@ U LNI f1
a¥� >_BkHWIK]_MTMe>AH�BiI U B2RFI-BkHG]_@fBGI�H�OPI U I E RF>ALN>AHWMF`F@ U L8I U f2

u f3

I<B2R	\ D Bk@fOP@ U I�H-�LE ��J �]lY E RFI5LN> E BkHWI�Hmg D I f1
u f2

IjB
f3
U > E B�RFI U IjQ?I<L8MFOfI U RFI ~ ]lBGBG� U a

�
	�� 	4� 5��.��� � � �=�(� �=��� #��D���:��!;!��	� ��
 #:�
�

� > DFU L8> E BGHG> EFU<u I END Bk@fOP@ U ] E B�OP]SJ�OP] UGU @fYnJ�]lBk@f> E RFI U J�> D MFOPI U (A2, G)
BkI�O U g D I A2/G '

P2 u g D IzO�\�I E RF>ALN>AHGMF`T@ U LNI|J<HG@fBG@Pg D I<L8I E BKY E @ p<B D RF@fpNMF]_H5©n>AH E ]lI UGU ��=?@f{e> E ���^©�= � � u	E \�I U BMn] U�DTE I7QTI<L8MTOPIxRFI ~ ]lBGBG� U a
x�8:7��J7�5 F^K:FI7�� >�?���?�� N�P £a[ X �t���t ¢¡n��\P¤j��£ ,j a\^`A\4'Wdn£j��£a[�`%g][�\ 8

g :
P2 → P2

[x : y : z] 7→ [(x− 2y)2 : (x− 2z)2 : x2]

[ P £�¤a`�¡ R ¤Qd�[ £$#?£j�K¡X�P£ X £ N�R `B`�U�¤Wi
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���%�e���6�
�1�����1�^��� �i� I V ]lHGRF> ETU OP]�R � E ]_LN@Pg D IqRFIzO�\^I EFU I<L|{FOPIqJ<HG@CBk@Pg D IqRTI g u RF> E B4OPI UJ<>ALNMe> U ] E BkI U�U > E B {X = 0}, {2Y = X}, {2Z = X} ª
{X = 0} // {Z = 0} // {Y = Z} // {X = Y }

xxppppppppppp

{2Y = X}

OO

{X = Z}

OO

{2Z = X} // {Y = 0}

88qqqqqqqqqq

� I�L8]_HWg D > EFU g D I O�\�>AHG{F@CBkI MX> U B��+J<HG@fBG@Pg D I PC(f)
o¨J v Od]¦RFp<Y E @fBk@f> E �1a�m?au� } J�> E BG@PI E B 6RTHG>A@CBkI U ayb E I E RFp�R D @fB u R	\^]_MFHW� U OfI�OfI�LNL8I �§a�mTa �?u g D I U @ZO�\�I E RF>_L8>AHWMF`F@ U LNI g I U B DFEI7Q?I�LNMFOPIzRFI ~ ]lBWBk� U<u ]_OP>_H U @fO�I U B E p�J<I UGU ]_@PHWI�LNI E B1] UGU >?J<@PpN] D J�> D MFOPI Q RFIzOd]�J<Od] UWU @fYFJ�]t�BG@P> E RFI§� E ��J ��o�J�IKJ<> D MFOfI-I U BhOPI U I D OXRF> E ByO�\^I EFU I<L|{FOPI-RFI U w ]_OfI D H U J<HG@fBG@Pg D I U R D Mn] UWU ] V I] D g D >lBk@PI E BxJ�>AHWHGI U MX> E Rn] E B4J�> E BG@PI E Bx] D L8>A@ EFU p RTHG>A@CBkI U } a = D MFMX> U > EFU B�MFHGp U I E B4g D \�@POI7Q?@ U BGI DTE RT@d] V HG]_LNL8IZJ�>ALNL D Bk]lBk@ v ª

Ai × Ai
D //

σ

��

Ai × Ai

σ

��
P2

g // P2

>_�
σ
RFp U @ VAE I|O�\^]_MFMFOf@PJ�]lBk@f> E RFI|Mn] UWU ] V Iq] D g D >_BG@PI E BKRFI|Od] U I�JjBk@f> E �§a � a « u IjBSJ�`FI<HGJ�`F> EFUDTE I1J<> E BkHG]_RF@PJjBk@f> E a=?>A@fI E B E := {(x, x + 1+i

2
)} I<B

F := {(x, ix + 1+i
2

)} a:P I U I EFU I�L|{TOPI UNU > E B8Rn] ETUO�\^I EFU I<L|{FOfI�J<HG@CBk@Pg D IhRFI σ a*� E I��[IjB u > E w p<HG@fYFI�g D I�OPI U B�]l{F@POf@ U ]tBkI D H�R	\ DFE MX>A@ E B V p E p<HG@Pg D IRTI
E
o�HGI U M a F } I U B�p V ]_O�B ª
{
Id,

(
0 1
1 0

)
+

(1+i
2

1+i
2

)} HGI U M a {Id,
(

0 −i
i 0

)
+

(1+i
2

1+i
2

)}

�ZI1MFO DFU�u > E ]qR	\^]_MFHW� U Od] U I�J<BG@P> E �1a � a « ª
σ(E) = {X = 0} IjB

σ(F ) = {Z = 0} o �1a�m }
=?@
g
p<B�]l@fB DFE IjQ?I�LNMFOPI RFI ~ ]lBWBk� U<u ]_OP>_H U OPI RF@ w @ U I D H D(E) U I<Hk]_@CB�J�> E BkI E¥D Rn] ETU

G.F := {h(F ), h ∈ G} a�� E I��[IjB u R[\�]_MTHG� U OP]�R � E ]_LN@Pg D IqRTIqO�\�I EFU I�L|{FOfI|J�HW@fBG@Pg D I§RTI gIjB§o �§a�m } u > E ] ª
∀x ∈ E , σ ◦D(x) = g ◦ σ(x) ∈ g ◦ σ(E) = {Z = 0} = σ(F )

� D @ U g D I�OfI U I EFU I<L|{FOfI U ] E ]lO �¥Bk@fg D I U E I<B
F U > E B|@PHGHWp�R D J<Bk@f{FOPI U�u D(E)

I U Bz] DFUGU @y@PHWHGpj�R D J<BG@P{FOfIxI<B ⋃
h∈G h(F )

I U BZOd]|RFp<J�>ALNMX> U @CBk@P> E RFI G.F I E I ETU I�L§{FOPI U @fHGHWp�R D JjBk@f{FOPI U an� ]_H
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J<> EFU p<g D I E B u @PO[IjQ?@ U BkI h ∈ G w p�HW@fY ] E B D(E) = h(F )
I<B-BkI<O�g D I ª

E
D //

σ

��

h(F )

σ

��
{X = 0} g // {Z = 0}

P >ALNLNIyOPI U B�]_{F@fOP@ U ]lBGI D H R	\ DTE MX>A@ E B V p E p�HW@Pg D ImRFI h(F )
I U BiR	\�>AHGRFHWI 2

o�OPI U U B�]l{F@POf@ U ]tBkI D H URFI U MX>A@ E B U RFI F IjB
h(F ) U > E BSJ<> E s DFV_D p U } u > E >A{TBG@PI E B DFE I|J<> E BkHG]_RF@PJjBk@f> E Of>AH U g D I§O�\^> EJ<>AL8MF]_HGImOfI U L D OfBk@fMFOP@fJ�@CBkp U Rn] ETU J�I-RF@d] V Hk]_LNLNIh] D w >A@ U @ E ] V IyRFI E a �§\ DTE IZMF]_HWB u g◦σ I U BV p E p�HW@Pg D I<L8I E BiR	\�>AHWRFHGI U BGHG@fJ<BkI<L8I E B UWD MXp�HG@fI D H:B 2

J�]lHiOfI U Bk]_{F@POf@ U ]lBkI D H�RFI E I U B2R[\^>AHWRFHGI
2
IjB {X = 0} I U B�Rn] ETU O�\�I EFU I�L|{FOfIyJ�HW@fBG@Pg D IyRFI g a �§\�] D BkHWImMn]_HWB σ◦D I U B V p E p�HG@fg D I�LNI E BR	\�>AHWRFHGI

2 u M D @ U g D I D E I5{FHG] E J�`FI4Mn] U a�� @ EFU @ u g E \^I U BZMn] U-DFE IjQ?I�LNMFOfI4RTI ~ ]lBWBk� U a 2
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-�t�ZY/[[�t�!\ R � X \ �S£��t���t ¢¡n��\P¤j�§¤1� � C2 8�,adc j k£a[�` ¤ � £7'Wd�\^��Z\AV� )\^dc����£ R ¤ad? k£ R [ X ��Y7¡n£j  Vj�t�Z\�,a\^`AY ��n E w I E B a )�]tBk` a u @���� o �NMIM.� } ulE > a�� u pIM � M MTa� � ~ =c� �ma � I�R v >_HGR u ) al~ � D {F@PJ�` u � a =?LN@POPOf@PI u�
-�t�ZYh[[�t�!\ R � X \ �S£��t���t ¢¡n��\P¤j�§¤y� � C2 i ��� 8
�	�n£y��£ R ¤ad? k£�� �y� R #�\ � R �F£a[�`� k��¡�Y R [ X � R �!\^[ R   ,adc j k£a[�` ¤ ��n E w I E B a )�]tBk` a u @%@�to �NMIM�m } uFE > a�� u ¬A¬ � � � « a� � � © a � I<HWBGI�OP>c>_B u � �t�P�t���t ¢¡n��\�,�__£/,a`+�t �gy£j� X ¤ R [ X ¡X k��¡n£j 5�n�t�P�t���t ¢¡n��\�,S¤ £j� �)�+� R ¡n¤� ��	-£a\^[T� R   X ` X �t� R \^[T¤ � � H�G a )�]lB a u � � o � MIMIO } uTE > a �cu �"� � � � « � a� � ~J� � © a � I�H�BkI�Of>?>lB u � a � an~ >cI�{ u � ¡n�n£j )\�, R �X��Y�¡n£j k¤ad? ^� R ,�£�¤ R [ X N�R `B`�U�¤4  R `B\��/[ R �	� R ¡n¤ �
� a )�]tBk` a � D HWI U I<B � MTM a o M } u���� o � MIMIO } uFE > a ¬ u p «A« � p�p�pTa� � ~ � � © a � I�H�BkI<OP>c>_B u � a � a[~ >?I<{ u  [[£ , R   R ,a`�bj )\P¤ R `B\��/[�S�b��t� ba`� )\4'Wdn£ X £�¤8£$#?£j�K¡X�P£�¤ X £N�R `A` U�¤ X £ CPk � � D OPO a =?>cJ a )�]lBG` a ©nH a u @�t�� o ����� � } uFE > a �cu � ¬A« � �NOIOTa� � )�� © a � I<HWBkI<OP>c>_B u �§a )�] �_I�H u�	 d X \ ��£a[�`�¤ X £ X Y/[ R �!\4'Wdn£��n�t�P�t���t ¢¡n�n£ � P > D H U =?MXpj�J<@d]_Of@ U p U � > ¬ u = )�© IjB � � � =?J�@fI E J<I U<u ����� �Aa� � HWI<� o a��ma � HWI�RF> E[u �X��¡n�t�P�ESMY R [ X�� £��t��£a`¨ )Y � o5HG]_R a � IjQcB U @ E )�]lBG` a E > a��
mIM u =?MFHG@ E �V I<H u �NM M�mTa� � HW@f� � a J a � HG@fI E R u ��#<¡n� ¤ R [�` ¤ X £ N \ R ¡n�/d�[[�!��£a`4¡n�/\^[�` ¤�¡�bj )\�� X \4'Wd £�¤ X P £a[ X �t���t a�¡n��\P¤j��£�¤5�n�t�P�t���t ¢¡n�n£�¤ X £ CPk � � `F� U IqRFI|RF>cJ<BG>AHk]tBKRFI§O�\ � E @ w I�H U @CBkp � ] D O�=T]t�{n]tBk@PI<H uF� > D Of> DFU I u �NMIM ¬ a� � � � � � a J a � HG@PI E R u � a � D w ]_O u"��#<¡n� ¤ R [�`�¤ X £ N \ R ¡n�/d&[[�!� £a` X \P¤a`� )\AVWd�`B\��/[ X £�¤K¡n�/\^[�` ¤¡�bj )\�� X \4'Wdn£�¤ X P d�[¦£a[ X �t���t ¢¡n��\P¤j��£ X £ CPk � � JjB�] )�]tBk` a u @$#%t o �NMIM M } uXE > a �?u� � m � � «_¬ a� � � � � � a J a � HW@PI E R u � a � D w ]_O u��§£ad # , R   R ,a`�bj )\P¤ R `B\��/[T¤ X £x� R ��£�¤ad? k£ X P b7'Wd�\ �Z\AV� k£ X P d�[£a[ X �t���t ¢¡n��\P¤j��£ X £ CPk � � D {TO a )�]lBk` a n EFU B a %K] D BkI U&% B D RFI U =?J�@ a u � � o �'��� � } u� � « � � « MTa� � HW>_� % a � HG>AOf@ E	u � [�_ R  )\ R [�`�¤ £a` ¤�d&[ X £j �\^`+£j  R `A\��/[ � �4  R `B\��/[ R ���)d�[>,a`B\��/[T¤ � � H G a )�]lB a u
� o �NM�p « } u � � m � � � � a� P ]l� = a P ] E B�]lB u(�QYh[ R �!\4'Wdn£ X £�¤ R d�` �t���t ¢¡n��\P¤j��£�¤ X £�¤�¤adc I� R ,�£�¤ ,��t�K¡X�P£$#?£�¤ ,��t�!�¡ R ,a`+£�¤ � � `F� U I1RTI4O�\ �ma^�1a = an~ �A> E	u E > a��
m ¬ u �NMIM MTa� P � % a1P ]_HWBk] E	u*) dn�/`B\�£a[�` X P d�[ £�¤+¡ R ,�£ R [ R �ZYh`A\4'Wd £�¡ R   d&[ S_ k�/d�¡n£ X P R d&`+�t���t )�¡n��\P¤j��£�¤ � @ E � O V I<{FHk]_@fJ-oxI�>ALNI<BGH � ] E R � O V I�{THk]_@fJ � >AMe>_OP> V � u � =��?LNMX> U @ D L@ E `T> E >AHm> v = an~ I v�U J�`FI<B k_u � HG@ E J�I<BG> E o �NM «_¬ } u M � � � ��� a

¬ �



��� ����� #������
	�����

�I�

� P © =c� n a^� a3P >AH E?v I�OPR u = aT�§a ©n>ALN@ E[u J ] a � a =?@ E ]hq u(�2 BSc� X \�, �	�n£��t )Y�� o5H DFE R a )�]lBG` a2 @ UWU a � > ��� « u =?MTHG@ ETV I�H u �NMIO « a���Z� b|a �KI<{n]_HWHGI u �X�t k£�¤8£a` _ R  )\�ba` b�¤ R Vabj�Z\�£a[�[[£�¤ ,��t�K¡X�P£$#?£�¤�� P > D H U =?MXp�J�@P]_OP@ U p U � >
p u = )�© IjB � � � =?J�@fI E J<I U�u � MIMIMTa���S© � E a �K@PI<RFI�HW@PJ�` u � a��ma ©n>AH E ]lI UGU<u 
h k��¡n£j q�n�t�P�t���t ¢¡n��\�, \ � R Sc£�¤�� �q¤a`� )\�,a`¨�ZY8¡n¤ £ad&�
X �N,��/[�__£$# X �t� R \^[T¤�� )�]lBk` a�� EFE a u t 3�� o � MIO � } uFE > a �cu�� ¬ M � � O�pTa���K@f� � a*PKa �K@ E ` u � dc m�P£�¤ R ¡*¡X�Z\�, R `A\��/[T¤ X £ N�R `A`�U�¤ X £ Pk � � a )�]lBG` a*� D HWI U I<B � MFM a o M } u# � o �'��� � } uFE > a�p u «A¬A¬ � « M � a���x=c� � a*PKa �Z@ E ` u �4a =?@P{X> E � u � dc z�P£�¤�£a[ X �t���t ¢¡n��\P¤j��£�¤1�n�t�P�t���t ¢¡n�n£�¤K¡n£j 7�!d�` R V��P£�¤
X £ Pk � )�]lBk` a�� EFE a u �%t�� o �'�'��� } uTE > a�� u mMm � ¬ � a� ��~ � �§aF� HWI�LNI E Gl> u ) aF~ � D {T@PJ�` u��	�n£ X Yh[ R �!\�,�¤1� � R [ R �ZY/`B\�,e`�  R [T¤I���t 7� R `B\��/[T¤�� ~ Ij�E @ EFV Hk]lR )�]lBk` a � a u @ o �NMIM � } uTE > a%m u « pMm � p�m � a��© � ~ a © Od]lBWBk> u � [�_ R  )\ R [�` ¤ � �Qg][�\^` £� k£�"�£/,a`A\��/[ S_ ��/d ¡n¤�� � EFU I<@ VAE a )�]lBG` a o � } u t��o � M ¬ O } uTE > a%m � �Fu � m ¬ � � M � a��© = � � � a^�-a ©n>AH E ]_I UGU�u �4a =?@P{X> E � u��� )\^`A\�, R � �ZY��]\^[�\^`+£ 	 R `A\��/[ R �n� R ¡n¤x�/[ P2 � P > E BGI�LNM a)�]lBG` a u @ � �eu � LNI�H a )�]lBG` a =?>cJ a u � HG> w @PRFI E J�I u � n o �NMIM � } u��"� « � � p � a��© = � � � a^�-a ©n>AH E ]_I UWU�u �1a =?@f{e> E � u��2�t�K¡X�P£$# �QYh[ R �!\�,�¤ \^[|��\�St�n£j  X \ ��£a[T¤a\��/[T¤ � � � � EFE a> v )�]lBk` a =¥B D RF@fI U<u @ � �eu � HW@ E J<I<BG> E � E @ w aX� HGI UWU�u � HG@ E J�I<BG> E	u � ��o �NMIM « } u �
m « ��NO ¬ a��© = m � � a^�-a ©n>AH E ]lI UGU<u �4a =?@f{e> E � u��2�t�K¡X�P£$# �eYh[ R �!\�,�¤+\^[ ��\�St�n£j  X \ ��£a[T¤a\��/[T¤�� @ E
P >ALNMFOPI7QrMX>_BkI E BG@d]_O	BG`FI�>_H � o�)�> E BkHGp�]_O u � � u �NMIM�m } u � � � b � = n U I�HW@PI U )�]lBG` a] E R � ` � U a =?J�@ a u ����� u ExO D 'hI<H � J�]_R a � D {TO a o � MIM � } u �
m.� � �NO�p?a��© = � � � a^�-a ©n>AH E ]lI UGU<u �4a =?@f{e> E � u � �t��£4��¡n£a[z¡X k�MV��P£j�§¤�\^[���\�St�n£j  X \ ��£a[T¤a\��/[ R ��,��t�!�¡X�P£$# R [ R �ZY ¤a\P¤ R [ X ,��t�K¡X�P£$# X Y/[ R �!\�,�¤�� � D {FO a )�]lB a u ��3 o �'��� � } ulE > a �?u « � M � « � ¬ a��© ~ )�� �§a ©nHWI�@PHWI u �1a�~ >_MeI U�u � a )�]��Fp u ��[v\^[�_ R  a\ R [�`5��£ R ¤adc k£e���t �  R `B\��/[ R �y� R ¡n¤��
� >AO a =?>cJ a � Hk] U @PO )�]tB a u @�� o �NM O�m } uTE > a�� u � « � p � a��o � � % a oxHk] D I<HWB u � a � I<L8LNI�H�B u��2� �n£j k£a[�`���[ R �ZY/`B\�, � �n£ R __£�¤�� o5H DFE R a )�]tBk` a 2 @ UWU a� > � p « u =?MFHW@ EFV I�H u �NMIO � a��o1%-� � a oxHG@ � Bk` U<u � a %K]_HWHG@ U�u 
2 )\^[>,a\�¡X�P£�¤|� ���K�TSc£WV�  R \�, � £��t��£a`¨ )Y�� 2 @fOPI�� u �NM ¬ OTa�L%�� ~ a %��AHGL8] E RFI<H u��1�/`A\��/[T¤§� ���2�/[�__£$#�\^`BY�� � HW> V HWI UGU @ E )�]lBG` a E > a�� � ¬ u � @PH�Gc` � D �U I<H u �NM M � a�L% � � � a % a % D {F{n]lHGR u � a � ]_Mn]lRF>AMX>AO u � d�¡n£j  R `A`�  R ,a`A\^__£�g�#?£ X ¡n�/\^[�` ¤ \^[ Cn � n E RF@P] E ]
� E @ w a )�]lBG` a � a u � � o �NM M � } uTE > a�� u m � � � mMp « a� �_> E � ) a �_> EFUGU > E	u � �t��£i¡X k��¡n£j )`B\�£�¤4� � 2 � ,j a\^`A\�, R � �ZY g][�\^`+£K�n�t�P�t���t ¢¡n��\�,Z� R ¡n¤1� � P2 �� H V >cRF@fJ � `FI�>AH �r� � E ]_LN@PJ�]_O:= � U BkI�L U�u @$# o �NMIMIO } uFE > a�� u � ¬ � � �NO ¬ a� �_> U � � a �_> U B u 	 \�£j� R [�[�\ R [ � £��t��£a`¨ )Y R [ X � £��t��£a`¨ )\�,���[ R �ZY�¤a\P¤�� =cI�J�> E R � RF@fBG@P> E[u
� E @ w I<H U @fBkI7QcB u =?MFHW@ EFV I�H u �NMIMIOTa�LE ��J � � a E5] E IHGl> u = a � >IG DFE ] V ] u ) a J > U `F@PRn] u!�2�t�K¡X�P£$# ,j )Y ¤a` R � �P�ES_  R ¡n��\�,�S_ k�/d ¡n¤ � � �
� a )�]lBG` a =?>cJ a �A]lMn] E	u ��� o �NMIO � } uFE > a �Fu « M « � p � « a



� ��� #������
	�����

�I� ���

�LE %�� �1a E5]lBG>IG u � a %K] UGU I<OP{FOP]lBGB u � [�`¨ k� X d ,a`A\��/[O`+�f`��n£1��� X £j )[�` �n£��t aYr� � X Yh[ R �!\�, R �¤aY ¤a` £j�§¤�� P ]lL|{FHG@fR V I � E @ w an� HGI UGU<u � MIM « a� ~ V � = ac~ ] EFVTu��h� �Z\�¡�`A\�,���d�[>,a`A\��/[T¤�� =?I�J<> E R � RT@fBk@f> E	u oxHk]lR a � I7QcB U @ E )�]lBk` a¥� > �M� �?u=?MTHG@ ETV I�H u �NMIO ¬ a� ~ ]l� = aX~ ]lBWBk� U<u � d? 4� P \^` bj  R `A\��/[ X £�¤x¤ad�Vj¤a`A\^`Bd�`A\��/[T¤§  R `A\��/[�[[£j� �P£�¤q£a`h�P£�¤]���/[>,a`A\��/[T¤4  R �
`A\��/[�[[£j� �P£�¤�� PKa � a�� J�]_R a =cJ�@ aF� ]_HW@ U =?p<H a n )�]lBk` a u @ � � o � M.�NO } u � p � � OTa� ~ I � � © ac~ I�RTHk]_MFMT@PI�H u � �t��£ ¡X k��¡n£j a`A\�£�¤5� � R Vj¤ �t�Zd&`+£j�ZY ,��/[�`A\^[�d �/d*¤�\^[�_ R  )\ R [�` ��£ R ¤adc k£�/[ R [ \^[�` £j )_ R � � � H V >?RT@PJ � `FI<>AH �|� � E ]_LN@PJ�]_On= � U BkI�L U�u @ o �NMIO.� } ulE > a�� u ¬A¬ � MMmTa� ~ I � � © a�~ I<RFHk]_MTMF@PI<H u�) dn£j� 'Wd £�¤:¡X k��¡X )\�ba` b�¤m£j BSc� X \4'Wdn£�¤ X £�¤ R ¡*¡X�Z\�, R `A\��/[T¤i  R `B\��/[�[[£j� �P£�¤��
PKa � a�� J�]_R a =?J<@ an� ]_HG@ U =?p�H a n )�]lBG` a u t ��� o �NMIO � } uFE > a�� u m ¬ � � � a� ~ I m � © a�~ I<RFHk]_MTMF@PI<H u 
2 k��¡X )\�ba` b�¤ £j BSc� X \4'Wdn£�¤ X £�¤���£�¤ad? k£�¤ X £ � \^[ R � � n EFU B a %K] D BkI U
% B D RFI U =?J�@ a � D {FO a )�]lBk` a u 3�� o �NMIO � } u �
pMm � �NO OTa� ~ =c� © al~ I�RFHG]_MFMF@fI�H u � a ) a =cBkHWI�OPJ�� E	u�� ¡X k� � �-� � ` �n£K£�¤a`A\ � R `A\��/[ �7 k�t� Vj£j�P���=\^[�
-£�¤a\^[£a[�`¨ k��¡�Y]���t 7�!dc� R � � H V >?RF@fJ � `FI<>AH �|� � E ]_LN@PJ�]_OF=�� U BkI<L U<u t o �NMIO � } u�E > a �?u���� m �
� � MTa� ~ J � © a$~ I�RTHk]_MFMT@PI�H u ~ a = a J > DTEFVFu �	�n£N��£a`¨ a\�,�£a[�`¨ k��¡�Y � � X \ �S£��t���t ¢¡n��\P¤j�§¤Wi 
 R  )`
� 8 � � R   R ,a` £j )\�� R `A\��/[�� ����£ R ¤ad? k£�¤-¤ R `B\P¤I� R Y/\^[�S 
-£�¤a\^[ P ¤4£a[�`¨ k��¡�Y ���t 7�!dc� R � � EFE a> v )�]lBG` a o � } u @�t%t o � MIO « } uTE > a%m u « � M � « mIMTa� ~ >_� = a4~ >tsG] U @PI '-@PJ klu � [�`¨ �� X d�,a`A\��/[ ` � ,��t�K¡X�P£$# R [ R �ZY/`B\�,=Sc£��t��£a`¨ )Y�� � @PH�Gc` � DFU I<H u
�NM M.�Aa� ~ � � � ) a � D aF~ � D {F@fJ�` u � [�`¨ ���¡�YS¡X k��¡n£j )`B\�£�¤4� �S  R `A\��/[ R �$£a[ X �t���t ¢¡n��\P¤j�§¤x� � ` �n£�	 \�£a�� R [�[§¤+¡n�n£j k£�� � H V >?RF@fJ � `FI�>_H �5� � E ]lL8@fJ�]_O¥=�� U BkI<L U<u � o �NMIO�m } u�E > a
m u m « � � mIO « a� ~ � � � ) a � D aF~ � D {F@fJ�` u��	�n£ X Y/[ R �!\�,�¤1� �K  R `B\��/[ R ��`�  R [T¤I���t 7�§¤ 81` �n£e`+��¡n�t�P�ESM\�, R �A¡�\�,a�
`Ad? k£�� � DFUGU a )�]lBk` a = D H w I�� U�u �6@ o �NMIO�p } u&� m � ��� ¬ a� )�] � � � a )�]��Fp u�� ¡X k� � �S� � 
-£�¤a\^[ P ¤1���t j�!dc� R � � H V >cRF@PJ � `FI<>AH �8� � E ]lL8@fJ�]_OX= � U BkI�L U�u@ o �NMIO.� } uTE > a�� u M « � � ��� a� )�] � � � a )�]��Fp u1% [-` �n£�d&[�\4'Wdn£a[[£�¤�¤5� � `��n£Z� R #�\ �!\��W\^[�S1��£ R ¤adc k£1���t Z  R `A\��/[ R �X� R ¡n¤��
� >_O a =?>cJ a � Hk] U @PO )�]lB a u @ � o �NM O�m } u?E > a�� u�� ¬ � � mTa� )�] �¥� �§a )�] �AI<H u �2�t�K¡ R  a\^[�S���£ R ¤adc k£�¤ R [ X \^[�_ R  )\ R [�`y�Z\^[[£�gy£j� X ¤�� � H V >cRF@PJ � `FI�>_H �� � E ]lL8@fJ�]_O:=�� U BkI<L U<u t%t o �'��� � } uFE > a �?u «A«_« � «A¬ � a� )�@C� � a )�@fHk] E Rn] u �K�TSc£WV�  R \�, ��dc )__£�¤ R [ X 	 \�£j� R [�[ � dc I� R ,�£�¤�� oxHk]_R a =cB D RF@PI U @ E)�]tBk` a u �§a ) a = a u � >AO a « u � MIM « a� � Ij� �A] a � a1� I U @ E	u � � R   R ,a` £j )\P¤a`A\�, N Y R ¡n�/d�[[�!� £$#<¡n�/[[£a[�` ¤ R [ X ¤j��� �/` � £j �Sc� X \�,
` �n£��t )Y�� � DFUGU a )�]lBk` a = D H w I�� U�u �%t o �NM ¬A¬ } uTE > a �Fu «A« � ��� � a� � @f� = a5� @ E J�` D G u 
h k��¡n£j  �n�t�P�t���t ¢¡n��\�, � R ¡*¡�\^[�St¤¦� � ¤a`¨ )\�,a`��ZY ¡n¤ £ad X �N,��/[�__£$# X �/�� R \^[T¤�� �Z>IG¥O a�� Gl]lR a � ] D Gr=F=F= � u t��6@ o �NM ¬ O } u?E > a�� u m � � mMmTa� ��� � �§a�~ a*� >AMe> w u �ma � ah� @ E {eI<H VFu � [�_ R  )\ R [�` �	�n£��t )Y�� � O V I�{FHG]_@PJ o5I<>ALNI<BkH � n � u � ]_H��U `F@ E	u =c`n] v ]_HWI w @PJ�` o � R U a } u =?MFHG@ EFV I<H u �NM M �Fu � � m � � O � a



��� ����� #������
	�����

�I�

� � HW� � an� HW@POPO u N �N, R � ,j� R ¤�¤a\ g
, R `B\��/[ � � 'Wd �/`A\�£a[�` ¤|� ��,��t�K¡X�P£$#z� R [�\ ���t� X ¤�VWY X \P¤N,��/[�`B\^�
[�dn�/d¥¤�S_ k�/d ¡n¤�� � D GlI�)�]lBG` a � a u ��� o �NMMp ¬ } u m ¬A« � mIO�pTa� ���e� ) a �S@d] E	u = a �[` D	u � 	�� ��£ R ¤adc k£�¤ R [ X 
�£�¤a\^[ P ¤x£a[�`¨ k��¡�Y����t 7�!dc� R ���t 5£a[ X �t���t )�¡n��\P¤j�§¤��:� Hk] ETU a�� LNI�H a )�]lBG` a =?>cJ a u � 3�� o �'�'��� } uTE > a �Fu � � « m � � � ¬ �_a� � Ij� ) a � I�I U�u 
-� ¤a\^`B\^__£q��£ R ¤ad? k£|¤ £a` ¤�� ��£j BSc� X \�,q  R `A\��/[ R ��� R ¡n¤�� � EFE a =?J<@ a % J<>AOPI� >_HGL a = D M a o � } u @�� o �NM O�p } uTE > a�m u m O�m � ��� ¬ a� � � 2 a � D RT@ E	u ��d�[>,a`A\��/[ ` �n£��t )Y�\^[ `��n£  [�\^`�� R � �y� � Cn � oxH DFE R a )�]tBk` a 2 @ UWU a� > �"� � u =?MFHW@ EFV I�H u �NMIO � a� � D � � � a � D I�OfOPI u1��[s\^[[£7'Wd R �Z\^`BYQ���t !`��n£�£a[�`¨ k��¡�Y � � X \ �S£j �£a[�`A\ R V��P£q� R ¡n¤�� � >AO a =?>cJ a
� HG] U @fO )�]lB a u � o �NM ¬ O } uFE > a�� u OMm � O ¬ a� � D�� � � a � D I�OfOPI u��2 BSc� X \�,�`��n£��t )Y8� � X \ �S£j k£a[�`A\ R V��P£ X Yh[ R �!\�, R �F¤aY ¤a` £j�§¤�� n EFU B a %K] D BGI U
% B D RTI U =?J�@ an� D {FO a )�]lBk` a u 3 � o �NM ¬ M } u�� ¬ � « OTa�^= � � o a PKa =?`TI�MF`n]lHGR u � aT�§a � >?RFR u �]\^[�\^` £!d&[�\^` R  )Y� k£�"-£/,a`B\��/[+S_ k�/d ¡n¤�� P ] E ]_RT@d] E � a)�]lBG` a u � o � M « � } u � ¬ � � m � � a�^=c� �1a =?@P{X> E � u �QY/[ R �!\4'Wd £ X £�¤ R ¡*¡X�Z\�, R `B\��/[T¤§  R `B\��/[�[[£j� �P£�¤ X £ Pk � @ E � � E ]_LN@Pg D II<B�oxp�>ALNp<BGHG@fI P >ALNMFOPI7QTI U�u � ] E >AHk]lL�] U IjB�= � E BG`F� U I U � > O u =D)�© I<B � � �=?J<@PI E J�I U<u �NMIMIMTa�^= D � � a = D OfOP@ w ] E[u&) d R ¤a\�,��/[ ���t 7� R � �n�t��£��t���t ¢¡n��\P¤j�§¤ R [ XOX Y/[ R �!\�,�¤Wi � i � �t�Zd�`B\��/[� � `��n£�� R ` �/d�����d?�Z\ R ¡X k�MV��P£j� �/[ � R [ X £j a\^[�S X �t� R \^[T¤�� � EFE a > v )�]lBk` a o � } u @�t%to � MIO « } uTE > a%m u&� � � � � �NOTa� � � � � a �ZI�RF] u �2�t�K¡X�P£$# X Y/[ R �!\�, R �¥¤aY ¤a`+£j�§¤Z�/[x¡X k�$-�£/,a`B\^__£i¤+¡ R ,�£�¤�� @ E � R w ] E J�I<RN=?Ij�HG@fI U @ E � � E ]lL8@fJ�]_Oe= � U BGI�L U�u @ � u P `n]_>_BG@PJS�	� E ]_L8@fJ�]_O[= � U BGI�L U�u 2 >AHWOPRr=cJ�@PI E �Bk@CYnJ � D {FO a u �NM M�m u � �'� � � mIOTa� � � � � a ��I�Rn] u � R `+�/d|¤ £a`6\^[ ,��t�K¡X�P£$# X Y/[ R �!\�,�¤l\^[1¡X k�$-�£/,a`A\^__£y¤+¡ R ,�£�¤�� � a )�]lBk` a =?>cJ a
�A]_Mn] E	u � >AO a u � � o �NMIM � } uTE > a%m u « � « � «A«_« a� � m � � a �ZI<Rn] u �� )\^`A\�, R �n�t  VW\^` ¤-� ���n�t�P�t���t +¡n��\�, � R ¡n¤m�/[x¡X k�$-�£/,a`A\^__£ ¤+¡ R ,�£�¤�� � a oxI�>AL a
� E ]_O a u # o �NMIMIO } uFE > a �?u m.�NM � m�m � a� J � ~ a = a J > DFETVFu �Q\ ��£a[T¤a\��/[ � £a[�`� k��¡�Y R [ X N Y R ¡n�/d�[[�/_ £$#<¡n�/[[£a[�`�¤�� � H V >?RT@PJ� `FI<>AH ��� � E ]lL8@fJ�]_O:=�� U BkI<L U<u t o �NM O � } u?E > a�� u � � M � � �"� a���e� �§a �[R DFE @ G u 
 R   R Vj�t�Z\�,|�t  VW\ ���t� X ¤ R [ X `��n£ X \ ��£a[T¤a\��/[ � �e` �n£4� R #�\ � R �[��£ R ¤adc �£
���t 5  R `B\��/[ R �	� R ¡n¤�� n E w I E B a )�]lBG` a u ��� o �NM M � } u?E > a%m u p � ¬ � p � MTa���[@f� ) a �[@ EFU L8I<@ U BGI�H u �$�t 7� R �Z\P¤j��£ ` �n£j 7��� X Yh[ R �!\4'Wdn£K£a`	¤aY ¤a` Uj��£�¤ X Yh[ R �!\4'Wdn£�¤h�n�/��P�t���t ¢¡n�n£�¤�� � ] E >AHG]_L�] U I<BK= � E Bk`F� U I U � > �Fu =D)�© IjB � � � =?J�@fI E J<I U�u �NM M�pTa


