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Introduction

Dans la premiére partie de ce travail, nous caractérisons les exemples de Lattés
parmi les endomorphismes holomorphes de P* par ’absolue continuité de leur me-
sure d’entropie maximale pu. Il s’ensuit une caractérisation des exemples de Lattés
en terme d’exposants de Lyapounoff de u. Ces résultats montrent que, générique-
ment, la mesure d’entropie maximale d’un endomorphisme holomorphe de degré d
de P* n’est pas absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue (elle est
par conséquent singuliére, en vertu de son ergodicité), et que 'un au moins de ses
exposants est strictement plus grand que logd/2. Ceci répond & une question posée
par Fornaess et Sibony (cf [FS4], Questions 2.17, 2.21).

La caractérisation des exemples de Lattés par leur mesure d’entropie maximale
repose sur un principe de renormalisation, dont 1’élaboration utilise I'interprétation
pluripotentialiste de ;+ comme masse de Monge-Ampére.

Le passage de la minimalité des exposants & I’absolue continuité de p fut établi
par Ledrappier en dimension 1, et reléve de la théorie ergodique. Les arguments en
dimension plus grande que un sont les mémes, et ne sont pas reproduits ici.

La seconde partie est consacrée a ’étude du bassin d’attraction de l'origine des
relevés polynomiaux des exemples de Lattés. Nous montrons que le bord de ces do-
maines se désingularise explicitement en une hypersurface sphérique compacte. Ces
domaines sont donc assez surprenants, puisqu’ils sont proches de la boule euclidienne
et admettent des auto-applications holomorphes propres non injectives.

Nous construisons la désingularisation du bord du bassin d’attraction dans un
fibré en droites au dessus d’un tore, a I'aide de fonctions théta. La description des
singularités s’obtient alors grace a quelques éléments de la théorie des invariants.

Un bref survol du contexte

L’étude de la dynamique des fractions rationnelles sur P* remonte au début du
vingtiéme siécle, avec les travaux de Fatou et Julia. L’objectif est de comprendre le
comportement des itérées d’une fraction rationnelle f sur les sous-ensembles inva-
riants suivants : I’ensemble de Fatou JF, sur lequel ces itérées forment une famille
localement équicontinue, et I’ensemble de Julia 7, le complémentaire de F.

Sur I’ensemble de Fatou, la dynamique d’une fraction rationnelle est bien com-
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prise, grace a la classification des composantes connexes périodiques de F, dite
de Fatou-Cremer, et au théoréme de Sullivan [Su], qui stipule qu'une composante
connexe de F est nécessairement prépériodique. Une description précise de cette
dynamique se trouve, par exemple, dans les chapitres 2 et 4 du livre [BM].

La situation sur I’ensemble de Julia J est plus délicate. Notons tout d’abord
que cet, ensemble n’est pas vide lorsque le degré de f est plus grand que deux, et
qu’il peut coincider avec P!. Fatou et Julia ont démontré que la restriction de f
a J est topologiquement mélangeante et que les cycles répulsifs sont denses dans
J. La dynamique sur J est donc beaucoup plus difficile & décrire que celle sur F.
En présence d’une telle “instabilité” dynamique, il est pertinent de travailler dans
le cadre de la théorie ergodique : on s’intéresse alors au comportement d’orbites
génériques, relativement a une mesure de probabilité invariante par f.

Il est assez facile de construire de telles mesures. Par exemple, un cycle répulsif
{z,---, fP~}(z)} donne naissance & la mesure de probabilité invariante % ;’;é O3 (2)
(0, désigne la masse de Dirac au point a). Mais bien sir, une telle mesure n’apporte
que peu d’information sur la dynamique de f. En 1983, Freire, Lopes et Mané
[FLM], ainsi que Lyubich [Lyl]|, ont construit une mesure invariante portée par J
et vérifiant de remarquables propriétés ergodiques. Cette mesure, que 1’on note p,
refléte la distribution asymptotique des préimages d’un point suffisamment général.
Plus précisément, on a :

p= lim 1 Z Oz (1)

n—-+oo d"
fr(z)=a
ou d désigne le degré de f, et a un point de P! pris en dehors de ’ensemble ex-
ceptionnel &, contenant au plus deux éléments. La mesure p est mélangeante et
vérifie 'identité f*u = d.u. Cette relation montre en particulier que I'entropie de
w1 vaut logd (voir plus bas pour la définition de I’entropie). De plus, cette mesure
se distingue dans I’ensemble des mesures de probabilité invariantes par f. En ef-
fet, Lyubich [Lyl| et Mané [Ma2] ont montré que p est I'unique mesure d’entropie
maximale du systéme (P!, f).

Nous verrons plus loin que p peut aussi s’introduire a l'aide de la théorie du
pluripotentiel. Cette approche remonte a Brolin (|Bro|, 1965) qui établit, dans le
cas des polynomes, que pu est égale a la mesure d’équilibre de ’ensemble des points
d’orbite bornée.

Les propriétés de régularité de p ont été beaucoup étudiées. Le premier résultat
est la formule suivante, établie par Ledrappier (|Le2|, 1984) :

h(p) = dim(p).A(p) (2)

Elle relie I’entropie h(x) de p & son exposant de Lyapounoff A\(), et & sa dimension
dim(p) (cf [Y] pour une formule similaire concernant les diffécomorphismes de variétés
compactes de dimension réelle 2). Rappelons rapidement la signification de ces réels.
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La notion d’entropie est issue de la théorie de l'information, développée par
Shannon, a la fin des années 1940. On consultera a ce sujet le livre de Zinsmeister
[Zi] (Chap. 2), celui de Katok et Hasselblatt [KH] (Chap. 4.3), et la thése de Cantat
[Ca] (Chap. 1.2). Par définition, I’entropie H(«) d’une partition a = (A, -+, A,)

de P! est égale A :
Z pu(A4;) log p(A;)

Elle mesure la quantité d’ 1nformat10n obtenue par la localisation d’'un point gé-
nérique sur la partition «. L’entropie de f relativement a la partition « est par
définition égale & :
1
H(f,a):= lim —H(x,)

n—4+oo N

ol a, désigne la partition constituée des atomes A;, N ---N f~""VA;  pour
(10, ,in—1) € {1, -+, p}. Lalimite existe par sous-additivité de la suite (H (o) )nen-
Elle peut s’interpréter comme l'incertitude avec laquelle on situe un point générique
x sur la partition «, connaissant les atomes de « visités par ’orbite (f"(z)),>1. L'en-
tropie de u est alors égale a la borne supérieure de ces quantités, lorsque « parcourt
I’ensemble des partitions finies.

On montre que l’entropie d’une mesure invariante v est toujours plus petite
que lentropie topologique du systéme dynamique considéré (cf [KH|, Th. 4.5.3).
Une mesure v est dite d’entropie maximale lorsque son entropie atteint cette valeur
extrémale.

L’exposant de Lyapounoff de i est égal au taux de croissance exponentiel du ja-
cobien des itérées de f, le long d’une orbite u-générique. La dimension de y est égale
a la borne inférieure des dimensions de Hausdorff des boréliens de mesure totale.

Observons que (2) permet de retrouver 'inégalité de Margulis-Ruelle [Rul] :
h(p) < 2.M(1) (3)

Cette inégalité est en fait valable plus généralement pour un endomorphisme f de
classe C! d’une variété compacte de dimension k. Si v est une mesure invariante par
f, ergodique et d’exposants de Lyapounoff Ay, - .-, \g, elle s’écrit :

Ai>0

On déduit de 'inégalité (3) la minoration A(u) > log d/2. La valeur “extrémale”
Ap) = logd/2 (équivalente a dim(u) = 2 par (2)) s’avére étre particuliérement
intéressante : dans ce cas, la mesure ; est absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue sur P! (i.e. la mesure induite par la métrique sphérique) |Lel],
|Le2|. Les propriétés précédentes se résument alors en :

Théoréme (Ledrappier [Le2], 1984) : Soit f une fraction rationnelle de degré
d et u sa mesure d’entropie maximale. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
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1. L’exposant de Lyapounoff de u est égal a logd/2.
2. La dimension de p est égale a 2.

3. La mesure p est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue.

Ce type de résultat concerne en fait toute mesure invariante v d’entropie positive
pour laquelle (3) est une égalité (cf |Le2|), et s’inscrit maintenant dans une théorie
valable pour les difféomorphismes f de classe C1™¢ de variétés compactes. En effet,
I’égalité dans la formule de Margulis-Ruelle, dite “formule de Pesin” :

h(v) =\ (4)

Ai>0

entraine une propriété de régularité sur v, proche de I’absolue continuité. Le théo-
réme de Ledrappier-Young (|Le3|, 1984 et [LY]|, 1985) stipule que lorsque (4) est
vérifiée, les mesures conditionnelles de v “en restriction” aux variétés instables sont
absolument continues par rapport aux mesures de Lebesgue induites. La réciproque
de ce théoréme, établie dans un premier temps par Pesin (|Pe|, 1977) et Mafié ([Mal],
1981) pour une mesure v absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue,
fut démontrée par Ledrappier et Strelcyn ([LS|, 1982).

Il est en fait possible de préciser les fractions rationnelles vérifiant les propriétés
équivalentes du théoréme de Ledrappier. Il est en effet trés rare que la dimension de
Hausdorff de J soit égale a la dimension de yx :

Théoréme (Zdunik [Z], 1990) : Soit f une fraction rationnelle, de mesure d’entro-
pie mazimale p et d’ensemble de Julia J. La dimension de i est égale a la dimension
de Hausdorff de J si et seulement si f est une application puissance z — 2™, un

polynome de Tchebicheff, ou bien un exemple de Latteés.

Les “exemples de Lattés” sont des fractions rationnelles de degré d > 2 faisant
commuter un diagramme du type :

A—L2s-4

|

P! ——P!

ou A est un tore complexe de dimension 1, D une dilatation affine et o un revétement
galoisien fini. On vérifie facilement que pour une telle fraction, le tiré en arriére de
la mesure ;. par o coincide avec une forme volume sur A. La mesure p est donc
équivalente & la mesure de Lebesgue sur P'. En particulier, ’ensemble de Julia d'un
exemple de Lattés coincide avec P'. Remarquons que beaucoup d’autres fractions
partagent cette propriété, sans pour autant étre du type Lattés (cf [Ly2| ou [BM]
Chap. 5, et [Re]).

Le théoréme de Zdunik (en fait sa partie la plus simple), associé au théoréme
de Ledrappier, montre donc que parmi les fractions rationnelles d’ensemble de Julia



Un bref survol du contexte \

égal a P, les exemples de Lattés se caractérisent par la dimension de leur mesure
d’entropie maximale :

Théoréme (Ledrappier [Le2], Zdunik [Z]) : Soit f une fraction rationnelle de
degré d et p sa mesure d’entropie maximale. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

1. L’ezxposant de Lyapounoff de p est égal & logd/2.
2. La dimension de p est égale a 2.
3. La mesure |1 est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue.

4. La fraction rationnelle f est un exemple de Lattés.

Cette partie du théoréme de Zdunik peut en réalité s’établir facilement par un
argument de renormalisation. Dans cet esprit, Mayer a récemment obtenu :

Théoréme (Mayer [May], 2002) : La mesure d’entropie mazimale d’une frac-
tion rationnelle f est absolument continue par rapport a une mesure conforme si et
seulement si [ est une application puissance, un polyndéme de Tchebicheff, ou bien
un exemple de Lattés.

Rappelons qu'une mesure v est conforme si il existe a > 0 tel que v(f(B)) =
J | f'|*dv pour tout borélien B sur lequel f est injective, o | f’| désigne la norme de
la différentielle de f pour la métrique sphérique. Par exemple, la mesure de Lebesgue
est conforme, pour a = 2. La démonstration de Mayer, dont nous nous inspirerons,
repose sur le procédé de renormalisation suivant (cf [Le2|, [EL] §3.2.4) :

Théoréme (Ledrappier [Le2|, 1984) : Soit f une fraction rationnelle de degré
d > 2 et . sa mesure d’entropie mazimale. Pour ji-presque tout point z de P!, il
existe (nj(z))jen et r(z) > 0 tels que les applications :

D) — P
Put T e e | () )

soient injectives et convergent localement uniformément sur D(0,7(2)) vers une ap-
plication holomorphe injective .

La preuve utilise de maniére cruciale le caractére conforme des fractions ration-
nelles, puisqu’elle nécessite le théoréme de Koebe, propre a la dimension 1.

On obtient le théoréme de Mayer en associant ce procédé de renormalisation
a l'identité f*u = d.u. On montre ainsi que les propriétés de p sont les mémes
a grande et a petite échelle. A titre d’exemple, et pour éclairer notre démarche a
venir, examinons le cas ol p est & densité h par rapport & la mesure de Lebesgue
(p s’identifie alors & une (1,1) forme différentielle & coefficient L'). Nous allons voir
que si 2y est un point de Lebesgue de la fonction h, alors la densité h de p sur
©(D(0,7(20))) est constante, égale & h(zp).

La premiére étape consiste & interpréter I'identité :

fu=d"p (5)
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a I'aide de la densité h, pour voir que |f™(zo)'| est équivalent & d"/2. Ainsi, d’aprés
le procédé de renormalisation de Ledrappier, les applications A, := zy + d~"/2.Id¢
“renormalisent” les itérées de f sur un disque non trivial D(0,r(z)).

On tire ensuite en arriére la relation (5) par les applications A,, afin d’obtenir
Iidentité :

A ™ =d". AL sur D(0,r(2))

D’aprés le procédé de renormalisation, le membre de gauche tend faiblement vers
©* 1 lorsque n tend vers I'infini (quitte & extraire). Le membre de droite, qui s’écrit :

d".h(zo + d~"w) %.d‘”/zdw Ad"2dw = h(zo + d~?w) %.dw A dw

converge faiblement vers h(z) £.dw A dw sur D(0, r(z)), lorsque z; est un point de
Lebesgue de h. Ainsi, modulo le biholomorphisme ¢, la densité de u est constante
sur 'ouvert ¢(D(0,7(z))), égale & h(2o). Pour peu que h(z) soit strictement positif,
on obtient ainsi une densité lisse et strictement positive sur un ouvert. On en déduit,
par des arguments de nature algébrique, que f est un exemple de Lattés (cf [BL1],

[May]).

Nous passons maintenant a la dimension supérieure. L’analogue de la mesure
i pour les endomorphismes holomorphes de P* fut construite au début des années
1990 par Fornaess-Sibony (|[FS2|, [FS3]) et Hubbard-Papadopol [HP|, a I’aide de la
théorie du pluripotentiel. On consultera l’article de Bedford et Smillie [BS] pour le
cas des difféomorphismes polynomiaux de C?, ainsi que le livre de Sibony [S] pour
un panorama du sujet.

L’idée est de relier la dynamique de f sur P* avec celle d’un de ses relevés
polynomiaux £ sur C**1) par I'intermédiaire de la projection 7 : Ck1\ {0} — P*.
L’objet fondamental est la fonction de Green Gp := lim, . o = log|| F" ||, ou d
désigne le degré de ’application polynomiale homogéne F'. Cette fonction est psh
continue sur C**1\ {0}, et induit sur P* un courant positif fermé 7' de bidegré (1,1)
par la relation :

T = dd°Gp (6)

Cela revient a dire que les potentiels locaux de T sont de la forme G o s, oul s
est une section locale de 7. Ce courant, que 1’on appelle courant de Green, vérifie
l'identité f*T = d.T (on dit qu’il est f-invariant), et est cohomologue & la forme de
Fubini-Study (il n’est donc pas trivial). De plus, on montre que son support coincide
avec ’ensemble des points ot les itérées de f ne forment pas localement un famille
équicontinue. Plus précisément, G est pluriharmonique exactement “au dessus” de
I’ensemble de Fatou de f.

Les travaux de Fornaess-Sibony et de Briend-Duval ont établi que ’analogue de la
mesure 4 en dimension supérieure est donné par la mesure de probabilité invariante
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T* =T A---AT (le produit est pris au sens de Bedford-Taylor). Cette mesure, que
I’on note encore pu, vérifie I'identité f*u = d*.u, et son support est appelé ensemble
de Julia de f.

Fornaess et Sibony ont montré, par des arguments issus de la théorie du plu-
ripotentiel, que p est mélangeante, et qu’elle refléte la distribution des préimages
d’un point de P* (cf (1)) pris en dehors d’un ensemble exceptionnel £ pluripolaire
(cf [FS2], [FS3]). Briend et Duval ont prouvé, en adaptant les techniques de Lyu-
bich [Lyl| aux dimensions supérieures, que £ est un ensemble algébrique, et que u
est Punique mesure d’entropie maximale du systéme (P*, f) [BD2|. Ils avaient aussi
montré, par 'approche pluripotentialiste, que les exposants de Lyapounoff de i sont
minorés par logd/2 |BD1].

Venons-en aux propriétés de régularité de p. La partie la plus algébrique de la
preuve du théoréme de Ledrappier-Zdunik a été généralisée aux dimensions supé-
rieures par Berteloot et Loeb [BL2|. Cette fois, I’hypothése porte non pas sur la
mesure, mais sur le courant de Green, dont on exige qu’il soit suffisamment régulier
(voir aussi les articles de Dinh |Di| et de Dinh-Sibony [DS]) :

Théoréme (Berteloot-Loeb [BL2]) : Soit f un endomorphisme de P* de degré
d > 2. Sile courant de GreenT de f est une (1,1) forme différentielle lisse et définie
positive sur un ouvert, alors f fait commuter un diagramme du type :

ot A* est un tore compleze de dimension k, D = D + 7 une dilatation affine et o
un revétement galoisien fini.

On appelera donc “exemple de Lattés” tout endomorphisme holomorphe de P*
vérifiant cette propriété de commutation. On vérifie que la mesure d’entropie maxi-
male p d’un tel endomorphisme est absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue, et que ses exposants de Lyapounoff sont tous égaux a logd/2.

Nous présentons ici une construction d’exemples de Lattés en dimension 2, diie
a Ueda [U2] (elle se généralise en toute dimension). Etant donné un exemple de
Lattés f en dimension 1, il existe une application holomorphe ¢ : P? — P2 faisant
commuter le diagramme suivant :
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ou P désigne le revétement ramifié de degré 2 :

P! x P! — P2

P (el ) = ey oy 4y

L’endomorphisme ¢ est alors un exemple de Lattés. La classification des couples
(A% @), constitués d’un tore complexe de dimension 2 et d’un groupe d’automor-
phismes tels que A%/G soit isomorphe & P?) a été établie par Kaneko, Tokunaga
et Yoshida [KTY]. Nous la décrivons en appendice : elle ne fait apparaitre que des
situations “produits”, comme c’est le cas dans la construction de Ueda.

Notons aussi que les exemples de Lattés apparaissent dans le probléme des en-
domorphismes holomorphes permutables, étudié par Dinh et Sibony [DS].

Enoncé des résultats et esquisse des démonstrations

Nous obtenons la caractérisation suivante des exemples de Lattés, qui généra-
lise aux dimensions plus grandes que un l’équivalence 3 <= 4 du théoréme de
Ledrappier-Zdunik :

Théoréme 1 : Soit f un endomorphisme holomorphe de P* de degré d et p sa
mesure d’entropie mazimale. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) : La mesure u est absolument continue par rapport G la mesure de Lebesgue.
(2) : La mesure u n’est pas singuliére par rapport & la mesure de Lebesgue.

(3) : L’endomorphisme f est un exemple de Lattés.

Ce théoréme entraine une caractérisation des exemples de Lattés en terme d’ex-
posants de Lyapounoff :

Corollaire : Les propriétés du théoreme 1 sont équivalentes a :

(4) : Les exposants de Lyapounoff de i sont égaux a logd/2.

Ce corollaire s’obtient en montrant 'implication (4) = (1). Il s’agit d’adapter
la démonstration de Ledrappier (|Lel|, [Le2]) en dimension supérieure (voir aussi
[QZ]). L’idée consiste a travailler dans Dextension naturelle (P, f, i) (cf la partie
1.1.3) et a identifier les mesures de probabilité conditionnelle de i relativement a
une partition mesurable réalisant 1’entropie (cf [Lel|, Prop.3.2). On utilise a cet effet
I'égalité dans la formule de Margulis-Ruelle (issue de (4)) et 'inégalité de Jensen (cf
[Lel], Prop.3.6). On exhibe ainsi une densité explicite pour la mesure .

Les arguments développés par Ledrappier sont exactement les mémes en dimen-
sion plus grande que un, excepté pour le lemme 2 de [Le2|, qui nécessite 1'utilisation
de T'inégalité de Lojasiewicz (cf [Lo|] Chap.4, §7). Notons que cette technique de
démonstration reste encore valable pour des mesures invariantes (autres que p) réa-
lisant 1’égalité dans la formule de Margulis-Ruelle. Elle est maintenant classique.
On la retrouve par exemple dans le cadre des difféomorphismes (|[LY], [Le3|), ainsi
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que dans la preuve de l'unicité de la mesure d’entropie maximale pour un difféo-
morphisme polynomial de C?, diie & Bedford, Lyubich et Smillie (|[BLS], Th.3.1), et
pour un automorphisme d’une surface K3 projective, die a Cantat (|Cal, Th.7.2.1).

Revenons au théoréme 1. L’équivalence (1) <= (2) résulte de I'invariance des
mesures de la décomposition de Lebesgue (1 = 1445 + [lsing, €t de 'extrémalité de p
en tant que mesure ergodique.

L’implication (1) = (3) fait 'objet du chapitre 1. Nous I’obtiendrons en mon-
trant 'implication (%) suivante, qui permet de se ramener au théoréme de Berteloot-
Loeb :

p =Tk < m sur un ouvert Q, u(Q) >0 = T est lisse et défini positif sur Q (x)

(m désigne la mesure de Lebesgue sur 2). Nous nous sommes pour cela inspirés
de l’approche de Mayer [May| décrite précédemment, reposant sur un procédé de
renormalisation. Signalons d’emblée que les idées développées dans ce cadre ne suf-
fisent plus en dimension supérieure. En effet, une fois mis au point un procédé de
renormalisation, il faut ensuite pouvoir renormaliser le courant 7', qui n’est pas né-
cessairement une (1,1) forme différentielle & coefficients L'.

Le procédé de renormalisation est le suivant. L’application 7, : C*¥ — P* figurant
dans 'énoncé est une carte holomorphe de P* vérifiant 7,.(0) = = (cf la partie 1.1.4
pour sa définition).

Proposition 1 : Soit f un endomorphisme de P* et u sa mesure d’entropie mazi-
male. Soient \; < --- < )\, les exposants de p, et Q un ouvert de P* wvérifiant
w(Q) > 0. 85 A\ < 2Xq, alors, il existe L(2) C Q de p-mesure non nulle vérifiant :
pour tout x € L(Q), il existe (n;(z));en et v(z) > 0 tels que les applications :

_ BOv@E) — P
©On,; U — fnj 0T, 0 (dofg?j)_l (U)

soient injectives et convergent localement uniformément sur B(0,v(x)) vers une ap-
plication holomorphe injective . De plus, o, (0) € Q pour tout entier j.

La démonstration est basée sur une comparaison entre les branches inverses de
f™ et leurs différentielles. La situation n’étant plus conforme comme en dimension
1, nous ne pouvons plus utiliser le théoréme de Koebe. L’hypothése A\, < 2\ nous
permet ici de travailler dans un cadre relativement proche du cas conforme. Notons
que I'invariance de p intervient pour produire un énoncé “en temps positif”.

Pourvu que les coefficients de T soient des fonctions L!, I'identité f*T = d.T
permet de voir, a l'instar de ce qui se passait en dimension 1, que I'inverse des diffé-
rentielles d, f™ peuvent étre remplacées par des homothéties de rapport d—"/? dans la
proposition 1. Il est alors possible de renormaliser le courant 7" : on montre, comme
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en dimension 1, qu’il est lisse et défini positif sur un ouvert de P*. I’endomorphisme
f est alors un exemple de Lattés, d’aprés le théoréme de Berteloot-Loeb [BL2].

Lorsque I'hypothése de régularité porte sur y, il n’est plus évident de remplacer
les différentielles par des homothéties dans la proposition 1. Nous y parvenons en
montrant que le volume et le diamétre des ellipsoides (d,f")~" (B) (ou B désigne
la boule unité), sont respectivement équivalents a d=*" et d~"/? (nous reviendrons
plus loin sur ces assertions). Nous obtenons alors le principe de renormalisation par
des homothéties suivant :

Proposition 2 : Soit f un endomorphisme de P* de degré d et ;1 sa mesure d’en-
tropie mazimale. Soient Q un ouvert de P* sur lequel 11 est absolument continue
par rapport G la mesure de Lebesgue, avec () > 0. Alors, il existe L(Q) C 2 de
p-mesure non nulle vérifiant : pour tout x € L(N2), il existe (n;(x))en et v(z) >0
tels que les applications :

B(0,v(x)) — Pk
v, .
J u — [T o7, 0 A, (u)
ot A, = d "2 Idcx, soient injectives et convergent localement uniformément sur

B(0,v(x)) vers une application holomorphe injective W. De plus, ¥, (0) € .

Ce procédé nous permet d’établir 'implication (x). Pour cela, il semble naturel
de vouloir reconstituer ;2 & I’aide des courants Ts et Ting (de la décomposition de
Lebesgue de T) sous la forme :

k
u= (Tabs + TsiTLg)k - Z Clz: Tsjmg A T(fb;j (7)
=0

Cependant, un tel développement n’existe pas toujours, car T, et Tj;,, ne sont
pas nécessairement fermés, a potentiel localement borné. Le contexte dynamique
apporte la solution. En effet, une fois “renormalisé”, le courant f-invariant T,
devient une (1,1) forme positive H a coefficients constants. Ainsi, les courants Ty
et Tsing = 1T —Tgups sont fermés et possédent des potentiels continus sur €2. On dispose
donc de I'égalité (7).

Pour terminer la démonstration de (%), il reste essentiellement & montrer que la
forme H est non dégénérée. A cet effet, on prouve, a ’aide du procédé de renormali-
sation par des homothéties, que lorsque le support d’un courant f-invariant contient
beaucoup de points ou ’on peut renormaliser (i.e. lorsque p charge son support),
ce courant posséde une partie absolument continue non triviale. Si la forme H était
dégénérée, la formule (7) entrainerait que p charge le support du courant singulier
Tying- Le résultat précédent fournit alors une contradiction. La forme H est donc
définie positive. Il s’ensuit que T;,, est nul et que f est un exemple de Lattes.

Revenons au controle du volume et du diamétre des ellipsoides (d,f")"" (B)
lorsque w0 est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue. Le controle
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du volume (c’est & dire du jacobien de (d, f")~") provient de la relation f™*u = d*" 4,
traduite sur la densité de p. Le controle du diamétre s’obtient en estimant la mesure
de I’ensemble des points ou celui-ci est trop grand :

Kir) = engran{ || (@) 2 rd )

On utilise pour cela une technique et un lemme de pluripotentiel diis & Briend et
Duval [BD1|. L’idée est la suivante. Quitte & supprimer un ensemble de mesure arbi-
trairement petite, le rayon v d’une boule sur laquelle I’application f™ o7, 0 (do fr? ) -
existe est minoré par 1y > 0. Ainsi, par chaque point de K¢(7) passe un disque af-
fine de taille 7.d~"/2, contenu dans €2, et dont I'image par f" est encore dans . Un
potentiel u de T sur  étant fixé, I'identité f™*T = d".T montre que la restriction
de u a ces disques différe d’une fonction harmonique d’au plus d=". Le lemme de
pluripotentiel de Briend et Duval montre alors que la mesure de K¢ (7) est majorée
par 1/72. 11 suffit donc de choisir 7 suffisamment grand pour controler le diamétre
de (d,f™)"" (B) sur un ensemble de mesure arbitrairement proche de 1.

Dans le chapitre 2, nous décrivons de maniére précise le bord du bassin d’at-
traction de l'origine des relevés polynomiaux & C**! d’exemples de Lattés. Nous
montrons que ces domaines sont sphériques en dehors d’un ensemble algébrique de
codimension 1, et nous décrivons les singularités qui apparaissent :

Théoréme 2 : Soit f un ezemple de Lattés de P* induit par un revétement galoisien
o : AF — P* de groupe G. Soit T le courant de Green de f et Qp le bassin d’attraction
d’un de ses relevés polynomiaux F'.

Il existe alors un fibré en droites L(H, o) sur A* de forme hermitienne H définie
négative, une hypersurface sphérique compacte ¥ dans L(H,«), et un revétement
galoisien & : L(H,a)~ — C*1\ {0} induisant o sur les bases tels que 5(X) = 0Qp
et o*1' = —5dd°H .

Le bord de QU est sphérique au voisinage de zy = 6{xo, uo} si le stabilisateur K
de @y € A* sous laction de G est trivial. Sinon, il a pour équation :

{(5.0) € Vo x (C,0), R(w) — H (27 (), ' ()) =0}

ot Vy est un voisinage de l'origine dans C* et & : (Ck/l_() — CF est un biholomor-
phisme dont les coordonnées forment une base de l’algebre des polyndémes invariants
sous ’action du groupe K des parties linéaires de K.

Cette description généralise celle de Berteloot et Loeb [BL1] donnée en dimen-
sion 1 (cf aussi [U1]). Elle montre aussi que les applications F' : Qr — Qp sont des
exemples inattendus d’auto-applications holomorphes propres non injectives. En ef-
fet, ni les domaines bornés strictement pseudoconvexes |[DF|, [Pi] (voire, comme on
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le conjecture, tous les domaines bornés pseudoconvexes lisses de C**1), ni les do-
maines de Reinhardt dont une portion du bord est strictement pseudoconvexe [B],
n’admettent de telles applications.

Donnons un apercu de la démonstration. La désingularisation sphérique s’obtient
en relevant le diagramme foo = oo D aux fibrés en droites O(—1)~ ~ C*1\ {0} et
0*O(—1)" ~ L(H, «)~. Cette approche, qui nous a été suggérée par J.J. Loeb, peut
reposer sur le théoréme d’Appell-Humbert en vertu duquel 0*O(—1) est isomorphe a
L(H,«). Cependant, il est plus simple, techniquement et conceptuellement, d’expli-
citer un morphisme & de L(H, «) sur O(—1) induisant o sur les bases. Pour cela, on
utilise le fait élémentaire suivant : les coordonnées de o sont des fonctions théta nor-
malisées de méme type (H, o). On montre alors qu’il existe un morphisme homogéne
D de méme degré que F', tel que le diagramme suivant commute :

L(H, o)~ = L(H, o)~
~ \ ) b \ )
5 A L A
Cr1\ {0} —— CH\ {0} o
\]P)k ! \Pk

Ce morphisme homogéne vérifie aussi la relation :
qoD=¢" (8)

oil ¢ désigne la métrique sur L(H,«) définie par ¢{z,u} = e 27@?)|y| (2 une
constante multiplicative pres). Les identités goD = ¢% et ¢“Fo F' = (e°F )d, associées
a la relation de commutation ¢ o D = F' o 7, fournissent 1'égalité :

eGFO& — q (9)

Elle relie la métrique (singuliére) e“F sur O(—1) a la métrique ¢ sur L(H, «). L’en-
semble X = 571 (0Qr) s’identifie ainsi a la surface de niveau {q = 1}. La sphéricité
de X est dlie au caractére défini négatif de la forme hermitienne H, provenant du
fait que o est un revétement ramifié fini. Les égalités (8) et (9) montrent aussi que
QO se désingularise en {q¢ < 1}, qui est le bassin d’attraction de la section nulle de
L(H, «) pour I’application D.

Nous décrivons ensuite les singularités du bord du bassin d’attraction Q. En
remarquant que ¢ est, comme o, un revétement galoisien fini, cette description se
raméne & paramétrer une singularité quotient (C*,0)/K, ot K est un groupe linéaire
fini. Lorsque k£ = 1, K est cyclique et cette paramétrisation est immédiate [BL1|. En



Enoncé des résultats et esquisse des démonstrations xiii

dimension plus grande que 1, il faut faire appel aux résultats de base de la théorie
des invariants.

Nous consacrons finalement un appendice a la classification des couples (A%, G)
tels que le quotient A%?/G est isomorphe a P2. Cette classification est diie & Kaneko,
Tokunaga et Yoshida [KTY]. Elle nous permet d’exhiber des exemples de Lattés :

Proposition 3 : Les endomorphismes suivants sont des exemples de Lattés :

P2 — P2
fii [xiy:2] — [(—e4+y+2)?:(z—y+2)?: (z+y—2)?
fo: [z:iy:2] — [(x—y+2)*: (—z+y+2)?*: (v +y—2)7
fa: [z:iy:2] — [(x+y—2)%:(—z+y+2)?: (x—y+2)?

NN

1ls sont semi-conjugués aux dilatations :

ir 11 41
Di=v2( ¢ V) p=va| F V) Dy=v2| E V2
0 es Vi V2 Vi V2

par le revétement galoisien A; x A; — P? de groupe (G(4,2,2), %G»

Les endomorphismes étudiés par Ueda (cf [U1], [U2]) sont donc des exemples
de Lattés. Nous vérifions aussi, a 'aide de la classification de [KTY], que I'applica-
tion critiquement finie suivante, étudiée par Fornaess et Sibony [FS1]|, n’est pas un
exemple de Lattés :

Proposition 4 : L’endomorphisme critiquement fini :

P2 — P2

g [ y:z] — [(x—2y)*: (x—22): 27

n’est pas un exemple de Latteés.
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Chapitre 1

Une caractérisation des exemples de
Latteés

Dans ce chapitre, nous montrons 'implication (1) = (3) du théoréme 1 :

Si la mesure d’entropie maximale o est absolument continue par rapport
a la mesure de Lebesgue sur un ouvert 2, de mesure p(£2) > 0,
alors f est un exemple de Lattés.

L’équivalence (1) <= (2) est établie dans la section 1.1.2.

1.1 Généralités

Cette section est destinée & introduire les outils et notations dont nous aurons
besoin. Aucun résultat de cette partie n’est original.

1.1.1 Décomposition de Lebesgue de courants positifs

L’objet de cette section est d’introduire une décomposition de Lebesgue pour les
courants positifs. Commencons par quelques rappels. Soit ¥ une mesure complexe
sur un ouvert U de C* et m la mesure de Lebesgue sur cet ouvert.

Définition 1.1.1 On dit que v est absolument continue (par rapport & m) si pour
tout B borélien de U, on a m(B) =0 = v(B) = 0. On note alors v < m.

On dit que v est singuliére (par rapport & m) si il existe un borélien A tel que
v(A) =0 et m(E) =0 pour tout borélien E de U\ A. On note alors v1Lm.

La définition suivante est alors naturelle :

Définition 1.1.2 Soit S un courant positif sur U. On dit que S est absolument
continu (resp. singulier) si tous ses coefficients-mesures sont absolument continus
(resp. singuliers). On note alors S < m (resp. SLm).

1
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On dispose des théorémes classiques suivants pour les mesures :

Théoréme 1.1.3 (de décomposition de Lebesgue) Il existe un unique couple
de mesures compleres Vgps €t Vging tel que :

V = Vgps + Vsing QUEC Vgps K M €L Vgjnglm

Si v est positive, Vgps €t Vging SONE positives.

Théoréme 1.1.4 (de Radon-Nikodym) Si v < m, il existe un unique élément
h € LY(U,m) tel que pour tout borélien E de U :

V(E):/Ehdm

La décomposition de Lebesgue pour les courants positifs se généralise alors de la
maniére suivante :

Proposition 1.1.5 Soit S un courant positif de bidegré (1,1) sur U. Il existe un
unique couple de courants Syps €t Ssing sur U tel que :

S = Saps + Ssing avec Sgps K m et Sginglm

De plus, les courants Saps €t Ssing Sont positifs. En particulier,
1. 51 S est de masse finie sur U, Sgps €t Ssing Sont aussi de masse finie sur U.
2. s1.S ne charge pas un ensemble 2 C U, il en est de méme pour Sgps €t Ssing.

DEMONSTRATION : Soit S = Z’; =1 Sp,q-2dz, N dzy. Pour Dexistence et I'unicité, on

applique le théoréme de décomposition de Lebesgue & chaque mesure S, ,. On a :

k ) k )
) 7
Sabs = E (Sp,q>abs'§dzp Ndzg et Ssipng = § (Sp,q)smgidzp N dzg
p,g=1 p,g=1

Pour la positivité, on utilise la caractérisation suivante (|H], lemme 4.4.3) :

Lemme 1.1.6 Un courant T de bidegré (1,1) est positif sur U si et seulement si pour
toute famille (n;)2<j<k de formes différentielles a coefficients constants, la mesure

7 o 1 _
Tn3:T/\§772/\772/\"'/\§77k/\77k

est positive.
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Soit (1;)2<;<k une telle famille. Puisque S est positif, S, := SAZ ATRA- - - A 2n AT,
est une mesure positive. Donc les mesures (5))abs €t (Sy)sing de sa décomposition de
Lebesgue sont positives. On a par ailleurs S, = (Sqbs)y + (Ssing)n- Comme les coef-
ficients de 1 sont constants, les mesures (Sgps)y €t (Ssing), sont respectivement ab-
solument continues et singuliéres. L’unicité de la décomposition de Lebesgue donne
(Sabs)n = (Sp)abs €t (Ssing)y = (Sy)sing, €€ qui établit la positivité de Sups €t Sging.

Passons aux deux propriétés. Comme on I'a fait pour S,, on montre que la me-
sure trace og := S A (dd°|| z H)k_1 vérifie (05)abs = 05y, €t (05)sing = 05,5, Sl 12
masse de S est bornée, o5 est une mesure finie et les mesures positives s, , 0s,,,,
sont finies. La masse de S, est donc finie, puisque la mesure trace d’un courant
positif domine les mesures-coefficients de Sy ([H|, lemme 4.2.2). On procéde de
méme pour Sg;,,. Le deuxiéme point se montre de maniere identique.

Proposition 1.1.7 Soient U,V des ouverts de C*, ¢ : U — V un biholomorphisme
et S un courant positif sur V' de bidegré (1,1). On a :

(¢*S)abs - ¢*Sabs et (¢*S>szng - ¢*Ssing

k

Plus précisément, si Syps = Zp,q:l

hy o(w).dw, N\ dwg surV, on a :

O Sabs = 3 hpg(0(2)).dy(2) N ddy(z) sur U

p,g=1

DEMONSTRATION : Il suffit de montrer les équivalences suivantes :
S<Km= ¢S <m et SLlm < ¢*SLm (1.1)

En effet, elles entrainent que ¢*Sgps + @ Ssing €st une décomposition de Lebesgue de
¢*S. Comme (¢*S)aps + (¢*5)sing €n est une autre, I'unicité de cette décomposition
(cf proposition 1.1.5) permet de conclure. Notons aussi qu’il suffit de montrer les
conditions nécessaires des ces équivalences : les conditions suffisantes s’en déduisent
en appliquant (¢~ 1)*.

Veérifions la premiére. Pour simplifier les notations, on traite le cas de la dimension
2. Soit x(z) = Z;le Xp' ¢ (2)dzy A dZg une (1, 1) forme test sur U. On a :

(6°5,) = (S, (@)X = (S, D Xy (97 w) . d(¢67)y(w) Ad($ D)y (w))

p'=1

= 22: 22: /V (hpg(w) - dwy N dw_q> A (Xp/,q'(¢_1w> -d(¢_1>p’ (w) A d(¢_1)q’(w>>
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La formule de changement de variable entraine :

o= 3 Y / (hpal@(2) - dy(2) N ddy(2)) A (v (2) - d A iz )

v',¢'=1p,q=1

On obtient ainsi ’expression de ¢*S, qui est bien un courant absolument continu.

On en déduit la condition nécessaire de la deuxiéme équivalence de (1.1). Pour
cela, on écrit S sous la forme S = (¢~ 1)*¢*S = (¢ 1)*(¢*S)aps + (¢~ 1) (¢*9)sing. Ce
que l'on vient d’établir montre que (¢~1)*(¢*S)aws < m. Puisque SLm par hypo-
thése, ce courant est nul par unicité de la décomposition de Lebesgue. Donc (¢*S) s
est aussi nul et ¢*S = (¢*S)sin, est singulier, ce que I'on voulait.

La définition suivante a alors un sens :

Définition 1.1.8 Soit S un courant positif sur une variété complere M*. On dit
que S est absolument continu (resp. singulier) si son expression dans chaque carte
est absolument continu (resp. singulier). On note alors S < m (resp. SLm).

On observe & présent que la décomposition de Lebesgue des courants positifs est
bien définie sur une variété complexe :

Corollaire 1.1.9 Soit S un courant positif sur une variété compleze M*. Il eziste
un unique couple de courants Sqyps €t Ssing SUT MF tel que :

S = Saps + Ssing avec Sgps K m el Sgnglm
De plus, Saps €t Ssing sont positifs.

DEMONSTRATION : Soit U un ouvert de M* et £ : U — C* une carte. Sur U, on
pose Sups := (45 )aps- Par définition d’un courant positif sur une variété, &,.S est
positif sur £(U). D’aprés la proposition 1.1.5, (£,5) s est aussi positif et donc Sy
est positif sur U. Il reste & montrer que cette définition ne dépend pas de la carte &.
Sin: U — C* est une autre carte, on a :

£ €S)as =€ (&)m8) =€ (nog ) m.s)

Puisque no &1 : £(U) — n(U) est un biholomorphisme, la proposition 1.1.7 donne :
€€ S)ars = € (10 €7) (1S )abs = 1" (1S

On procéde de méme pour définir Sg;,,. ]

abs

Nous introduisons maintenant la notion de courant f-invariant pour un endo-
morphisme holomorphe f de P*, de degré d.

Soit wrg la forme de Fubini-Study sur P*. Nous appellons mesure de Lebesgue
sur P* la forme volume m := wk.o. Pour tout courant positif S de bidegré (j,j) sur
P*, la mesure trace de S désigne la mesure og := S A w® 7. La masse de S est par
définition égale a og(PF).
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Définition 1.1.10 Soit f un endomorphisme holomorphe de P* de degré d, C; son
ensemble critique, et X := [~ (f(C;)). On note f la restriction de f a P*\ X. Soit
S un courant positif sur P* de bidegré (4, 7). On dit que S est f-invariant si sa masse
est bornée et si lextension triviale de f*S a travers X, notée f*S, est égale a d.S.

Nous verrons que les courants de la décomposition de Lebesgue du courant de
Green de f (qui sont positifs, non nécessairement fermés) sont f-invariants.

Précisons la définition. Le courant f*S est bien défini sur P*\ X par dualité, car
f est localement injective sur cet ensemble. Lorsqu’elle existe, 'extension triviale de
f*S a travers X est définie au voisinage W d’un point = € X par :

Vo € DVIEI(W) , (f7S,¢) = lim (f*S, xe.0)

ol (X¢)eso est une famille de fonctions lisses & support compact dans W\ X, vérifiant
0 < xe <1 et égale a 1 en dehors du e-voisinage de X. D’aprés le théoréme de
convergence dominée, ’extension triviale de f*S existe sur P* dés que sa masse est
bornée au voisinage de X.

Précisons que lorsque S est de la forme S = dd®v sur f(WV), ol v est une fonction
psh bornée, alors f*S coincide avec dd(v o f) sur W. Par exemple, si T" désigne le
courant de Green de f (cf la section suivante), on peut définir f*T" de cette maniére.

La f-invariance se comporte bien vis a vis de la décomposition de Lebesgue :

Proposition 1.1.11 Soit f un endomorphisme holomorphe de P* de degré d, et S
(resp. v) un courant positif f-invariant de bidegré (1,1) (resp. une mesure positive
f-invariante) sur P*, ne chargeant pas les ensembles analytiques. Alors les courants
Sabs €t Ssing (TeSP. les mesures vgps €t Vging) de sa décomposition de Lebesgue sont
ausst f-invariants.

DEMONSTRATION : Commencons par traiter le courant S, on procéderait de méme
pour la partie singuliére. Vérifions que ce courant est f-invariant si il satisfait (cf les
notations précédentes) :

f*Sabs = d.S sur P* \ X (1.2)

Fixons a cet effet un voisinage W d’un point x € X et ¢ une forme test sur W de
bidegré (k — 1,k — 1). On a alors, par définition de I’extension triviale :

(F*Savs: &) = 1im (f*Saps, Xe-p) = Lim (dSaps, Xe-0) (1.3)

La derniére égalité provient de (1.2) : pour tout € > 0, on a supp(x..¢) C W\ X .
D’aprés la proposition 1.1.5-(1),(2), le courant S, est de masse bornée sur P* et ne
charge pas ’ensemble analytique X. Le théoréme de convergeance dominée montre
alors que le membre de droite de (1.3) est égal & (dSups, ). On a donc f*Sups = d.Squps
sur P*.
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Vérifions maintenant (1.2). Soit U C P*\ X sur lequel f est injective. D’aprés
la proposition 1.1.7, on a l'identité fy"Saps = (f\U*S)abs' Comme S est f-invariant,
on a fiy"S = d.S sur U, ce qui entraine (f‘U*S) = d.Sys sur U. On en déduit
fiv"Saps = d.Saps sur U, ce que 'on voulait.

La démonstration est identique pour une mesure v. Il suffit juste de remarquer
que 'analogue de la proposition 1.1.7 est encore valable pour une mesure positive. L]

abs

1.1.2 Courant de Green et mesure d’équilibre

Dans cette partie, nous rappelons la définition du courant de Green, de la mesure
d’équilibre d’un endomorphisme f de P*, et quelques-unes de leurs propriétés. Pour
plus de détails, on consultera le livre de Sibony [S], ainsi que l'article [FS2|.

Soit F est un relevé polynomial de f & C*\ {0} et Gp = lim,,_ 3+ log || F" |
L’existence de cette fonction est assurée par I’homogénéité et le caractére non dégé-
néré de F. Elle est psh, continue, et coincide avec la fonction de Green pluricomplexe
avec pole & I'infini du bassin d’attraction de I'origine de F'. Elle vérifie GpoF = d.G g
et Iidentité suivante valable pour tout z € C*™1\ {0} et A € C* :

Gr(\.2) =log |\ + Gr(2)

On en déduit que la fonction G induit un courant positif fermé 7" de bidegré (1,1)
sur P*, par la relation 7*T := dd°Gp, ou 7 : C*1\ {0} — P* désigne la projection
canonique (cf [S], Th. A.5.1). Ce courant est de masse 1, et ne dépend pas du relevé
F' choisi. On I'appelle le courant de Green de f. Remarquons que le courant de
Green de f et des itérés fP coincident.

Comme le courant 71" posséde des potentiels locaux continus, il est possible de
définir les produits 77 au sens de Bedford-Taylor, pour 5 = 1,---,k. La mesure
i :=T* est appelée la mesure d’équilibre de f.

Proposition 1.1.12 Soit U un ouvert de P*, ¢ une fonction psh sur U, et o
la mesure trace de T7 sur U. Alors ¢ est intégrable pour les mesures or; et ji. En
particulier, T? et u ne chargent pas les ensembles analytiques.

DEMONSTRATION : Nous traitons le cas 7 = 1, on procéderait de méme pour les
autres valeurs de 5. On peut supposer que U est un ouvert relativement compact dans
un ouvert de coordonnées V. On note G (resp. v) un potentiel continu de 7" (resp.
de la forme de Fubini-Study) sur V. D’aprés l'inégalité de Chern-Levine-Nirenberg
([S], Prop. A.6.3), il existe une constante Cyy telle que :

/U 8lddG A (dd0)* " < Cuy / 6l |G ooy [0l

Le membre de droite est borné, car les fonctions psh sont localement intégrables
pour la mesure de Lebesgue. Cela montre que ¢ est op-intégrable sur U. En particu-
lier, ’ensemble {¢ = —oo} n’est pas chargé par or. On en déduit que cette mesure
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ne donne pas de masse aux ensembles analytiques. O

Proposition 1.1.13 Les courants T’ sont f-invariants, i.e. f*T7 = d’.T? (cf la
définition 1.1.10).

DEMONSTRATION : On procéde par induction. Commencons par le cas j = 1. Avec
les notations de la définition 1.1.10, le courant f*T est bien défini sur P* \ X par
dualité, car f : P*\ X — P¥\ f(Cy) est localement inversible. L’identité Gp o F =
d.Gr entraine

T = F*n*T = F*dd°Gp = dd°Gr o F = d.7*T

sur C#t1\ 771X, On a donc lidentité f*T = d.T sur P*\ X. Comme T ne charge
pas I’ensemble analytique X (cf proposition 1.1.12), cette identité reste vraie pour
I’extension triviale de f *T a travers X.

Supposons & présent que f*T7 = d’.T7 pour j > 1. Soit U un ouvert de P¥\ X
sur lequel f est injective, f : U — f(U) la restricion de f a U, et y une (j+1,5+1)
forme test a support compact dans U. Si u est un potentiel de 7" sur f(U), on
obtient :

(F T, x) = (T fux) = (dd°(w.T7), fix) =
(T7 u.dd*(f.x)) = (T, f. <u o f.dch)> = (f*T7, uo f.dd®y) =
(dd* (F77 .o F) ;) = (FT7 A FT,0)
Cette expression est égale & (d/T1T7%1 y) par hypothése de récurrence. On a donc

XTI+ = @i+ it sur P\ X. Puisque X n’est pas chargé par 79+, on a f*T9+! =
dI. T+ gur Pk, ]

Corollaire 1.1.14 La mesure u = T* est une mesure de probabilité invariante.

DEMONSTRATION : Cette mesure est une mesure de probabilité car T est cohomo-
logue & la forme de Fubini-Study ([S], §3.3). Son invariance provient de l'identité
f*1 = d*u et du lemme 1.1.15 si dessous. 0

Lemme 1.1.15 Soit v une mesure sur P* f-invariante (i.e. f*v = d*v). Alors v
est invariante (i.e. f,v =v).
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DEMONSTRATION : Le fait que f soit de degré topologique d* entraine f, f*v = d*v.
En effet, pour toute fonction test ¢, on a :

(fefvp(@)) = (v, [ fep(a))
= W [ Zy,f(y):x ©(y))
= (v Zy,f(y):x e(f(v)))
= d".(v, p(z))

L’hypothése f*v = d*v implique alors f,v = v. 0

Nous utiliserons souvent le caractére mélangeant de p :

Théoréme 1.1.16 (Fornaess-Sibony, [S]) La mesure p est mélangeante. Cela si-
gnifie que pour tout couple (A, B) de boréliens de P*, on a :

Jim p(f7"ANB) = p(A)-p(B)
En particulier, ce théoréme entraine que la mesure u est ergodique. On a alors :

Proposition 1.1.17 Soit (1 = [iaps+[Lsing la décomposition de Lebesgue de la mesure
. Alors [ = [igps OU bien (= [sing.

DEMONSTRATION : La proposition 1.1.11 et le lemme 1.1.15 montrent que fiqs et
Ising SONt des mesures invariantes. On termine en utilisant le fait que la mesure

ergodique 4 est un point extrémal de ’ensemble convexe des mesures de probabilité
invariantes par f (cf |Zi] Chap.1, Th.4).

Cette proposition a pour corollaire immédiat :
Corollaire 1.1.18 Les assertions (1) et (2) du théoréme 1 sont équivalentes.
Pour terminer cette partie, mentionnons I'important résultat suivant :

Théoréme 1.1.19 (Briend-Duval, [BD2]|) La mesure p est l'unique mesure d’en-
tropie maximale de f.

Nous n’aurons toutefois pas besoin de cette propriété dans notre démonstration.

1.1.3 Exposants de Lyapounoff et extension naturelle

Cette section est destinée a introduire les exposants de Lyapounoff du systéme
dynamique (P*, f, 1). Ce sont par définition les taux de croissance exponentiels des
valeurs singuliéres des différentielles d, f", lorsque = est un point p-générique. Dans
une premiére partie, nous traitons des exposants de Lyapounoff associés a un co-
cycle linéaire dans un contexte général. L’outil de base est le théoréme ergodique
sous-additif de Kingman. Nous introduisons ensuite les exposants de (P*, f, ). Le

contenu de cette section est empruntée aux livres de Arnold [A] (Chap.3), Katok et
Hasselblatt |[KH]| (Chap.S.2), ainsi qu’a l’article de Ruelle [Ru2].
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Le théoréme de Furstenberg-Kesten

Dans cette partie, nous étudions le comportement des valeurs singuliéres d’un
produit “aléatoire” de n matrices (au sens défini plus bas), lorsque n tend vers l'infini.
Commencons par introduire quelques notations.

Pour tout P € GLi(R), on désigne par A\’ P I'application linéaire qu’induit P
sur /\’ R¥, et on note :

01(P) < -+ < 6(P)
les valeurs singuliéres de P. Par définition, ce sont les valeurs propres de la matrice
v PP* (P* désigne 'adjoint de P). Il existe ainsi des matrices U,V € O, (R) telles
que P = U.Diag(éy,- - ,0).V. Pour tout m > 1, on note || . || la norme d’opérateur
associée a la norme euclidienne sur R™. Nous disposons des propriétés suivantes (on
pose logt := max(0, log)) :

Lemme 1.1.20 Pour tout P € GL,(R) et pour tout j € {1,--- ,k}, on a :

1. §;(P) = (Bks1(P7) "

2. [|P7M 7" = 6u(P) et || P|| = 6k(P).

3. H N P H = TI_, 0r41-4(P). En particulier, | det P| = []\_, 4.
s Pl-[nel

5. | log H N P H | < j. (log" | P|| +log* || P~1 ).

DEMONSTRATION : Les quatre premiers points sont facﬂes (cf [A], §3.2.3). On de—

montre le dernier. L’inégalité 1 < H /\JP) H (N P H H /\]PH H N P
entraine :

_10g+ H /\j p1

—log H N P!

<t 7] <t 0]

D’aprés les points (2) et (3), on a H N P H < || P|]’. En observant que log*(t/) =
j.log™ ¢, on obtient :
[log || N P |1 < 1og* || AV P | +10g" || A7 P71 < j. (1og™ | Pl +Tog™ | P1))

(]

Avant d’étudier les valeurs singuliéres d’un produit de matrices prises “au ha-
sard”, intéressons-nous aux valeurs singuliéres des itérées d’une matrice inversible
P. La remarque fondamentale, que ’on retrouvera plus loin, est que pour tout

j € {1,---,k}, les suites (log H N P"
lemme 1.1.20-(4)). 11 existe ainsi des 7; € RU {—o0} tels que :

Jnen sont sous-additives (cela provient du

1 J
Vje{l,---,k}, lim —log|l A\ P"

n—-+4oo M, o /7]
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De plus, les 7; sont finis. En effet, d’aprés le lemme 1.1.20-(5) et 'égalité log™ (¢7) =
j.log™t, on a:

Llog | AV P

| < £ (og™ || P +log" | P ))
i(log* 1P| +1og"™ | P71 )

IA

On fait ensuite tendre n vers l'infini pour voir que 7; € R. Le lemme 1.1.20-(3)
montre alors que les valeurs singuliéres de P" ont donc un taux de croissance expo-
nentiel bien défini.

Passons maintenant au cas d’un produit “aléatoire” de matrices inversibles. Soit
M un espace métrique, muni de la tribu des boréliens, et g un automorphisme de
M (i.e. une application inversible bimesurable) laissant une mesure de probabilité v
invariante. Fixons une application mesurable :

M —s GLL(R)

A r —  Ax)

et considérons le cocycle linéaire A au dessus de g :

A"(x) = A(g" H(z)). -+ .A(x) pour tout n > 1
(33) = Ide
"(x) = A(g(x))" .- LA(g7H(z))™"  pour tout n > 1

Observons que l'on a pour tout x € M et pour tout n > 1 :
AM@) ™ = A (g (@) (1.4)
Nous allons montrer que si nous supposons :
log" || A(z) || € L'(v) et log* || A(z)"]|| € L' () (1.5)

alors les taux de croissance exponentiels des valeurs singuliéres de A™(x) et A™"(z)
sont bien définis pour v-presque tout x. La démonstration repose sur le théoréme
ergodique sous-additif de Kingman (on note v := max(0,v)) :

Théoréme 1.1.21 (Kingman, [A] Th.3.3.2) Soit M, g et v comme précédem-
ment et (u,)nen des fonctions mesurables sur M, & valeurs dans R U {—oc0}. On
suppose que uf € Ll(u) et que pour v-presque tout x, on a :

Umin(2) < U () + up 0 g™ ()

(la suite (up)nen est dite g-sous-additive). Alors il eriste une fonction mesurable
u: M — RU{—o0}, invariante par g, vérifiant ut € L' (v), et telle que :

— Pour v-presque tout x, lim, | o %un(a:) = u(x)

~limy oo+ [y Undv = infpen = [} undv = [, udy
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Si v est ergodique, la fonction u est constante : il existe v € R U {—o0} tel que
u(zx) =7 pour v-presque tout .

Notons que ce théoréme entraine le théoréme ergodique de Birkhoff classique :

Théoréme 1.1.22 (Birkhoff) Soit M, g et v comme précédemment, et u € L' (v).
Alors il eriste une fonction u* € L'(v), invariante par g, vérifiant fMudl/ =
fM u* dv, et telle que pour v-presque tout x :

n—1

dim - w0 g (@) = u'(a)

St v est ergodique, la fonction u* est constante, égale a fMudV.

La démonstration s’obtient en appliquant le théoréme 1.1.21 aux fonctions u, :=
Z;é u o g* (considérer la fonction —u pour obtenir I'intégrabilité de u*).

Afin d’étudier les valeurs singuliéres de A" et A™" au moyen du théoréme de
Kingman, nous aurons besoin des propriétés d’intégrabilité suivantes :

Lemme 1.1.23 Supposons que U’hypothése (1.5) soit satisfaite. On a alors :
1. Pour tout j € {1,---,k}, les fonctions log H N A(x) H et log H N A(z)™
sont v-intégrables.

2. Pour tout j € {1,--- ,k} et pour tout n € N, u;,(z) := log H N A™(z) H et

vjn(x) = log H N A" (z) H sont v-intégrables. Plus précisément, on a :

/M |ujn(x) dv(z) < jn.d et /M [Vjn(x)] dv(z) < jn.O
o 0= [, log" | A(z) | dulz) + [, log™ || A(x) || du(a).

DEMONSTRATION : Le premier point provient du lemme 1.1.20-(5). Passons au point

2. Nous traitons la fonction u;, (les arguments sont les mémes pour v,,). D’aprés
le lemme 1.1.20-(5), on a :

IA

Hiog | A A7) ||| < 2. (log* | A"(@) | + Tog™ | 4@) ™ )

< (i ogt I Al @) I+ £ 05 log™ | A(g@) )

Puisque la mesure v est invariante par g, on déduit du calcul précédent :

%/M |ujn(x)| dv(z) < j. /MlogJr | A(x) || dv(x) + 7. /MlogJr H A(z)™! H dv(x)
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ce qui achéve la démonstration. [

Nous montrons maintenant que les valeurs singuliéres de A" et A™" ont un
taux de croissance exponentiel bien défini lorsque (1.5) est vérifiée. La proposition
suivante est une version du théoréme de Furstenberg-Kesten (cf [A] Th.3.3.3) :

Proposition 1.1.24 Soit A le cocycle linéaire au dessus de g associé o une appli-
cation A : M — GLk(R). Supposons que v soit ergodique et que I’hypothése (1.5)
soit satisfaite. Alors, il existe des réels \i < --- < )\, tels que pour v-presque tout x
et pour tout j € {1,--- k} :

1. X =limy, o yoo = log ;(A™(x)) = — limy, 4o + 10g 0 j41 (A" (2))

2. X = —lim, .y [log 6 (A" (2))dv(z) = —infhen = [log 6, (A" (x))dv(x)

3. 30 N =lim, 1o Llog|det A ()]
DEMONSTRATION : Notons que le premier point entraine le troisiéme, en utilisant le
lemme 1.1.20-(3). D’apreés le lemme 1.1.23-(1), les fonctions u;, pour j =1,--- k,
sont v-intégrables. On vérifie de plus, en utilisant le lemme 1.1.20-(4), que la suite
(ujn)n est g-sous additive. Le théoréme ergodique sous-additif de Kingman entraine
alors l'existence de 7; € RU {—o00} tel que pour v-presque tout z :

1 1 1
lim —u;,(z) = lim —/ Uj, dv = inf —/ Ujn dv = (1.6)
M M

n——4o00 T, n—+oo 1 neN N

On a aussi, d’aprés le lemme 1.1.23-(2) :

1
1] < limsup—/ |ujn| dv < j.0
n—+oo 1 M

Les 7; sont donc finis.
Posons g := 71 et A\j := Y,—j41 — Yk—; pour tout j € {1,--- k — 1}. D’aprés
(1.6) et le lemme 1.1.20-(3), ces réels vérifient v-presque partout :

A= lim ~logd(A"(z) = lim ~ /M log 8, (A™ () du(x)

n—+oo N n—-+oo N

En répétant les arguments précédents pour les fonctions (vjy,);eq1,... k}, ON montre
qu’il existe des réels \; vérifiant :

A= lim Slogd(A"(2) = lim ~ /M log6,(A"(2)) dv(z)  (1.7)

n—+oo N n—-+oo N

L’analogue de la ligne (1.6) pour les fonctions v;,, fournit en particulier :

S = lim - /M log 6 (A~"(z)) dv(x) — inf /M log 6(A~"(z)) du(z)  (1.8)

n——+oo N neN N



1.1 Généralités 13

En utilisant successivement (1.7), Pinvariance de v, 1’égalité (1.4) et le lemme 1.1.20-
(1), on obtient pour tout j € {1,--- Jk—1}:

~Ne—jr1 = limyyoo — [logdp_jz1(A"(2)) dv(z)
= limyjoo = [logdp—jt1(AT(g"(2))) dv(z)
= limy 00— [logdp—j11(A™(2)7) du(x
= limyyoo = [log d;(A™(2)) dv(z) = \;

Le premier point s’ensuit. Le deuxiéme découle de (1.8) et de A, = —\;. 0

Remarquons que la proposition 1.1.24 permet d’établir le théoréme d’Oseledec,
encore appelé le théoréme ergodique multiplicatif :

Théoréme 1.1.25 (Oseledec) Pour tout v-presque tout z, il existe une décompo-
sition mesurable @le Ej(z) de R*, invariante par le cocycle A, et telle que :

1
Vv € Ej(x), lirin - log || A™(z).v || = A,

Notons que si v est ergodique, les fonctions mesurables invariantes z — dimg F;(z)
sont constantes v-presque partout. On appelle alors {(\;, dimg E}), j € {1,--- ,k}}
le spectre de Lyapounoff du cocycle A.

Le lecteur trouvera une démonstration du théoréme d’Oseledec dans ’article de
Ruelle [Ru2]. L’idée est la suivante. La premiére étape consiste a établir I'existence
de deux filtrations de R” :

{O} = Vb(l“) Q V1($> Q Q Vk(m) = RF
{0} =Wop(2) & Woppa (@) & -+ & Woy(z) =R

telles que

Vo € Vi(@) \Vioa(z)  limpoio y log || A"()0 || = A
Vo e W_j(z) \ Wojoi(z) , limyye—2log|| A (z)v | = A,

Le sous-espace V; est obtenu comme la limite de ’espace propre de (A”.A”*)I/ n
pour la valeur propre d; lorsque n tend vers 'infini (de méme pour W_;). Cette
étape est essentielle dans la démonstration (cf le théoréme 3.1 de [Ru2]). On vérifie
ensuite que V;_; & W_; = R¥ pour tout j > 2, et enfin que E; := V; N W_; répond
au probléme posé.

Nous n’utiliserons pas le théoréme d’Oseledec par la suite, mais seulement 1’exis-
tence des exposants de Lyapounoff du systéme (P*, f, u1). Cette existence est justifiée
dans les paragraphes suivants.
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Applications aux systémes dynamiques différentiables

Dans cette partie, M désigne une variété différentiable de dimension %, munie
d’une structure de variété riemanienne p, et g un endomorphisme de M, laissant
invariant une mesure de probabilité ergodique v. Nous allons donner des conditions
suffisantes sur le couple (g, v) pour que la théorie développée dans la section précé-
dente s’applique au cocycle linéaire donné par les différentielles des itérées de g.

Afin d’associer une matrice & chaque différentielle d,g, nous allons identifier les
espaces tangents T, M & l'espace vectoriel R*. A cet effet, nous considérons une
famille de (7,,)menr de cartes locales vérifiant :

1. 1l existe » > 0 tel que pour tout m € M, 7,, soit un diffeomorphisme de la
boule euclidienne B(0,r) C R* sur un voisinage de m, et vérifie 7,,(0) = m.

2. La forme quadratique (7;%p) (0) est égale a la forme standard py := Z?:l dx3.

Par exemple, on peut prendre pour 7,, une application de la forme exp,, oca,,, ol
exp,, désigne 'application exponentielle associée a la métrique p (cf [Jos| §1.4), et
- R™ — T, M un isomorphisme linéaire.

Observons que pour tout z € M, I'application :

gei=7 ogor,

existe sur un voisinage de l'origine dans R”, et que d’aprés la condition 2, la norme
| dogz || pour la métrique standard est égale a la norme de d,g pour la métrique
riemanienne. Cette condition montre aussi que la fonction | det dog,| ne dépend pas
de la famille de cartes (7,,)men choisie pour exprimer g.

Cas o1l g est un difféomorphisme : Considérons ’application :

M — GLg(R)
A
r > dogs
Comme M est une variété compacte, les fonctions log™ || A(z) || et log™ || A(z)™! ||
sont bornées, donc v-intégrables. L’hypothése (1.5) est donc vérifiée, et la proposition
1.1.24 s’applique au cocycle linéaire A associé a A. Les réels \; sont alors appelés
les exposants de Lyapounoff du systéme dynamique (M, g, v).

Cas ou1 g est un endomorphisme : Contrairement au cas des difféfomorphismes,
nous ne pouvons plus appliquer directement les résultats de la section précédente.
Nous allons voir que ’hypothése d’intégrabilité :

x +— log | det dog,| € L' (v) (1.9)

est suffisante pour définir les exposants de Lyapounoff de (M, g, ). Commengons
par observer que (1.9) entraine les propriétés suivantes :



1.1 Généralités 15

Lemme 1.1.26 Supposons que (1.9) soit satisfaite. Alors :

1. L’ensemble critique de g vérifie v(C,) = 0. En particulier, la différentielle dyg,
est inversible pour v-presque tout x.

2. La fonction log™ H (dogs) ™" H est v-intégrable.

DEMONSTRATION : Le premier point est immeédiat : si la mesure v chargeait C,,
alors la fonction log| det dyg,| ne serait pas intégrable. Pour le deuxiéme point, on
utilise inégalité |det P| < || P~1||".| P|*"*, provenant du lemme 1.1.20-(2),(3).
Elle entraine pour tout x € M

log* || (dog.) ™" || < (k= 1)1og™ || dog || + |log | det dog,

Cette inégalité montre que log™ || (doga)”" | € L' (v), car log™ || dog. || est bornée et
(1.9) est vérifiée.

Nous introduisons maintenant les exposants du systéme dynamique (M, g,v).
Afin de nous ramener au cadre du paragraphe précédent, nous rendons inversible ce
systéme dynamique en travaillant avec 1’ensemble des orbites de ¢ :

—

M = {i = (Tp)nez , 9(Tn) = xn+1}

muni de la topologie et de la tribu produit. Cet ensemble est compact, puisqu’il
est fermé dans I'espace métrique compact MZ. On désigne par 7, la projection
Ty : & — xo. L’application ¢ induite par g sur M est une bijection, puisqu’elle
s’identifie au décalage & droite. On définit 7 comme 'unique mesure de probabilité
invariante de (M, §) vérifiant (7, '(A)) = v(A) pour tout borélien A de M.

Le systéme dynamique (]\/4\ , g, V) ainsi construit (cf [CFS|, Chap.10, §4) s’ap-
pelle I'extension naturelle du systéme (M, g, ). Notons que si v est ergodique (resp.
mélangeante), alors o 'est aussi.

Posons :

)A(::{ie]\/i,xn¢cg,Vn€Z}

Cet ensemble g-invariant est générique pour la mesure 7. En effet, comme v ne
charge pas ’ensemble critique de g (cf le lemme 1.1.26-(1)), et que ¥ est invariante
par g, alors la mesure de C; := {Z € M ,x; € Cy} est nulle. Le complémentaire de
X , égal & la réunion des (C});cz, est donc de mesure nulle.

On définit alors I'application :

1. X — GL(R)
&

— doga}o

La fonction log™ || A(#)~! || étant p-intégrable (cf le lemme 1.1.26-(2)), nous pouvons

A~

appliquer la proposition 1.1.24 au systéme (X, g, 7). Les réels \; ainsi obtenus sont
appelés les exposants de Lyapounoff du systéme dynamique (M, g,v).
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1.1.4 Cas des systémes (P*, f, 1)

Dans cette section, nous introduisons quelques notations et nous vérifions que
les exposants de Lyapounoff de (P*, f, 1) sont bien définis.

Rappelons que P* est muni de la structure de variété hermitienne induite par
la forme de Fubiny-Study wpg. Par la suite, nous aurons besoin d’une famille de
cartes holomorphes de P*, notée (7,,),cpr, vérifiant les propriétés suivantes pour
tout m € P~ :

1. 7,, : C¥ — P* est un biholomorphisme sur son image, et vérifie 7,,(0) = m.

R -
i Zj:l de /\dZ]

Remarquons que ces cartes vérifient les conditions 1 et 2 énoncées dans la section

2. La forme hermitienne (7, ,wrg) (0) est égale a la forme wy :=

précédente. On peut obtenir une telle famille de la maniére suivante. Soit ¢ := [1 :
0:---:0], et ¢ définie par :
C*k — Pk
Te
¢ (217“'7Zk) — [1:21:"':Zk]

Cette application vérifie clairement la condition 1 ci-dessus. La condition 2 pro-
vient de l'expression de la forme de Fubini-Study en coordonnées affines (cf [D]
Chap.IIL5).

Nous construisons maintenant 7, pour un point m quelconque de P*. Pour cela,
choisissons M,, € C**! de norme 1 tel que w(M,,) = m (7w désigne la projection
canonique de C*1\ {0} dans P*). Tl existe ainsi une matrice unitaire U,, € Uy, (C)
vérifiant U,,(1,0,---,0) = M,,. On pose alors 7,,, := g, o 7¢, ol g,, désigne l'au-
tomorphisme de P* induit par U,,. Cette application vérifie la condition 1 car
Un(1,0,---,0) = M,,. Elle satisfait aussi la condition 2 car la forme de Fubini-
Study est invariante par I’automorphisme g,,.

Remarquons que dans cette construction, les choix de M,, et de U,, ne sont pas
uniques. Cependant, au voisinage d’un point quelconque mg € P*, on peut demander
aux applications m — M, et m — U, d’étre de classe C*. Ainsi, si B(t,&) (resp.
P(t,€)) désigne la boule euclidienne (resp. le polydisque) de C* centrée en ¢ et de
rayon & (resp. de polyrayon (&,---,&)), alors il existe ¢ > 0 et » > 0 tels que
I’application :

Tmo (P(0,1)) x B(0,1) — C*

(m. ) — Tk 0 T(2)

soit de classe C*°. De plus, quitte & diminuer ¢ et r, les changements de cartes :
Ommy = TT;(} OTm , M E Ty (P(0,1))

sont arbitrairement proches de la translation Idcr + 7,,, (m) sur B(0,r) (pour la
norme || .|)-
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Si f désigne un endomorphisme holomorphe f de P*, on note :
fz = Tf( ofor,

Comme f est uniformément continue, il existe Ry > 0 tel que pour tout z € P,
cette application existe sur B(0, Ry). On note aussi pour tout z € P* et pour tout
% € X (défini a la section précédente) :

fn = ff" 1(90 O.f:c
f noo= 1 o...0
T T_n xr_1

Ces applications existent sur un voisinage de l'origine dans CF.

Vérifions a présent que I’hypothése (1.9) est satisfaite. En effet, la fonction
x +— log|detdyf,| s’écrit au voisinage de tout point my comme la somme d’une
fonction psh et d’une fonction de classe C*°, issue des changements de cartes ¢,
et @f(), f(mo)- Puisque la mesure p posséde des potentiels psh bornés, la fonction
¢ est u-intégrable en vertu de 'inégalité de Chern-Levine-Nirenberg (cf la proposi-
tion 1.1.12). En particulier, d’aprés les lemmes 1.1.26-(2) et 1.1.23-(1), la fonction
log H dofe)” H est u-intégrable.

Nous sommes donc dans le cadre d’application des résultats de la section 1.1.3
(cas des endomorphismes) : I’ensemble X est ji-générique, et les exposants de Lya-
pounoff de (P*, f, i) existent (les arguments sont les mémes pour des matrices &
coefficients dans C).

Dans toute la suite, nous travaillons avec le systéme dynamique (P*, f, 1)

et son extension naturelle (P* 1 fL).
Nous notons A\; < --- < )\ les exposants de Lyapounoff de la mesure p.

On déduit de la proposition 1.1.24 les résultats suivants :

Corollaire 1.1.27 Pour [i-presque tout T et pu-presque tout x, on a :
1. N =limy_yo0 Llog || dof2 ||
2 <M =l foulog | (dof2) ™! || dia(a) = infen 2 [ log | (dof2) || du(e)
3 30 A = limy, o L log | det cdo f7]

A~

DEMONSTRATION : Nous travaillons avec (M, g,v) = ()?, f, 1) et application :

GL(C)

X —
A
T dszo
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En utilisant successivement 1'égalité A" (z) = (do fg_n)_l, le premier point de la
proposition 1.1.24, et le lemme 1.1.20-(1),(2), on a :

A = limyioo —1logdy ((dof™ )7Y)
lim,, 0o — 3 log (Ok(dof] )~
lim,, o0 L log || dof2 |

Le deuxiéme point découle de la proposition 1.1.24-(2), de A™"(z) = (dofg_n)_l et
de 'invariance de fi. Le troisiéme provient de la proposition 1.1.24-(3) et de I’égalité
A™(Z) = do f7).

Remarque 1.1.28 Le deuzxiéme point de ce corollaire nous donne :

o < [ o | (dof2) [ dinte) < o=+ (1.10)

pour € > 0 et p suffisamment grand. Ainsi, quitte a remplacer [ par une itérée, nous
pouvons supposer que (1.10) est vérifiée pour p = 1.

L’important résultat suivant, di a Briend et Duval, fournit une minoration des
exposants de Lyapounoff. Avec le caractére mélangeant de yu (cf le théoréme 1.1.16),
ce résultat sera I'un des ingrédients clefs de notre démonstration.

Théoréme 1.1.29 (Briend-Duval, [BD1])
Les exposants de (P*, f, 1) sont minorés par logd/2.

On notera que cette minoration est optimale, le cas extrémal \; = - -+ = X\, = logd/2

étant réalisé par les exemples de Lattes.

1.1.5 Quelques lemmes élémentaires

Nous montrons ici des résultats élémentaires que I'on utilisera souvent.

Lemme 1.1.30 Soit A un espace métrique, muni de la tribu des boréliens. Soient
&, (Un)n>o0 des fonctions mesurables et strictement positives sur A. On suppose que :

1
Vee A, lim —logu,(x)=0

n—4oo N

Alors, pour tout € > 0, il existe a, B : A — R mesurables vérifiant o < ¢ < 3 et :

Vn>0, Vee A, a(@)e ™ <u,(z) < p(x)e"
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DEMONSTRATION : La fonction suivante :
o) == min {p €N, ¥n > p | unle) > ola)e ™}
(qui dépend de €) est mesurable, car les ensembles :

{np =0} = m {u, > ¢e ¥}

p>0

Vg > 1, {no =g} = {ug1 < deVp N[ {u, > ge 7}

p=q
sont des boréliens de A. On pose pour tout z € A :
0(2) = 37 Lpngmay (). min {uo(0), -+ g (), () (111)
q>0
Cette fonction est clairement strictement positive et mesurable. Elle vérifie :

Vn € {0, ng(x)},uy(z) > uy(z)e™ > a(x)e ™
Vn > no(z), up(x) > ¢(x)e™ ™ > alz)e "™

La fonction a répond au probléme. On procéde de méme pour construire . O

Lemme 1.1.31 Soit M un espace métrique muni d’une mesure de probabilité .
1. Soient F,G,H C U des boréliens de M vérifiant u(H) = p(U). Alors :

p(FNGNH) 2 p(F) + p(G) — p(U)

2. Soit (By)nen des boréliens de M tels que pu(B,) > ¢ pour tout n € N. Alors
p(limsup B,,) > c.

DEMONSTRATION : Le point 1 est facile. Passons au point 2. On a limsup B,, =
limy 0o | NB,, ot B, := U5, Bi. Comme B, contient B, on a u(B,) > ¢ pour
tout p > 0. Puisque la suite de fonctions indicatrices 15, décroit vers Ly, sup B,
et que p est une mesure finie, le théoréme de convergeance monotone entraine
p(limsup B,) > lim, o p(B,) > c. ]

1.1.6 Branches inverses

Le contenu de cette partie est emprunté a l'article de Briend-Duval [BD1]. Il
s’agit d’estimer le domaine de définition des branches inverses de f”, lues dans les
cartes 7,,, le long d’orbites négatives [i-génériques.
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On note ¢ 'application :

. PRNG — R
T e | dof) M

qui associe a z le module de la plus petite valeur singuliére de dy f,.. Elle se prolonge
en une fonction continue de P* lorsqu’on lui donne la valeur 0 sur C;. Commengons
par un lemme d’inversion locale quantitative (Ry a été défini a la section 1.1.4) :

Lemme 1.1.32 Soient
M, = sup{p(z), z € P*} | My > sup{| f. ez B Ry - © € P}

_ —€/3
tel que My /My <1, et 6(€) := ]%()(12—]\42). On pose :

p(x) = || (dofe) ™[ 20(0) , rlw) = || (dofe) ™ 5(0)

Alors, il existe €g > 0 tel que pour tout 0 < € < ¢ et tout x ¢ Cy, Uapplication f,
est injective sur B(0, p(x)), avec B(0,7(z)) C f.(B(0,p(x))). De plus, l’inverse de
fz sur B(0,r(z)) vérifie :

Lip(f,') < || (dofo) ™| €7®

DEMONSTRATION : Soit 7(¢) := Ro(1 — e™/3) = 2M;.5(¢) et € petit pour que
T(€9) < Ro/2. Fixons x ¢ Cy, et notons 7 pour 7(e), p pour p(z) et r pour r(z).
L’application f, existe sur B(0, p) puisque I'on a :

T - M R
p=pldof |7 srgp <7<

Vérifions qu’elle y est injective. On a pour tout ||y || < p:

11d = (dofo) o dyfo || < || (dofe) ™" || | dofe — dyfo |

< |I(
< || (dofe) || Mop =T (1.12)

ou la deuxiéme ligne provient de l'inégalité des accroissements finis. Ainsi, Lip(Id —

(dofz) tofs) <7 < Ry/2 < 1/2 et les applications (dyf,) ' o f et f, sont injectives
sur B(0, p). On en déduit :

[ (of)™ 0 £e) || 2 19l = [l = (dofi)™ o fulo) | > (1= 1wl > 5

En particulier, si ||y || = p, on a :

| 1) 12 5| (dofe) ™ |7 = 8(e)- || (dof) ™ |7 = r
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L’image du bord de B(0,p) par f, est donc disjointe de B(0,r). Le théoréme de
Jordan (|Bre], Cor. 19.7) entraine B(0,r) C f.(B(0,p)).
Passons a la constante de Lipschitz. La ligne (1.12) donne pour tout ||y | < p:

[ (dofe) ™" = (dyfe) || < | (dofe) ™" o dyfe = 1A || || (dyfe) ™ | < 7 || (dyfi) " ||

On en déduit :
[ (dofe) ™ || = | (dyfu) ™t || = || (dofe) ™" = (dyfi) T[] = (1 =7) || (dy fu) 7|

Et donc || (d,f,)™" | < (1 = 7)7"[[(dofu) | < €| (dofs)™" || puisque l'on a
T=Ry(l —e3) <1 —e /3 [

On montre & présent que les branches inverses des itérées de f sont définies sur
des ouverts non vides. Pour cela, on itére le résultat précédent : on y parvient grace
a la stricte positivité des exposants de p (cf [BD1]).

Lemme 1.1.33 Les notations sont celles du lgmme 1.1.32. Soient € < ¢y, R < Ry
et 0 < v < 1. Il existe Y C X wvérifiant (i(Y) = 1 et des fonctions mesurables
n:Y —]0,R], C:Y — [1,+00[ telles que pour tout & € Y :

1. lim, o 2 ~logp(r_,) =0

2. dof;"(B(0,vn(z)) C B (O,'y.r(m_(nﬂ)),e—”(/\l—d)

3. Pour tout n € N, Uapplication f." est définie sur B(0,n(z)).
4. Pour tout n €N, on a Lip (f;") < C(&).e "tne/2,

DEMONSTRATION : La fonction & — log|| (dofs,) " || est j-intégrable (cf la section
1.1.4) et on peut supposer que son intégrale est arbitrairement proche de —\;, par
valeur supérieure (cf la remarque 1.1.28). On lui applique le théoréme ergodique de
Birkhoff (cf le théoréme 1.1.22) : il existe Y C X vérifiant 4(Y) = 1 et tel que pour
tout x € }A/,

lim — Zlog H (dofe_,) -1 H = /)?log H (do fuy) H di(w) < =\ + < (1.13)

n—-+oo 1 12

En particulier, le taux de croissance exponentiel de la suite H (do fx_j)_l H est nul,
d’otll le premier point, par définition de p. Pour montrer le deuxiéme, on compare
le taux de croissance exponentielle de 7 avec celui de la norme de la différentielle
dof;". On applique pour cela le lemme 1.1.30 & A =Y et aux fonctions mesurables :

N —e —2 o€ _
uj(@) = r(2_j)e” = || (dofo_,) " | L 9=R
Il existe alors une fonction 7 mesurable telle que pour tout = € Y

0<7 <R et r(z_,)e ?>i(i)e "> (1.14)
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Etudions maintenant la norme des différentielles. La ligne (1.13) montre que le taux
de croissance de []}_, | (dofo_,)™" || vaut —A; + €, avec € < €/12. On applique &
nouveau le lemme 1.1.30 aux fonctions mesurables :

n

us(@) = [T [ dofor)) ™ || "™ o =1

Jj=1

On obtient ainsi une fonction C' mesurable telle que pour tout = € Y

1< et (s | < [T (ofo) || < C@E™ % (115)

j=1
Posons 7(z) := 7(2)/C(z). Cette fonction est mesurable et vérifie 0 < n < R.
D’aprés (1.15), on a pour tout Z € Y,n >0 et t € B(0,y.n(%)) :

H dof@_n(t) H < C(f)).e_n)‘l—i_né/ﬁ.’y.?](i‘) < 7'70(1‘—(”-‘,—1))'€(n+1)5/2€_6/2‘6_n)\1+n6/2
—n(A1—e)

< ’}/.7’(1’_(”_’_1)).6
On a ainsi le deuxiéme point. Les deux derniers s’obtiennent par induction. Prenons
pour hypothése :
Vn < N, f-" existe sur B(0,n(Z)) avec
£ (B(0,7(2))) C B0, r(2—(ms1))) et Lip (f;") < C(&).e7"+" (1.16)
Puisque 7(2) < 7#(2) < r(x_y) et C(z) > 1, (1.16) est vérifiee pour N = 0. Supposons
qu’elle soit vraie pour 'entier N. L’application fj_(NH) est bien définie sur B(0,n(z))

car f;}(NH) existe sur B(0,7(2x_(n+1)) (cf lemme 1.1.32). La constante de Lipschitz
de cette application est majorée par (cf lemme 1.1.32 et (1.15)) :

N+1

H H (dof )—1 H p(N+1e/3 O(#) o~ (NHFDA+H(N+1)e/6 ,(N+1)e/3
Z—j . -~ . .

=1

On en déduit (par n =7/C et (1.14)) :
£ (B0, 7(2)) € B (0,7(w_(vy2)).e” NN € B(0,7(2_(n42)))

La ligne (1.16) est donc vérifiée pour 'entier N + 1. O

1.2 Renormalisations

Cette section est destinée a établir les procédés de renormalisation. Elle est di-
visée en quatre parties. Dans la premiére, on compare les branches inverses de f" et
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leurs différentielles. On en déduit dans la partie suivante un procédé de renormalisa-
tion des itérées de f par leurs différentielles. La troisiéme section est consacrée aux
énoncés des hypotheéses ‘H; et Hs, qui assurent un controle du jacobien et de la norme
de ces différentielles. On montre ensuite, dans la derniére partie, que lorsque ces hy-
pothéses sont satisfaites, on peut remplacer les différentielles par des homothéties
de rapport d~"/? dans le procédé de renormalisation.

1.2.1 Une comparaison entre les branches inverses et leurs
différentielles

La proposition suivante montre que les branches inverses de f" sont proches de
leurs différentielles lorsque les exposants vérifient I'inégalité Ay < 2\;.

Proposition 1.2.1 Soient 17', n donnés par le lemme 1.1.35, et B < Ry. 5% A\p <
2\1, alors il existe Z C Y vérifiant i(Z) = 1 et une fonction mesurable S : Z — R
telle que 0 < S <n<Ret:

VieZ,VneN, dof;"(B(0,S(2))) C f;™(B(0,n(2))) (1.17)

La démonstration repose sur les deux lemmes suivants. Le réel ¢; est défini au
lemme 1.1.32.

Lemme 1.2.2 Soit 0 < € < €. Il eriste E : Y — R’ mesurable telle que E > 1 et :

VieY , VneN | Vy<1, Vuedf;"(B(0,v.n(2)) ,

1 B —2n(A1—2¢)
H (dOf (1) x<n+1>) H By

DEMONSTRATION : Soit # € Y, r := 7(T_(nt1)) €t p := p(x_n41)). L’application
fi_nsry st inversible sur B(0,r) d’aprés le lemme 1.1.32. Quitte a diminuer r, elle
I’est aussi sur la boule fermée. On note g cet inverse et szl @, son développement
de Taylor, ou (), désigne la partie homogéne de degré p. Puisque g prend ses valeurs
dans B(0, p) (cf lemme 1.1.32), on a :

e B0 Q= o [t ) <,

On en déduit :

e B0 o- o)1= P o, () | < (1)

p>2 p>2

D’autre part, le point 2 du lemme 1.1.33 donne :

Vi € dof;"(BO,71(8)) ] fr < 6y o= e
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Ainsi g est bien définie sur dyf; "(B(0,7.7(Z))) et on a :

Vi > 1, Yu € dof;"(BO,y(%)) , | (g —dog) (u) || < p. Y 8% < p;

= 1 -6

Comme (p(2_(;+1)))n a un taux de croissance exponentiel nul sur 1% (cf lemme
1.1.33-(1)), le lemme 1.1.30 appliqué aux fonctions u, () := 1_—151.,0(55_(n+1)) et p =1

montre qu’il existe £ : Y — R* mesurable vérifiant 1 < F et :
VieY , W¥n>1, g —dog || < E(2).62.€" < E(3).7.e 2129

sur dof; " (B(0,v.n(z)). ]

Lemme 1.2.3 Il eziste Z C Y avec ,&(2) —1etF:7— R% mesurable telle que :

Vn >0, Hdof"+1

T—(n+1)

) < F(i’)en()‘k—i_ﬁ)

DEMONSTRATION : D’aprés le corollaire 1.1.27, on a pour ji-presque tout T :

1
Ao = lim —log||dof? ||
n

n——+00
Il suffit alors d’appliquer le lemme 1.1.30 aux fonctions mesurables :

AN n+1 Apte —(n+1)Ag
un—i—l(x) - H dsz,(nJrl) ‘6 € ( )

(]

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 1.2.1 : Soit s la fonction mesurable sur Z :

s(2) :=min{¢,(2) , n € {0,--- ,no(2)}}

oll ng et ¢, sont définies par :

no(z) :=min{p>1, Vn>p, (E.F/n)(t) <e"} (1.18)

Gol@) = sup {t < (@), dof;" (BO,0) £ (BO.n(@)) | (1.19)

Soit k; = 1 — e /(M=) ebic. Définissons s,() par s(#) pour n = ng(#) et par
s(T). H;L;}Lo(i) k; pour n > ng(z) + 1. Nous allons montrer par induction :

Vi > ng(#) , dof; (B0, 5(8))) C f;M(BO0(2))) (1.20)
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Cette inclusion est vérifiee pour n = ngy(&) par définition. Supposons qu’elle le soit
pour Pentier n > ng(%). Si v, := (E/n)(%).5,.e"2"*1729 on a pour tout & € Z :

Sn.bin = Sn. (1 — e_"(2’\1_)"“)66”6) < sp. (1= (E.F/n)(2). _”(2)‘1_)"“)65”6) par (1.18)
< sy (1= F(@)e"009.(E ) ).~ 172

Ssn_ Hdo n+1

T_(n41)

‘ .V, par le lemme 1.2.3

Autrement dit :
B(0, $51) = B(0, fin.5,) C B(o S — Hd o+l

T—(n+1)

) ) (1.21)

Montrons comment (1.21) entraine (1.20) pour lentier n + 1. A cet effet, notons I'
le bord de B(0, s,,) et remarquons que :

B(o, 5n — H dofi! ‘ .yn) = B(0,50) \ Uyer B(a. || dof2*! ‘ )
0+ dofi1,, BOv) € Bla, || dofi | w)
L’inclusion (1.21) entraine alors :
B(0,5n11) C B(0,5,) \ | Ja+dof7*} | B0, v)
qel
En composant par dof, 1) 40 obtient :
dofy "B, sn1)) € dof; "V (BOs)\ U Blon)  (1:22)

peEA

ou A désigne la frontiére de d, f; ~(n+1) (B(0, s,,)). Par ailleurs, le lemme 1.2.2 appliqué
a vy =s,/n < s/n<1montre que I'erreur commise entre f, ( , et sa différentielle

sur dof; "(B(0, s,)) n’excéde pas v,,. Donc, d’aprés le théoréme de Jordan :

dof; (B0, s))\ | B va) € £, 0 dof5"(B(0, 5,)) (1.23)

pEA

Observons finalement que I’hypothése (1.20) composée par f;f(nm s’écrit :

£t o dofi (B0, sn)) € f; "B, m(2))) (1.24)

Les inclusions (1.22), (1.23) et (1.24) entrainent (1.20) pour I'entier n + 1.
Si e <« 1, K, est le terme général d’'un produit convergeant et on note p :=
T2 K. Ce réel vérifie 0 < p < 1 car k, < 1. La fonction S(3) := p.s() est

mesurable sur Z , strictement positive, et majorée par 7. De plus, elle vérifie :

Vi€ Z, VneN, dof;"(B(0,5(2)) C f7"(B(0,n(#)))

En effet, sin € {0,---,no(2)}, cela provient de la définition de s car S(z) < s(z).
Sin > no( )+ 1, on utlhse 'inclusion (1.20) pour entier n et S(z) < s,(z). Elle
répond donc au probléme posé.
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1.2.2 Principe de renormalisation par les différentielles

Dans cette section, on déduit de la proposition 1.2.1 et de I'invariance de i un
procédé de renormalisation des itérées de f par leurs différentielles.

Proposition 1.2.4 Soient (E,),en des boréliens de P* vérifiant p(E,) > c. Sup-
posons que N, < 2X\1. Alors, il existe E C limsup, .y E, vérifiant n(E) > c et
tel que pour tout x € E, il eriste une suite (n;)jen dépendante de x, et v(x) > 0
satisfaisant :

1. x € Ey; pour tout j € N.
2. Les applications

- BO,v(r)) — PF
ony u — fYoT,0 (dofgj)_l (u)

sont injectives et convergent localement uniformément sur B(0,v(z)) vers une
application holomorphe injective .

Rappelons que les applications 7, sont les cartes holomorphes définies & la section
1.1.4. Notons aussi que I'ensemble des points vérifiant la deuxiéme propriété est
p-générique (pour le voir, prendre E,, = P* pour tout n € N).

La démonstration nécessite le lemme suivant, qui controle le domaine de défini-
tion des applications f' o (dofg)_l.

Lemme 1.2.5 Soit R < Ry. Supposons que A\, < 2)\q, et posons pour tout p >0 :
B,(p) = {x € P*, fro(dof™) " est injective sur B(0,p), et d valeurs dans B(0, R)}

Alors, pour tout 6 > 0, il eziste p(d) > 0 et n(J) € N tels que u(B,(p)) > 1—§ pour
tout p < p(6) et n > n(d).

DEMONSTRATION : Avec les notations de la proposition 1.2.1, posons pour tout
pe N :

~

Sp):={ieZ, (&)= 1/p}

Comme 0 < S < R sur l'ensemble ji-générique 2, il existe p(9) € N tel que

~

i <§(p)> > 1— 4 pour tout p > p(§). Fixons p = p(J). L’invariance de [ entraine :

=0, i (f8m) =i (Sw) = 1-0
Si l'inclusion suivante est satisfaite :

mo (F78(v)) € Bu(1/p) (1.25)
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alors, par définition de /i, on a :
u(BA(1/p) = jilm Bu(1/p)) 2 o (J"8(p) 21 -9

11 suffit donc de vérifier (1.25). Soit & € f‘”g(p) L’inclusion (1.17) (donnée par la
proposition 1.2.1) appliquée a z,, := f™(z) € S(p) s’écrit :

dof;," B(0,5(&n)) C f5," B(0,n(En))

Notons que par définition (cf le lemme 1.1.33-(3)), I'application f;" est injective
sur B(0,7n(2y,)). Son inverse f; est donc injective sur f;"(B(0,7(2,)). Compte tenu
de l'inclusion précédente, et puisque S(Z,) > 1/p, fI' est également injective sur

o
dof;"B(0,1/p) = (dof2) ™" B(0,1/p). De plus,

9?0 © (do 9?0)

On a ainsi zy € B,(1/p), et 'inclusion (1.25) est vérifiée. [

" B(0,1/p) C f2 o [ B(0,7(#,)) = B(0,7(,)) C B(0,R)

0

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 1.2.4 : Appliquons le lemme 1.2.5 avec § =
1/q pour ¢ € N*. 1l existe p, > 0 et n, € N tels que p(B,(p,)) > 1 — 1/¢ pour
tout n > n,. On peut supposer la suite (p,),en décroissante, de sorte que B,,(p,) C
B, (pg+1) pour tout n,q € N. Ainsi, les ensembles :

F, = limsup E, N B,(p,) C limsup E,

n>ng neN

forment une famille croissante de boréliens de P*. Puisque p(E, N B, (p,)) > c—1/q
pour tout n > n,, on a u(F,) > c—1/q d’apres le lemme 1.1.31-(2).

On pose E' = |J,5 T Fy- Cet ensemble est bien inclus dans limsup,cy By et
vérifie p(E) = limg.oo pu(F;) > c. On vérifie & présent les deux assertions de la
proposition.

Soit x € E et ¢ € N tel que = € F,. Il existe une suite d’entier (n;(z));en telle
que x € E,;N B, (p,) pour tout j. En particulier, z € E,,,, ce qui montre le premier
point. D’autre part, d’aprés le lemme 1.2.5, ’application :

Pn, = f1 07,0 (dpf™) T = Tymiwy 0 19 0 (dp f™) 7

est injective sur B(0, p,), et prend ses valeurs dans 7, B(0, R).

D’aprés le théoréme de Montel, cette suite converge uniformément sur les com-
pacts de B(0, p,) vers une application holomorphe ¢, quitte & prendre une sous-suite.
Comme les applications sont holomorphes, on en déduit doyp = lim; . dow,, = Idck.
Ainsi, d’apreés le théoréme d’inversion locale, il existe 0 < v(x) < p, tel que ¢ soit
injective sur B(0, v(x)). Cela montre le deuxiéme point et termine la preuve.
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1.2.3 Les hypothéses H; et H,

Dans cette partie, nous énoncgons deux hypothéses, H; et Hs, qui assurent le
contrdle de la norme et du jacobien de I'inverse de dyf;'. Dans la section suivante,
nous verrons que lorsque ces hypothéses sont vérifiées, il est possible de remplacer
les différentielles par des homothéties de rapport d~™/? dans le procédé de renorma-
lisation.

Soit © un ouvert de P¥ et D C Q. On définit pour ¢ € N* et 7 > 0 :

Tn(@) = QN fran {x € P*, d* /¢ < detp(dof) < d’m.q2}
K.(7) = QNN {x e P*, || (dof™) || < T.d—"ﬂ}

Soient H; et H, les hypothéses suivantes :

H; : Pour tout 0 > 0, il existe ¢(d) € N* et n1(d) € N tels que :

Vn =, p(Jnl(g)) = p(Q)*(1 = 9)

Hs : Pour tout 6 > 0, il existe 7(J) € N* et ny(d) € N tels que :

Vn > ny , p(Ka(7)) > p(Q)?*(1 — 9)

Le lemme suivant montre que si H; et Hs sont satisfaites pour 6 > 0, alors la
mesure de I'intersection :

FTL(D7 q, T) = jn(Q) N ICn(7_> NDN f_nD
est uniformément minorée pour n assez grand.

Lemme 1.2.6 Si H, et Hy sont satisfaites sur €, alors, pour tout 6 > 0, il existe
qgs € N*, 75 > 0 et N5 € N tels que pour tout n > Ns,

u(Fn(D, q,T)) > u(D)*(1 - 6)

DEMONSTRATION : Soit € > 0 vérifiant u(D)?(1 — €) — 4epu(2)? > u(D)*(1 — 6).
D’aprés Hi, Ho, il existe g5 € N*, 75 > 0, n1(d) et ny(0) tels que :

Vn > ng = max(n1(8),12(9)) , (Tu(9)), n(Kn(7)) > pu(Q)*(1 =€)
D’autre part, puisque p mélange, il existe ny, € N tel que pour tout n > ny,

P = 2N Q) < u(Q).(1+¢)
w(Dy, = f"DND) > u(D)%(1—¢)
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Soit N := max(ns, ny). Appliquons le lemme 1.1.31-(1) avec U = H = Q,,, F =
Jn(q) et G = K, (7). On obtient pour tout n > N :

1 (Tn(@) N (7)) = p(2)%.(1 =€) + p(2)%.(1 — €) — u(Q)*.(1 +¢)
> p(€)%.(1 = 3¢)

Le méme lemme, appliqué & U = H = Q,, F' = J,(q) N K,(7) et G = D,, entraine :

v

Vn > N, u(rn(p, q,T)) > ()21 = 36€) + (D)1 — €) — pu(Q)2(1 +¢)
p(D)?.(1 =€) — 4ep()? > p(D)*(1 - 0)

Cela termine la démonstration du lemme. ]

Cette minoration, associée au lemme 1.1.31-(2), montre que de nombreux points
appartiennent a une infinité d’ensembles 7,,(¢) N K, (7). Le lemme suivant précise

que pour un tel point x, on peut assimiler (dj fgj)_l a une homothétie de rapport
d—"/? .

Lemme 1.2.7 Soit A, :=d"/?Idcr, ¢ € N*, 7> 0 et (n;);jen € N tels que :
VieN, x€ T, (q) NIy, (1)

Alors, quitte a prendre une sous suite, il existe A € GL(C) tel que dofs’ o Ay,
converge vers A.

DEMONSTRATION : Soient §;; < --- < 4, les valeurs singuliéres de (dofs")
la section 1.1.3). Il existe U;, V; € Uy(C) tel que :

(cf

(dof27)~" = U;.Diag(6;1, -+ ,6;1).V;

Comme z € K,,,(7), on a :

S = || (dof2) M| < 7d7 et (850 ---0)* < 82,820 < 62, (rdal?) Y

D’autre part, puisque x € J,,(¢), on a :

A7 Jq? < detg (dof7) " = |detc (dof) ™"

2 2
‘ = (61 0)

11 vient donc :
Tl_kd_nj/2/q <0j1 << < Td "/

Ainsi, les applications ©,,, := dofs” o A,, sont dans le compact Uy (C).G.Uy(C)
de GL,(C), ou G := {Diag(f1, - ,Bk),1/7 < B < ¢.7"7'}. Donc la suite (0,,,);
converge vers A € GL(C), quitte a extraire une sous-suite. (m
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1.2.4 Principe de renormalisation par des homothéties

Nous démontrons dans cette partie un procédé de renormalisation par des ho-
mothéties, valable sous les hypothéses H; et H,. Nous verrons dans la section 1.4
que ces hypothéses sont vérifiées dés que p est absolument continue par rapport a
la mesure de Lebesgue.

Proposition 1.2.8 Soient Q un ouvert de P* et D C Q tel que p(D) > 0. On
suppose que Hy et Ha sont satisfaites sur Q. Alors, il existe L(D) C D wvérifiant
w(L(D)) > u(D)? et tel que pour tout x € L(D), il existe une suite (n;);en dépen-
dante de x, et v(z) > 0 avec :

1. f"(x) € D pour tout j € N.

2. Les applications

B(0,v(z)) — P*
v, : s
3 u M oT, 0 Ay, (u)
ot A, := d~2.Idcr, sont injectives et convergent localement uniformément

sur B(0,v(x)) vers une application holomorphe injective W. De plus, ¥(0)
appartient & l’adhérence de D dans P*.

Nous obtiendrons cette proposition & l'aide du procédé de renormalisation par les
différentielles (proposition 1.2.4). Montrons tout d’abord que ’hypothése A\, < 2\,
est satisfaite lorsque H; est vérifiée :

Lemme 1.2.9 Si ’hypothése Hy est satisfaite sur un ouvert Q2 vérifiant u(Q2) > 0,
alors les exposants de Lyapounoff de (P*, f, 1) sont égauz a logd/2.

DEMONSTRATION : Briend et Duval ont démontré I'inégalité log d/2 < A\ pour tout
endomorphisme de P* de degré d [BD1]. 1l suffit donc de montrer \, < logd/2.
Utilisons H; avec § = 1/2 : il existe ¢ € N* et n; € N tel que pu(J,.(q)) >
(2)?/2 > 0 pour n > ny. Posons J(g) := limsup J,(q). Cet ensemble vérifie
w(T(q)) > pn(Q)?/2 > 0 d’aprés le lemme 1.1.31-(2).
Pour tout x € J(q), on note (n;(r));en une suite d’entiers telle que = € 7,,,(q)
pour tout j > 0. On a, par définition de J,,(q) :

1

1
n;(z) n;(w)

Or, d’aprés le corollaire 1.1.27, lim;_, % log det g(dof) = 2. Zle A; pour p-presque
tout = de J(¢). On peut donc faire tendre j vers l'infini dans (1.26) pour obtenir :

Vi >0, log det g (dof™@) < k.logd + log ¢* (1.26)

k—1 k
F20 <2 N +20=2.> A < k.logd

i=1 i=1

log d

2k — 1)
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On a donc A\ < logd/2. ]

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 1.2.8 : On applique le lemme 1.2.6 avec
d =1/p, p € N*. Il existe ¢, € N*, 7, > 0 et N, € N tels que pour tout n > N,, :

p(Tul)) 2 u(D)(1 = 1/p)

ot on a posé I',(p) :=T1,(D, q,, 7).

Puisque tous les exposants de p sont égaux a log d/2 d’aprés le lemme précédent,
on peut appliquer la proposition 1.2.4. Prenons E,, = I',(p) si n > N, et E, = P*
sinon. Il existe I'(p) C limsup,cy ['n(p) vérifiant u(T(p)) > w(D)?(1 — 1/p) et tel
que pour tout x € I'(p), il existe (n;(z));en et v/(z) > 0 satisfaisant :

(i) : €l (p) pour tout j € N.

(ii) : Les applications

B0,V (x)) — Pk

Prg - U — fYMorT,o0 (d0f§j>_1 (u)

sont injectives et convergent localement uniformément sur B(0,/(x)) vers une
application holomorphe injective (.
Posons L(D) := {J,, T'(p)- On a bien L(D) C D, u(£L(D)) > p1(D)? et tout point
x € L(D) satisfait les propriétés (i) et (i7) pour un certain entier p. En particulier,
€Ty (p) C Tn,(qp) Ky, (7,) pour tout entier j. Le premier point de la proposition
est alors immédiat. Pour le deuxiéme, on diminue éventuellement /(z), et on écrit
v, sous la forme U, = pn; 0Oy, avec O, = do f? o An]., afin d’utiliser le lemrEeI
1.2.7.

1.3 Renormalisation de courants invariants et conclu-
sion
Dans cette partie, on suppose que p est absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue m (cf la section 1.1.2) sur un ouvert €2 de y-mesure non nulle, et
que les hypothéses H;, Hs sont vérifiées sur cet ouvert (on dispose ainsi du procédé

de renormalisation par des homothéties). Nous montrons alors que le courant de
Green est lisse et défini positif sur €2, quitte & diminuer cet ouvert.

1.3.1 Renormalisation de courants invariants

On peut supposer que ) est un polydisque P(0,t) C C*F dans une carte holo-
morphe 7,,, suffisamment petit pour que les changements de carte :

Grm = Tnfbl o1, , © € P(0,t)
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soient proches de la translation z+Idcr en norme || . || (cflasection 1.1.4). On peut
ainsi utiliser le principe de renormalisation sans faire figurer les applications 7,.. Rap-
pelons qu’un courant positif S de bidegré (1,1) est f-invariant par f si f*S = d.S,
ou d désigne le degré de f (cf la définition 1.1.10).

La proposition suivante montre qu’un courant S absolument continu et f-invariant
est constant sur 'ouvert (2, quitte & le diminuer. On s’inspire ici de I’approche de
Mayer [May| (cf 'introduction).

Proposition 1.3.1 Soit Q comme précédemment et S un courant positif f-invariant
de bidegré (1, 1) absolument continu sur P*. Alors il existe un ouvert V C Q vérifiant
u(V) > 0, et un biholomorphisme ® : B(0,v) = V tel que ®*S soit une forme
différentielle a coefficients constants sur B(0,v).

DEMONSTRATION : Soit S(z) = Zi,q:l hpq(2).5dz, A dz; une expression de S sur
Q, et M C () l'intersection des ensembles de Lebesgue des fonctions mesurables
hy.q- Fixons € € €2 de p-mesure non nulle et £(€2') ’ensemble des points de €2’ ot
I'on peut renormaliser par des homothéties A,; = d™"/2 Idew (cf proposition 1.2.8).
Notons que I'ensemble :

C:= L(Y) N M nNsupp(p)

vérifie 1(C) = u(L(Q)) > u(Y)? > 0.

Quitte a effectuer une translation, on peut supposer que l’origine est un point
de C. 1 existe alors (n;);ey et v > 0 tels que ®,, = ™ o A, converge localement
uniformément sur B(0, v) vers ® holomorphe injective, avec @, (0), ®(0) € C. Quitte
a diminuer v, les ensembles V' := ®(B(0,v)) et ®,,(B(0,v)) sont inclus dans 2, car
C C Q' € Q. D’autre part, puisque ®(0) € C C supp(u), et que V est ouvert, on a
(V) > 0. Nous montrons a présent que ®*S est une forme différentielle a coefficients
constants sur B(0, v).

Comme S est f-invariant, on a ’identité suivante :

;S =N fS =dvA; S sur B(0,v) (1.27)

Le membre de gauche converge vers ®*S pour la topologie faible, car la suite d’ap-
plications holomorphes injectives ®,,; converge vers ® localement uniformément sur

B(0,v). Montrons que le membre de droite tend vers H := Zl;q:l hp.q(0).2dw, Adw,
sur B(0,r). On fixe a cet effet une (k—1, k—1) forme test x sur B(0, v). On suppose
pour simplifier qu’elle est de la forme :

X(w) = o(w) %dwg ANdwg A -+ N\ %dwk A dwy

D’aprés la proposition 1.1.7, on a :

k .
wm§=2@wmémwm;m3mm (1.28)

p,q=1
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La formule de changement de variable fournit alors :

MWA;S—ELM:iém)[mJoAmwO—hmmﬂawﬂme)

1
= gkng / [h11(2) — h11(0)] o 0 A;].I(Z) dm(z)
7 J A (B(Ow))

Comme la fonction o est bornée sur B(0,v) et d*" ~ m(A,,(B(0,v)), on a :

1
dYAr S—H, x)| S / hi1(2) — h11(0)| dm(z
I i ) m(A,, (B(0,v)) Anj(B(O,u))‘ 11(2) = 1 (0)] drm(2)

Le membre de droite tend vers zéro car 1’origine est un point de Lebesgue des fonc-
tions h, .. Ainsi, aprés passage a la limite, (1.27) devient ®*S = H sur B(0,v). 0

La proposition suivante montre qu’un courant f-invariant S dont le support
est chargé par u (i.e. contenant beaucoup de points ot 'on peut renormaliser par
des homothéties) posséde nécessairement une partie absolument continue S, non
triviale.

Proposition 1.3.2 Soit Q2 comme précédemment et S un courant positif f-invariant
de bidegré (1,1) sur P*. On suppose qu’il eziste un ouvert U C Q sur lequel S = dd°v,
ot v est psh continue sur U, et que S # 0. Si u(U N supp(S)) > 0, alors la partie
absolument continue de S n’est pas nulle sur U.

DEMONSTRATION : Soit U’ € U tel que D := U’ Nsupp(.S) soit de p-mesure non
nulle. L’ensemble £(D) des points ol 'on peut renormaliser par des homothéties
vérifie u(L£(D)) > pu(D)? > 0 (cf proposition 1.2.8). On note S, une expression de
la partie absolument continue de S sur Q. Soit w = £dd*| = 1> et 05, = Saps AwF™ 1,
og = S Aw"! les mesures traces de Sy et S sur U. Observons que la densité de
0s,,. = (05)abs €st égale m-presque partout a la dérivée de og (notée Dog) sur L(D).
Nous allons établir :

Vo € L(D), Dog(z) >0 (1.29)

Cela montrera que S, est non nul, puisque sa mesure trace posséde une densité
strictement positive sur un ensemble de mesure de Lebesgue non triviale.

Soit x € L(D), (n;)jen et v > 0 tels que ®,,, = f™o(x+A,,) converge localement
uniformément vers ® holomorphe injective sur B(0,v), avec &, (0),®(0) € D (cf
proposition 1.2.8). Quitte a diminuer v, ®,, (B(0,v)) et ®(5(0,v)) sont inclus dans
U, car D C U’ € U. On suppose par la suite que x est l'origine. L’invariance de S
et la formule de changement de variable entrainent :

1
US(Anj(B(O;V))) - / S/\Wk_l = %/ fnj*S/\wk_l
An; (B(0,)) An; (B(O,v))

1

o dn B(0,v)

k—1

@;,5 A (Anw)
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En remarquant que A}, w = d™".w et d~F"i ~ m(A,,(B(0,v))), on obtient :

Os (Anj(B(O, V)))
m (An].(B(O, V)))

:/ o S AW (1.30)
B(Ow)

Le membre de gauche de (1.30) tend vers Dog(x) pour u-presque tout x € L(D).
Le membre de droite est minoré par :

/ x.dd® (vo®, ) Nw ! = / (vo®y,)ddx Awh! (1.31)
B(0,v) B(0,v)

ou x est une fonction test a support compact dans B(0,v), égale a 1 sur B(0,v/2).
Puisque v et les coefficients de dd“x sont continus et bornés sur @, (B(0,v)) C U,
le théoréme de convergeance dominée montre que (1.31) tend vers :

/ vo®.ddy AW = / x.®*S A wh!
B(0,v) B(0,v)

La ligne (1.30) entraine alors :

Dog(z) 2 / Y- ®*S A wWrF!
B(0,v)

Puisque ® est un biholomorphisme et ®(0) € D C supp(S), cette quantité est stric-
tement positive. Cela montre (1.29). [

1.3.2 Conclusion

Nous montrons ici que lorsque la mesure d’entropie maximale ;1 est absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur un ouvert €2 de u-mesure positive,
alors f est un exemple de Lattés. Rappelons que d’aprés le théoréme de Berteloot-
Loeb [BL2], il suffit de montrer que le courant de Green est lisse et défini positif sur €.

Considérons a cet effet la décomposition de Lebesgue T = 1,45 4 Tsing du cou-
rant de Green T (ces courants sont positifs et f-invariants par la proposition 1.1.11).
L’idée est la suivante. La proposition 1.3.1 entraine que T, est une forme a coeffi-
cients constants H, dans les coordonnées fournies par le procédé de renormalisation.
Le courant T, est donc fermé, grace a son invariance. Le caractére défini positif
de H s’obtient en raisonnant par ’absurde : si H était dégénérée, on vérifie que la
proposition 1.3.2 s’applique & T};,,4. On en déduit facilement que 7;,, est nul, ce qui
termine la preuve.

On donne a présent la démonstration. D’aprés la proposition 1.3.1, il existe un
ouvert V C  vérifiant (V) > 0, et un biholomorphisme ® : B(0,v) = V, tels que
O*T,s soit égal a une forme différentielle H & coefficients constants. Cela montre
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en particulier que 7, posséde un potentiel continu sur V. Il en est de méme pour
Tsing, puisqu’il est égal & T'— T}, et que T posséde un potentiel continu sur €2 (cf
la section 1.1.2).

On établit maintenant que la forme H est non dégénérée. Pour cela, on décompose
w1 al'aide des courants T, et Ti;py. Cela est possible car ces deux courants posseédent
des potentiels bornés. On a :

k
= T = <Tsing + Tabs) = Z OIZ: Ts]mg A T:b;] (132)
=0

Si H était dégénérée, alors, d’aprés (1.32), le support de p serait contenu dans
celui de Tyipg. On aurait alors p(V N supp(Zsing)) > 0. Une contradiction provient
immeédiatement de la proposition 1.3.2, appliquée au courant T;,,.

On achéve la démonstration en montrant que 7;,, est nul sur V. Ce courant
étant positif, il suffit de vérifier que sa mesure trace est nulle. Nous allons montrer
qu’elle est a la fois absolument continue et singuliére par rapport a la mesure de
Lebesgue. Remarquons auparavant que puisque T, est lisse et définie positive, la
mesure trace de T;,, est équivalente & la mesure T, /\bej. Celle-ci est singuliére,
de maniére évidente. Pour voir qu’elle est absolument continue, on utilise (1.32) et
I'unicité de la décomposition de Lebesgue : p étant absolument continue, la partie
singuliére de chacune des mesures positives de cette décomposition est nulle.

En conclusion, 7" est égal au courant lisse strictement positif ®,H sur V. L’en-
domorphisme f est donc un exemple de Latteés.

1.4 Absolue continuité de i et hypothéses H; et H,

Dans cette section, nous montrons que les hypothéses H; et H, sont satisfaites
lorsque 4 est absolument continue sur un ouvert 2 de pu-mesure positive.

Comme dans la section précédente, on suppose que € est un polydisque P(0, ),
contenu dans une carte holomorphe 7,,, assez petit pour que les changements de
carte :

Grm = Trgl ot , x € P(0,1)

soient proches de la translation = +Idcx en norme || . || (cf la section 1.1.4) et pour
que P(0,t) € B(0, Ry) (Ro est défini a la section 1.1.4). Ainsi, quitte & multiplier ¢
et 7 par des constantes universelles dans les énoncés des hypothéses H; et Hs, on
peut remplacer dy f” par d,f" dans la définition de 7,(q) et de IC,,(7).

1.4.1 L’hypothése H;

Nous montrons dans cette partie la proposition suivante :
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Proposition 1.4.1 Soit Q2 comme précédemment. Si i est absolument continue sur
Q, avec u(Q) > 0, alors, pour tout 6 > 0, il existe g5 € N* et n1() € N tels que
1(Tn(q)) = p(2)*(1 = 0) pour n > ny.

DEMONSTRATION : La démonstration repose sur Iidentité f*u = d*u, lue sur la

densité ¢ € L'(Q) de p sur Q. Nous aurons aussi besoin d’une propriété de continuité

sur ¢. Nous ferons pour cela appel au théoréme de Lusin, qui stipule que ¢ est

continue sur {2, quitte a supprimer un ensemble de mesure arbitrairement petite.
Notons m la mesure de Lebesgue sur €2, de sorte que du = ¢ dm. Soit

Ag={teQ, 1/g<o(t) < q}

Puisque {0 < ¢ < +o0} = o, T Ag et u(2) = p{0 < ¢ < +00}, le théoreme de
convergeance monotone entraine p(£2) = lim, . pu(A4,)-

Soit € > 0 tel que u(2)*(1 — €)® — 2¢ > u(Q)*(1 — §) et q assez grand pour que
(A, > p(Q2)(1 — €). Puisque o est mélangeante, il existe n; € N tel que :

Vi, w7 A0 A) 2 p(A)A(1 - ) 2 p(QP(1 - o)

Soit n > ny et , = f7"Q N Q. D’aprés le théoréme de Lusin, puisque ¢ est
mesurable sur 'ouvert §2,, C €2, il existe une fonction g, continue a support compact
dans Q,, et C(p) C Q,, de mesure minorée par ((€2,)(1 — €), tels que :

= gn sur C(p)

De méme, comme ¢ o f" est mesurable sur €,, il existe h, continue & support
compact dans Q,, et C'(po f) C 2, de mesure minorée par p(€2,)(1 — €), tels que :
po [ = hysur C(po f")

Notons que u (C(p) NC(po f) = u(2,)(1 — 2¢) (cf le lemme 1.1.31-(1)). Posons
Y= Q\ | Crit(f)

neN

Cet ensemble est de mesure ;(€2) car p ne charge pas les ensembles analytiques
(cf la proposition 1.1.12). Appliquons le lemme 1.1.31-(1) avec F' = f~"A, N A,,

G=C(p)NC(po f") et H=Y, sous-ensembles de U = (2,,. Compte tenu du choix
de €, on obtient :

(£ 4,0 A, C) N Clpo YY) 2 11 = O + (@) (1 = 26) = (<)
> u(Q)*(1 - & = 2ep()
> u(Q(1 =) — 2
> u()(1 - 0) (1.33)
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Soit Z,, cette intersection. L’ensemble des points de densité de Lebesgue de Z,, :

7t = Lo e 7, tim MB@NOZ)
=0 m(B(z,r)

vérifie p(Z,) = u(ZL%®) car p < m. D’aprés (1.33), la proposition est démontrée si
on vérifie ZL C 7,(q) pour n > nj.

Soit # € ZL¢. Comme ZL® C f"A,N A, C f"QNQ, on a bien z, f"(x) € Q.
Passons au controle du jacobien. Comme (,, est ouvert, et = ¢ Crit(f"), x € ZL,
alors il existe 1y > 0 tel que :

™ B(z,1p) C 2, — 2 soit injective.
VOo<v <y, m(B(z,v)NZ,) >m(B(z,v))/2 >0

Puisque j est de jacobien constant d*, on a d*"u(B(z,v)NZ,) = u (f*(B(x,v) N Z,))
pour tout v < vy. Cela s’écrit encore :

g / () dm(t) = / () dm(u)
B(z,v)NZy, fr(B(z,v)NZn)

Par la formule de changement de variable, on obtient pour 0 < v < 1y :
e | e
¥ mit) =
m (B(x,v) N Zn) Jp@wmnz,

m (B(z 1v)mzn) /B( L, po W) det (@) dm(t) (1.34)

dkn

Notons que le jacobien est positif car f est holomorphe. Vérifions que (1.34) devient :
d".p(z) = @ o f(x). det g(dy f™) (1.35)

lorsque v tend vers 0, v # 0. Pour cela, il suffit d’observer que ¢ peut étre remplacée
par g, dans le membre de gauche et p o f* par h, dans celui de droite, car ces
fonctions coincident sur C'(¢)NC(po f™), qui contient Z, par construction. Comme
gn(z) = p(z) et h,(z) = @ o f*(z), la continuité de g, et h,, fournit (1.35) lorsque v
tend vers zéro. On en déduit I'inégalité sur le jacobien, car x et f™(z) sont dans A,. []

1.4.2 L’hypothése H,

Nous montrons ici que I'hypothése H, est satisfaite lorsque p est absolument
continue sur 2. Nous allons en fait prouver qu’elle est satisfaite sous I’hypothése
Ak < 2A1, qui est plus générale (cf le lemme 1.2.9) :

Proposition 1.4.2 Soit Q) comme au début de la section. Supposons A\, < 2\.
Alors, pour tout § > 0, il existe 5 > 0 et ny(8) € N tels que u(K, (1)) > p(2)2.(1-0)
pour tout n > ns.
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La démonstration repose sur une technique et un lemme de pluripotentiel dis a
Briend et Duval (cf [B] et [BD1]).

Rappelons que Pouvert ) est identifié a un polydisque P(0,t) € B(0, Ry). On
note u un potentiel continu de 7" sur B(0, Ry). Un ellipsoide £ désigne I'image de la
boule unité par une application linéaire inversible et A€ I’ellipsoide de méme centre,
dilaté par A > 0. Il est naturel de penser que la masse de Monge-Ampére p = (ddcu)k
sur £ charge peu les ensembles sur lesquels u est e-proche d’une fonction maximale.
Le lemme de pluripotentiel de Briend-Duval montre que la mesure d’un tel ensemble
n’excéde pas €, a une constante multiplicative universelle prés :

Lemme 1.4.3 (Briend-Duval, [BD1])
Soit 4 un ellipsoide contenu dans B(0, Ry) et 4 la solution du probléme de
Dirichlet pour l'opérateur de Monge-Ampeére sur 2E avec condition u au bord. Soit

M (E) :={z €& u(x) —u(x) <€}
Il existe C' > 0 ne dépendant que des valeurs de u dans B(0, Ry) tel que :
(dd°u)* (M (E)) < Cle

On trouvera la démonstration dans S| ou dans [B|.

Nous allons donner une condition d’appartenance & M.(€) en terme de disques
holomorphes sur lesquels u est proche d’une fonction harmonique. Cela sera utile
pour la suite. On appelle £-disque un ensemble de la forme D = £ N L, ou & est
un ellipsoide de B(0, Ry) et £ est une droite complexe intersectant £. Pour un tel
disque, on peut toujours considérer une paramétrisation ¢ : A — D holomorphe
sur A et continue sur A. On définit B.(£) comme I’ensemble des points = de € par
lesquels passe un £-disque D vérifiant :

VteA, 0<uod(t) —uod(t) <e (1.36)

—_~—

ou u o ¢ désigne la solution du probléme de Dirichlet :

—~—

uo ¢ =uo ¢ sur la frontiére de A

—~—

u o ¢ harmonique sur A
On obtient ’inclusion suivante :

Lemme 1.4.4 L’ensemble B.(£) est contenu dans M.(E).

DEMONSTRATION : Soit = € B,(€) et ¢ un disque holomorphe passant par x vérifiant
(1.36). Il suffit, pour établir 'appartenance de x a M(£), de justifier les inégalités :

—~—

Vte A, uog(t) <uop(t) <wuop(t)
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Puisque u est plurisousharmonique et @ maximale sur &, ’égalité u = @ sur le
bord de &£ entraine u < @ sur £. En particulier, v < 4 sur ¢(A). La deuxiéme in-
é/g\aﬁté provient du principe du maximum, car @ o ¢ est sous-harmonique sur A et
uo@p=1uo@¢=uo¢sur le bord de A. 0

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 1.4.2 : Soit € > 0 tel que p(Q)? — 3¢ >
w(Q)*(1 — ) et B,(p) Pensemble :

{x € P*, f7 o (dof™)"" est injective sur B(0,p), et a valeurs dans B(0, R)}

D’aprés le lemme 1.2.5, il existe p > 0 et Ny € N tel que u(P*\ B,(p)) < ¢
pour tout n > N;. D’autre part, puisque g mélange, il existe No € N tel que
u(f"N Q) > p(2)? — € pour tout n > Ny. Posons ny = max(Ny, Ny). On a alors,
pour tout n > ny, (les complémentaires sont a prendre dans f~"Q N (2)

p(n(7))

("N Q) — u(Ka(r)%)
p(f 72N Q) = ((Ca(r)* 0 Balp) + p(Ka(7) 1 Balp)") )
( K

(

Vv

)2 = ¢ = (uKalr) N Bulp)) + )
0)? = 2¢ — pu (Ko (7)° N Bu(p))

Cc
Cc

vV
= =

Cherchons donc 7 > 0 tel que
Vn > ng , ,u(Dn(T) = IKn(1)° N Bn(p)) <e (1.37)

Puisque les changements de carte ¢, ,,, pour x € 7,,,(P(0,t)), sont proches de 'iden-
tité (cf le début de cette section), les points de D, (7) vérifient les conditions sui-
vantes, quitte & multiplier 7, p et R par des constantes universelles :

1. L’application f" (x + (dxf”)_l) est injective sur B(0, p) et prend ses valeurs
dans B(f”( ), R) C B(0, Ry).

2 ) |2

Notons que si v, (z) est un vecteur de la sphére unité réalisant la norme de (d, f)~!
alors le disque holomorphe :

A — Q

¢n,z : t —s x4+ (dxfn)_l (tprn(x»

est de diamétre au moins 7.p.d""/2. Nous allons voir que ¢n(A) est un “grand”

disque holomorphe sur lequel le potentiel © du courant 7" est “suffisamment” proche
d’une fonction harmonique. Ceci permettra d’utiliser le lemme 1.4.4 pour majorer
la mesure de D, (7).
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Ecrivons D,,(7) sous la forme |J{_, D/ (), o

pio (def™) ™ || 2 || (des™) ™ || /YRS

Di(r) = {x € D,(1),

et p; désigne la projection sur le i-iéme axe de coordonnées. On va estimer u(D,} (7)) :
on procéderait de méme pour les autres directions. Posons :
c* — C*

7.p.d""/2

v, :
(z1,...,28) — ( T 21tz tzy)

et observons qu’il existe une constante () indépendante de n et 7 telle que ’on puisse
recouvrir le polydisque P(0,¢) par Q.d"/7? ellipsoides de la forme ¥, (B(0,1)).
Soient (&;);jes les ellipsoides d’un tel recouvrement. On peut supposer, quitte a
diminuer Q = P(0,t), que 4&; € B(0, Ry).
Remarquons que si z € & N DX(7), alors D = ¢,(A) N E; est un E-disque :
en effet, le bord de ¢, (A) est en dehors de 2&;, grace au facteur 100 introduit

dans I'application W,,. Soit 0, : A — D un paramétrage de D. Comme 0,(A)
et f" o o,(A) sont contenus dans B(0, Ry) (cf la propriété 1 ci-dessus), l'identité
f™*T = d"T entraine :

(ffoo0,)'T=d"o!T sur A

Cela se traduit par ’existence d’une fonction harmonique h,, vérifiant :

uwo ffoo, —d*uoo, =h, sur A (1.38)
On en déduit : o
uwo froo, —d .uoo, =h, surA (1.39)

oll U ooy, (resp. uo fm o 0,) désigne la solution du probléme de Dirichlet sur A avec
condition uooy, (resp. uo f"o0y,) au bord. Soit M := supp .y [ul- Les lignes (1.38),
(1.39) et le principe du maximum montrent que 1'on a sur A :

o~ — —_—
0<wuoo,—uoc,=d "(uo froog, —uo f*oa,)

<2d7". sup |u|=M/d"
B(0,Ro)

On applique a présent les lemmes 1.4.4 et 1.4.3 pour obtenir :

CcCM

dn

Comme D,!(7) est recouvert par Q.d" /7% polydisques &;, on a :

CM Qd" kCMQ

Tdr o2 72

ou C, M et () sont indépendantes de 7 et de n. Il suffit de prendre 7 suffisamment
grand pour vérifier (1.37). Cela termine la démonstration. 0

Vn>ny, Vi€ J, u(€ND,(r)) <

Vn >ny, w(Dy(1)) <k



Chapitre 2

Description du bassin d’attraction

Ce chapitre est consacré a la description du bord du bassin d’attraction de I’ori-
gine des relevés polynomiaux d’exemples de Latteés.

2.1 Fibrés en droites sur les espaces projectifs et les
tores complexes

Dans cette section, nous rappelons quelques propriétés bien connues concernant
les fibrés en droites. On s’intéressa plus particuliérement au cas des espaces projectifs
P* et des tores complexes A*. Les outils présentés ici nous serviront pour décrire le
bord du bassin d’attraction des relevés polynomiaux d’exemples de Lattés.

2.1.1 Généralités

Donnons la définition des fibrés en droites complexes :

Définition 2.1.1 Soit X une variété complexe connexe. Un fibré en droites sur X
est la donnée d’une variété complexe L et d’une application holomorphe p: L — X,
telles qu’il existe un recouvrement ouvert (U, )aer de X et des isomorphismes 1, :
p Y (U,) — U, x C vérifiant 1), o ¢ﬁ_1(x,t) = (2, gap(x)t), 00 gap est une fonction
holomorphe non nulle sur U, N Ug. La variété X s’appelle la base de L.

On introduit maintenant la notion de section :

Définition 2.1.2 Awvec les notations précédentes, une section holomorphe du fibré
L est une application holomorphe s : X — L telle que pos = Idx. La section définie
par so(z) := v, (x,0) sur chaque ouvert U, s’appelle la section nulle de L. On note
L~ le fibré L auquel on a 6té 'image de la section nulle.

On peut toujours munir un fibré en droites L d’une métrique hermitienne, en
utilisant une partition de 'unité. Notons que 'on peut aussi définir un fibré en
droites sur X en se donnant un recouvrement ouvert (U,).cr et des fonctions gag
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holomorphes non nulles sur U, N Up vérifiant goo = 1 et gag.9sy-9va = 1. La variété
L s’obtient alors en recollant les ouverts U, x C (cf [D] Chap V, §1.3).

Morphismes homogénes et morphismes de fibrés : Soient L (resp. L') un
fibré en droites sur X (resp.Y), et f : X — Y une application holomorphe. Un
morphisme homogéne de L dans L' de degré d, induisant f sur les bases, est une
application holomorphe dont I’expression au dessus d’ouverts de trivialisation U,,, V,
s'écrit :
Uy xC — Vo x C
(‘T’t) — (f<x>7daa’(x)‘td)

ol d,n est une fonction holomorphe non nulle. Ces fonctions doivent vérifier les
relations doo () = gy 5/(f(2)).dgp (2).g5, () sur Uy N Us.

On appelle “morphisme de fibré” un morphisme homogéne de degré 1. Deux fibrés
en droites L, L' sur X sont dits isomorphes si il existe un morphisme de fibrés de L
dans L’ induisant I'identité sur X. Le principe du maximum entraine la propriété
de proportionnalité suivante :

Lemme 2.1.3 Soit L un fibré en droites sur une variété complexe compacte connexe

X, etu;: L — L,i=1,2, deur morphismes homogénes de méme degré, induisant f
sur X. Alors il existe c € C* tel que us = c.uy.

DEMONSTRATION : Il suffit de traiter le cas d = 1. Soit

U, xC — Ug x C
(z,w) — (f(z), dyp() - 1)
2
I'expression de u; au dessus de U,, Ug. Le rapport Z‘f—", défini sur U,, ne dépend ni
de a, ni de 3. Il définit donc une fonction holomorphe globale h sur X. Puisque X
est compacte connexe, h est constante par le principe du maximum. 0

Fibré image réciproque : Soient X et Y des variétés complexes, f : X — Y
une application holomorphe et p : L — Y un fibré en droites. Par définition, le fibré
image réciproque f*L sur X est le fibré qui trivialise sur les ouverts f~1(U,) par les
applications ¥, o f.

On note fL cf*L— Lle morphisEe\ de fibré induisant f sur la base et I'identité
dans les fibres. On a alors l'identité go f; = g o fg*L.

Observons que si L et L’ sont des fibrés isomorphes, ils le restent aprés avoir été
tirés en arriére par f. En effet, si I'isomorphisme £ s’écrit en coordonnées :

U, xC — V, x C
(y7 t) — (y7 gaa’(x)'t)
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alors on définit un isomorphisme f*¢ entre f*L et f*L' en posant :

f_l(Ua) xC — f_l(va’) xC
(z,1) (1, (f(1)) 1)

Le fibré image réciproque jouit de la propriété universelle suivante :

Lemme 2.1.4 Soit L un fibré en droites sur X. Avec les notations précédentes, tout
morphisme de fibré v : L — L' induisant f sur les bases se factorise par fr, : il existe
un tsomorphisme n tel que le diagramme suivant commute.

L—”>L/

|

f*L/

DEMONSTRATION : Le morphisme v s’écrit en coordonnées :

U, xC — Vy xC
(1) — (f(2),daar(2).1)

Puisque les fonctions de transition de f*L’ sont celles de L' composées par f, on
définit un morphisme de fibré n : L — f*L’ en posant :

U, xC — fYVy)xC
(x,t) +— (z,doo(x).1)

C’est un isomorphisme, vérifiant v = fr, o). L]

Produit tensoriel de fibrés : Soient L, L’ deux fibrés en droites sur X, associés
aux recouvrements (Us,), (Vs,) et aux fonctions de transition ga,q;, gs,5,- Quitte a
diminuer les ouverts U,, et Vj3,, on peut supposer les recouvrements identiques et
définir le fibré L ® L' associé aux fonctions de transition ga,a;-go,a,-

Cette opération induit une structure de groupe sur les classes d’isomorphisme de
fibrés en droites. On définit ainsi le groupe de Picard de X. L’inverse de la classe de

L est celle du fibré dual de L, associé aux fonctions de transition g;ilaj.

Dans les deux prochains paragraphes, on illustre ces notions dans les cas parti-
culiers des espaces projectifs et des tores complexes.

2.1.2 Fibrés en droites sur P*

Soient 7 : C**1\ {0} — P" la projection canonique et V; := {7 (z) € P*, z; # 0}.
Par définition, le fibré en droites O(n) sur P* est le quotient de C**1\ {0} x C par
la relation d’équivalence ~,,, dont les classes sont :

[z, 0], == {(Az, \"v), A € C}
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Si p désigne la projection de O(n) sur la base P*, les fonctions de transition associées
aux trivialisations :
p~'(Vj) —  V;xC

Vi [z,0], +— ([z],%v)

sont données par ¢;;(p(z)) = (i—ﬂ) . Ces fibrés forment un systéme de représentants

du groupe de Picard de P* (ce groupe est engendré par O(1) ou O(—1), cf |GH]
Chap.1.1).
Remarquons que 'application :

O(-1)7 — C*'\ {0}

[z,v]-1 +— vz

v

est un biholomorphisme (son inverse est donné par W~'(z) = [z,1]_1). On peut
ainsi identifier la fibre de O(—1) au dessus d’un point m de P* avec la droite qui
représente ce point dans C**!'. Nous aurons besoin des propriétés suivantes :

Lemme 2.1.5 Soit f un endomorphisme holomorphe de P* de degré d, et F un de
ses relevés polynéomiauz ¢ CF1. Alors

1. f*O(—1) est isomorphe @ O(—1)%¢ ~ O(—d)

2. 1l existe des morphismes homogénes O(—1) — O(—1) de degré d induisant f
sur P*. Ils sont de la forme [z,v] 1 — [F(2),c.v?_1, ou c € C*

DEMONSTRATION : Commencons par le premier point. Grace a la propriété uni-
verselle du fibré image réciproque (cf partie 2.1.1), il suffit d’exhiber un morphisme
de fibré O(—d) — O(—1) induisant f sur P¥. Puisque F est homogéne de degré d,
I’application :
CFHI\{0} xC — CF1\ {0} xC
(z,v) —  (F(2),v)
passe au quotient pour ~_, a la source et ~_; au but, ce qui permet de conclure.
Passons au second point. Puisque F' est homogéne, ’application :
CFHI\{0} xC — CF1\{0} xC
(z,v) — (F(2),0%)
passe au quotient pour ~_; & la source et au but. On utilise alors la propriété de
proportionnalité donnée par le lemme 2.1.3.

2.1.3 Fibrés en droites sur A*

Soit A* = C*/T un tore complexe. On note IT : C¥ — C*/T la projection
canonique et # pour Il(z). Nous allons voir que, comme dans le cas de P* les
classes d’isomorphisme des fibrés en droites sur A* sont paramétrées par des espaces
quotients. Introduisons a cet effet la notion de type. C’est un couple (H, ) constitué :
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— d’une forme hermitienne H sur C*, C-linéaire a droite, telle que SH(T',T") C Z
— d’une application a : I' — S, vérifiant pour tout 71,7, € I :

a(n +72) = a(m)al(ye)(=1)30r2)
Posons, pour tout vy € I' :
ey (z) = a(y)e”[H(W)*%H(W”. (2.1)
On vérifie que la famille de fonctions (e, ) er vérifie les relations de cocycle :

Cy142 (I) =€y (*T + 72>€72 (I), (2'2)

et définit ainsi une action de I' sur C*¥ x C par :

v () = (2 4y, ey(2) 1)

La variété quotient L(H,«a) = CF x C/T est clairement un fibré en droites sur
A¥. On note p la projection L(H, o) — A" et {x,u}(u q) la classe de (z,u) pour la
relation ~(y o) induite par I'.

Les fonctions (e, ),er s’appellent les multiplicateurs de L(H, «). Si (ei{)wep, pour
i = 1,2, désignent les multiplicateurs de L(H;, «;), alors ceux du fibré L(Hi, 1) ®
L(H,, ;) sont donnés par (el.e2),er, dont le type est (Hy + Ha, a1.c2) (cf (2.1)).
On en déduit 'isomorphisme :

L(Hl, Oél) X L(HQ, O{g) ~ L(Hl + Hg, C)él.OéQ). (23)

Remarquons que toute section holomorphe de L(H, «) est donnée par une unique
fonction holomorphe sur C* vérifiant :

V2 e CF Wy e, 0(z +7) = e, (2).0(2) (2.4)

Les fonctions vérifiant ces identités s’appellent les fonctions théta normalisées de
type (H,«). Notons que si L(H,«) est le fibré trivial, alors il existe une fonction
vérifiant (2.4) ne s’annulant pas. Dans ce cas, on montre que 'ona H =0 et a = 1
(cf [D], Chap IV, §1). On obtient donc, par la relation (2.3) :

Lemme 2.1.6 L(Hq, 1) =~ L(Hy, ) si et seulement si (Hq,0q) = (Ha, o).

I1 s’avére que les fibrés L(H, «) forment un systéme de représentants des classes
d’isomorphismes de fibrés en droites sur A" :

Théoréme 2.1.7 (Appell-Humbert) Tout fibré en droites L sur A* est isomorphe
a un fibré du type L(H, a).
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On renvoie le lecteur au livre de Debarre (|D], Chap.V, Th.5.10) pour une démons-
tration. Elle s’effectue en deux étapes. On commence par identifier ’ensemble des
premiéres classes de Chern des fibrés en droites avec I’ensemble des formes hermi-
tiennes sur C* vérifiant SH(I',T) C Z. Il reste essentiellement & montrer que le
groupe des fibrés en droites de premiére classe de Chern nulle est isomorphe au
groupe des caractéres unitaires de I'. On conclut par un argument de suite exacte.

Observons que si L est de la forme 0*O(d), ott o : A¥ — P* est une application
holomorphe, on peut argumenter de fagon beaucoup plus simple, en utilisant le
résultat suivant :

Théoréme 2.1.8 Toute application holomorphe o : A¥ — P* est induite par une
application 0 = (6, ..., 0x) dont les coordonnées sont des fonctions théta normalisées
de méme type (H, ).

La démonstration repose sur le fait que tout diviseur effectif sur A* est le diviseur
d’une fonction théta (cf [D], Chap IV, §3). Ce théoréme nous permet d’expliciter les
morphismes de fibrés de L(dH, a?) dans O(d) (la démonstration est analogue a celle
du lemme 2.1.5-(2)) :

Lemme 2.1.9 Avec les notations précédentes, les morphismes de fibrés ¢ de L(dH, a?)
dans O(d) induisant o sur les bases existent, et sont de la forme ¢{x,u}amat)y =
0(z), culq, ou c € C .

On en déduit un isomorphisme :
0*O(d) ~ L(dH, a%)
en invoquant la propriété universelle du fibré image réciproque (cf le lemme 2.1.4).

Nous allons maintenant donner I’analogue du lemme 2.1.5 dans le cas d’un tore
A Soit ¢ = @+ 7 un endomorphisme de A*. On note 7 la translation de vecteur 7
sur A*  de sorte que ¢ = 7o g et 0*L(H,a) = §* 7 L(H,a). Etant donné un type
(H,a), on définit H, et o, par :

Ho(w,w') = H(gw, gu
a(p(,y) _ OZ( —’,y €2z7rc\‘fH(Lp'y,T)

—

Notons que «, est bien définie (F(I') C I') et prend ses valeurs dans S'. D’autre
part, puisque I'on a a, (71 +72) = (1), (y2) (—1)3He0192) e couple (H.,, o) est
encore un type. On note (e?).cr ses multiplicateurs.

Lemme 2.1.10
1. ¢*L(H, ) est isomorphe & L(H,, o)
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2. Il existe des morphismes homogénes L(H,«) — L(H,«) de degré d induisant
o sur A* si et seulement si (H,,a,) = (dH,a%). lls sont alors de la forme
{z,u}r0) — {px, c.e™ ) yd} ), ot c € C*.

DEMONSTRATION : Pour le premier point, on utilise la propriété universelle du fibré
image réciproque (cf lemme 2.1.4). A cet effet, on montre que I’application :

X Ck X C — (ck X (C
X (ZL’, u) — (gox, eﬂ—H(T’@E)‘u)
induit un morphisme de fibré entre L(H,, o) et L(H, ). On a
X1 (z+ 7, e0(x).u) = (px + Gy, e (x).e™ T THIE 4

11 suffit donc de montrer ef(x).e™ 8 = ez, (pr) :

1

e?(z).e HrE) = (Fy).e2SHF1T) xlH@ o)+ 5 (F1 8] omH (57)
= a(@y).emH(@re0)+3H @] orH (@)

— a(@y)'QW[H(@%@+T)+%H(sﬁ“/yeﬁv)] = e, (ip)

Montrons le deuxiéme point. Lorsque d = 1, la propriété universelle du fibré
image réciproque (cf lemme 2.1.4), 'unicité du type et le premier point entrainent
la condition nécessaire. Lorsque d > 2, on remarque que tout morphisme homogéne
L — L de degré d donne naissance & un morphisme de fibré L®? — L lorsque I'on
supprime la puissance d dans les fibres. Pour la condition suffisante et les expressions
annoncées, on vérifie que I'application :

CFxC — Ck x C

X2 ¢ (T,u) (pr’ewH(T,ng)‘ud)

passe au quotient pour ~(y ) a la source et au but. On a

X2 (7 + 7, e5().u) = (pz + Gy, ™) el (1) uf)

Donc, il suffit de montrer :
e”H(T"’W).ez(:E) = ez (pr). (2.5)
Puisque (H,, ay,) = (dH, a?), le membre de gauche de (2.5) s’écrit :

eTHOF) ed(p) = eTHEE) o(Gy) 2mIHF) el (@ E)+FHE )
— Oz(gg’}/).eW[H(QB’MBm-s-T)_i_%H(QB%@W)]

Cela achéve la démonstration du lemme. L]
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Il est possible d’expliciter une métrique hemitienne sur le fibré L(H, «), grace a
sa structure d’espace quotient. On vérifie que la fonction suivante est invariante par
I'action de I :

CkxC — CkxC

(w,u) e 2Dy

La métrique qu’elle induit sur L(H, «) est notée gq.

Nous terminons cette section en exhibant des trivialisations du fibré L(H, «).
Elles seront utiles pour décrire les singularités du bord du bassin d’attraction des
exemples de Lattés. Soit U un ouvert de C*, disjoint de ses translatés par P’action
de I" (U sera dit I'-petit). L’application :

Iy: | JU+7y)—-T

yel’

qui & un point x associe I'unique élément vy € I" vérifiant x + v € U est alors bien
définie. Pour toute fonction holomorphe € ne s’annulant pas sur U, I’application :

ploll(U) — II(U) x C

Ve - {z,u} ey +— (I(z),e(z+Ty(a)).ery, @ (z)u)

est une trivialisation de L(H, «) au dessus de II(U). Cela provient du fait que :

A UyeF(U‘i"Y)XC — UxC
’ (x,u) —  (z+Ty(2), e(z + Ty(x)).ery, @ (z).u)

passe au quotient modulo ~(y ). En effet, les identités (2.2) et
v+ To(r+7) =Tu(z)
donnent pour tout v € I' :
Az +7,e0(z)u) = (z+y+Tu(z+7),
e(@ 47 + Tl + 7)) ery (i) (T + 7)€ (2)-1)

= (2 4+ 7+ Tu(@+7), 6@ +7+Tu(@+7))eqiry @iy (@) u)
= (z+Ty(x),e(x+Ty(x)).ery@().u)

2.2 Désingularisation du bord du bassin d’attrac-
tion

Soit f : P¥ — P* un exemple de Lattés de degré d > 2 et F' : C**1 — C*! yn
relevé polynomial de f. On note G la fonction de Green lim,_, | dip log || F7 ||, Qr
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le bassin d’attraction de lorigine de F' et T le courant de Green de f (cf la section
1.1.2). Par définition, on dispose d’un diagramme commutatif :

Aki)Ak

|

]Pk _>]P>k

oll o est une application de passage au quotient par un groupe G d’automorphismes
de A* et D une application affine dilatante. Par la suite, on confondra D et un de
ses relevés D + 7 a C*. On note G le groupe des parties linéaires des éléments de G
(cf la section A.1).

Soit (—H,a™!) le type des fonctions théta normalisées (6y, ..., 0;) qui induisent
lapplication o (cf le théoréme 2.1.8). D’aprés la section précédente, on a 0*O(—1) ~
L(H,«). Notons 6 le morphisme de fibré :

5. LHa) — 01
. {JI,U}(H@) — [Q(ZE),U]_l

Remarquons que la forme hermitienne —H est définie positive, puisque o est a
fibres finies (cf [D], Chap.IV, Cor.3.5). Ainsi, une surface de niveau de la métrique
q (cf la section 2.1.3) est localement biholomorphe a un ouvert de la sphére unité
de C**! (on dira qu’elle est sphérique). En effet : soit {zq, uo}m.a) € {g = ¢}, Uy,
un voisinage de zy dans C* et log une détermination du logarithme en “2 # 0. Si
v = %log(%), I’équation de {q = ¢} s’écrit :

{(z,v) € Uy, x (C,vp), R(v) — H(x,z) =0}

On reconnait alors I’équation d’un ouvert de la sphére unité de C**!, dans sa version
non bornée (cf [R], Chap.2, §3). Remarquons qu’une telle hypersurface est compacte
puisqu’elle est fibrée en cercles au dessus de A*.

Le lemme qui suit est crucial (les notations sont celles de la partie 2.1.3) :

Lemme 2.2.1
1. (HD,OéD) = (dH, Oéd)
2. Pour tout g € G, (H,, o) = (H, ).

DEMONSTRATION : Montrons le premier point. La relation o o D = f o ¢ entraine
D*0*O(—1) = o* f*O(—1). Le lemme 2.1.5 et la relation (2.3) impliquent :

o f*O(=1) ~ *O(-1)®? ~ L(H,a)® ~ L(dH, a%)
D’autre part, le lemme 2.1.10 donne :

D*c*O(—1) ~ D*L(H,a) ~ L(Hp, ap)
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L’unicité du type (cf le lemme 2.1.6) permet de conclure.

Passons au second point. On a d’une part g*c*O(—1) = 0*O(—1) grace a l'iden-
tité 0 o g = 0. On en déduit ¢*L(H,«) ~ L(H,«a) (cf la section 2.1.1). D’autre
part, on a L(H,, o) ~ ¢*L(H, «a) d’aprés le lemme 2.1.10). La conclusion provient
a nouveau de 'unicité du type. L]

La proposition suivante montre que le bord du bassin ()r se désingularise en
une hypersurface sphérique de L(H, «). L’application W désigne le biholomorphisme
entre O(—1)~ et CF*1\ {0} introduit a la section 2.1.2.

Proposition 2.2.2 1] existe un morphisme homogéne D : L(H,«o) — L(H,«) de
degré d et F' un relevé polynomial de f tel que le diagramme suivant commute :

L(H, o)~ = L(H, o)~
2 A L A
CH1\ {0} —— CH1\ {0} ’
\Pk ! \Pk

ot & désigne Uapplication U o 0. Quitte & normaliser la métrique g, on a ¢S = .
On en déduit 6{q = 1} = 00 et I'égalité o*T = —Tdd°H.

DEMONSTRATION : Les lemmes 2.1.5, 2.1.10 et 2.2.1 assurent I'existence des mor-
phismes homogénes de degré d suivants, ol ¢ € C :

D {xau}(H,a) — {DCL’, eﬂH(ﬂﬁz)‘ud}(Hﬂ)
Fo: [Z, U]—l — [F(z), C.Ud]_1

Nous allons montrer qu’il existe ¢ € C* tel que foD = F.of. Cela revient a établir :
JeeC*, Yz eCF, c.Fof=0oD.e Do) (2.6)

L’identité m o0 o D = 7 o F o § détermine une unique fonction holomorphe non
nulle ¢ = ¢(z) vérifiant (2.6) sur C*. Le calcul suivant, ou e, est de type (H,a),
montre que c¢ est une fonction I'-périodique.

—

c(x+7)Foblx+v) = OoD(x+ 7)'ewH(ﬂD(Iﬂ))
6;{(Dm).9 o D(x)_eWH(TvDI)'eiH(T,D’y)
eBL(Dx).c(x).F o O(x).e™H (DY) ﬂ
= eBi(D:E).c(m).F o0z + 7).6%@'@1{(7,1}”

= c¢(z).Fof(x+~)
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La derniére égalité provient de Iidentité (2.5). On en déduit que c(z + ) = c(z),
puisque au moins une des composantes de [’ est non nulle. La fonction ¢ est donc
constante, d’aprés le théoréme de Liouville. On supposera qu’elle vaut 1, quitte a
changer F' en c.F'. On obtient donc le diagramme commutatif suivant :

L(H,«) L(H,«)

0 AF [9 AF

O(—1) a‘ - O(-1) o
\Ilk ! \Pk

Nous allons & présent le modifier pour obtenir celui annoncé. A cet effet, notons
que la section nulle du fibré O(—1) (resp. L(H, «)) est invariante par F (resp. D),
et que le morphisme de fibré 6 envoie la section nulle de L(H, «) sur celle de O(—1).
On peut donc remplacer O(—1) (resp. L(H, «)) par O(—1) (resp. L(H,«)”) dans
le diagramme précédent.

De plus, le calcul suivant :

cH\ {0} X o(-1) L o(-1)- L o\ (o)
2 — [z, 1] — [F(2),1Y.; F(z)

ot W désigne le biholomorphisme entre O(—1) et C**1\ {0} introduit a la partie
2.1.2, montre 'identité ¥ o F o U~! = F. Ainsi, le diagramme suivant commute :

1) O(-1)-
\Pk L \Pk
= s

CF1A {0} CH1A {0}

et permet de construire le diagramme de 1’énoncé.

On montre maintenant que I’on dispose de Iidentité ¢ o D = ¢%, quitte & nor-
maliser la métrique ¢. Notons ¢s pour d.q. L'égalité Hp = dH (cf lemme 2.2.1)
entraine :

q(;OD{.CE,U,} = Se~ S H( Dz+1,Dx+7) ‘6 n[H(Dz,7)—2iSH (Dz,7)] Ud‘
= 4. e—zH(Dz-l—T Da+7) ‘eﬂ'H(T Dz) d|
— e ZIH( (Dx,Dx)+2RH (D, T)+H(T 7)] 67r§RH(Dz T |Ud|

— 5.6—7dH(:c:c)‘e H(TT'|U |
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On vérifie que cette expression est égale a :

qf;l{x, u} = (5.6_%H(z’m).|u|)d

1
lorsque J est égal & (e SH(r, T)) a1

Montrons l'identité e“F°% = q. Smt || . || une norme sur CH1. Puisque A* est une
variété compacte, il existe une constante C' telle que C.q < || & || € C.q. Les identités
qoDP =q¥ et 5 0 DP = FP o & montrent que ’on a :

1
Gpoézpligloo%.logHFpo&H =

pllgl d_ log||aon||— hm d_ log g o D" =logq

Finalement, on déduit de ’expression de 7 et de I’homogénéité de G I'identité :
70
Grof(x) =logd — §H(m,x)

La relation de commutation 7w o § = o o Il entraine alors o*T = —%ddCH . L]

Remarque 2.2.3 L’égalité o*T' = —$dd°H permet de retrouver le caractére défini
positif de la forme hermitienne —H. En effet, —H est positive puisque T est un
courant positif. Si cette forme était dégénérée, T' aurait un potentiel local mazximal
en dehors de I’ensemble algébrique o(Crit o). La mesure de probabilité i = T* serait
alors portée par o(Crit o), ce qui est impossible d’apreés l'inégalité de Chern-Levine-
Nirenberg (cf la proposition 1.1.12).

2.3 Description du bord du bassin d’attraction
On reprend les notations de la section précédente. On note :
C:={{z,ul(ma) @ € Crit(o)}
I’ensemble critique du morphisme de fibré ¢ = U o f et S = 5(C) ses valeurs cri-
tiques. Ainsi, I'application ¢ : L(H,«a)\ C — CF*"1\ S est un revétement fini, et

OQr = 6{q = 1} est sphérique en dehors de S (cf le début de la section 2.2). Cette
partie est destinée a décrire le bord de {2z aux points de S.

Le lemme suivant montre que le bord de Qp s’identifie au quotient de {¢ = 1}
par un groupe fini d’automorphismes de L(H, «a) :
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Lemme 2.3.1 1] existe un groupe fini G d’automorphismes du fibré L(H, «) tel que
Uapplication :

G — G

g — p(9)

qui associe & g 'automorphisme qu’il indust sur AF | soit un isomorphisme de groupes.
De plus, Uaction de G laisse invariant les niveauz de la métrique q, et | ‘application
9 (cf le début de la section 2.2) s’identifie au passage au quotient de L(H, o) par G.

p:

DEMONSTRATION : D’aprés le lemme 2.1.4, il existe un isomorphisme 7 : L(H o) —
0*O(—1) vérifiant § = Gp(_1) o 1. Par définition (cf la section 2.1.1), Go(_1) est
I'application de passage au quotient de 0*O(—1) par le groupe G = {Gor0(-1) :

0*O(—1) — c*O(—1),g € G}. Ainsi, g est Iapplication de passage au quotient de
L(H,a) par le groupe conjugué G := 1~ o G o 7. En particulier, § est invariante
par laction de G. L’égalité eCF ool _ = q (cf la proposition 2.2.2) montre alors que
les surfaces de niveau de ¢ sont invariantes par G.

Dans toute la suite, {z, uo}(m,o) désigne un point de C. Nous allons étudier le
bord de Qp en 2y := d{xo, U0} (s,a)-

Soit G le stabilisateur de 7 et éo, Go, les sous groupes de @, G correspondants
(cf le lemme 2.3.1). Quitte a effectuer un changement de coordonnées linéaire, on
peut supposer que G est un sous groupe de Ui (C). Soit U,, = B(zy, ) une boule
euclidienne T'-petite (i.e. disjointe de ses translatées par les éléments non nuls de T'),
telle que les boules g o II(U,,) soient deux & deux disjointes lorsque g ¢ Go.

Vérifions que I1(U,, ) est invariant par Go. Soit g := g+ € Go, et v, := L'y, (970)
(cf 1a section 2.1.3), de sorte que :

Vt € B(0,v), g(xo+t) = gro+ gt + k = z9 + gt — 7,

On a donc g(Uy,) = Uy, — 7y, car g € Ug(C), et P'ouvert II(U,,) est invariant par
Gy. Puisque U,, est I'-petit, on a aussi :

YVt € B(O, I/) , FUmO (g(ili'o + t)) = FUmO (gxo) =Y (27)

D’apreés le lemme 2.3.1, étudier le bord de Qp en 2y := 6{x0, o} (m,a) Tevient &
étudier le quotient de I’hypersurface {g = 1} au dessus de II(U,,) par le groupe Gj.
On exhibe pour cela des trivialisations dans lesquelles Gy induit I'identité dans les
fibres (on dit qu’elles sont Go-équivariantes).

Lemme 2.3.2 La trivialisation Y, (cf la section 2.1.3) est Glo-équivariante si
et seulement si € est de la forme €y - m, ou € est la fonction :

U — C

€ - —
.TO“‘t —s e wH (zo,t)

et m : t — m(xo+1t) est holomorphe non nulle sur B(0,v) et Go-invariante.



54 Chapitre 2. Description du bassin d’attraction

DEMONSTRATION : Rappelons que ¢(Uzo,e) a pour expression :
ploll(U,,) — In(v,,) x C
V(Usg.e) {z, 0} ey +— <j3, e(z + Ly, (x)).epUzO (@) (x)u)

Afin d’alléger ’écriture, on remplacera ¢y, o par ¢. Cette trivialisation est équi-
variante si et seulement si on a les identités suivantes sur p~* o I1(U,,) :
Vg € Go, o g{wo+t,ulma) = (9(z0 + 1), e(xo + t).u) (2.8)
Fixons g € Gy. Le lemme 2.1.10 donne I'expression de ’automorphisme ¢ du fibré
L(H,«), induit par g = §+ « sur la base : il existe p(g) € C tel que
~ L(H,Oé) - L(H,Oé)
9- {T.ut ey — {g(z), p(g).e”H(“’gm).u}(H,a)

Ainsi, I’équation (2.8) que ’on doit vérifier devient (on confond ’application affine
g avec I'automorphisme qu’elle induit sur A*) :

Yo {g(zo+1), P(Q)-GWH(H"(?(%OH))-U}(HQ) = (9(Zo + 1), e(wo +t).u) (2.9)

La ligne (2.7) fournit v, = I'y, (g9(z0 +t)) = 'y, (g9(z0)). Donc, par définition
de 1, le membre de gauche de (2.9) est égal a :

(9(Zo + 1), e, (0 + Gt — 7,)-€(x0 + Git).p(g).e™ =TT )
La condition nécessaire et suffisante d’équivariance (2.9) s’écrit alors :

E(xo + t)

Vt € B(0,v) , Vg € Gy, = Gt — ~v,).p(g).e™H @ F0) (910
(0,v), Vg € Gy (o 1 71) ey (T0 + Gt —7g)-p(g)-€ (2.10)

Vérifions que 'on a :
Vg € Go , ey, (20 — ¥y)-p(g).e™Hmgm0) — (2.11)

L’identité 6 = f o § (cf le lemme 2.3.1) entraine (avec e, de type (H,a) et 6 de type
(—H,a™"))

0(zo +1t),ul-1 = [0(g(xo+1)), p(g)‘eﬁH(n7§(zoi_t))]_l
— 8o + 5t — ), plg)-cTIETEAD]

= [0(xo + gt), e (x0 + gt).p(g).e™H marotiD]

Comme e_,, (7¢).€,,(xo — 74) = €o(w0) = 1, on évalue en ¢ = 0 pour obtenir (2.11).
Ainsi, le membre de droite de (2.10) se simplifie. Il est égal a :

€, (T0 + Gt — 79)-P(9)-6WH(HL§(10H)) O]
€y (20 — 7g)-p(g).€™HI) e;iH(:g’fj)ﬂgﬂ

™ YgTkKg

7 H (x0—gzo,gt)

—mH(gzo,gt) omH (x0,gt)

—7rH($0,t)

|
SIS N

'eﬂH(.’EQ,gt)
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La derniére égalité provient de linvariance de H par G (cf lemme 2.2.1). Ainsi, la
trivialisation v est équivariante si et seulement si :

e(zg+1t) e TH@Y

VvVt € B(0,v), Vg € Ggy , —— = — 2.12
Ov) Vg€ Gy, T = (212)

Pour conclure, il suffit de remarquer que la fonction ey(zg 4 t) = e ™@0t) verifie

cette équation et que le rapport de deux solutions est une fonction holomorphe non
nulle m : t — m(zo + t) sur B(0,v), invariante par Gj. 0

Désormais, nous travaillons avec la trivialisation équivariante 1) donnée par ¢, et
la métrique ¢ donnée par la proposition 2.2.2. Le calcul suivant :

q (xo +t,e0(xo + t)_l.v) = 5.6_%H(w°+t’z°+t).e”%H(zo’t)|U\ = 5.e_gH(z°’w°).e_gH(t’t)|U\

montre que, quitte a identifier II(U,,) avec U,,, et effectuer une translation de vec-
teur xo, 'ensemble {q = 1} au dessus de II(U,,) s’écrit dans la trivialisation  :

{(t,v) € B(0,v) x (C,vy), dg.e”21EY |v] =1}

N _ . , .
ol g := 0.e” TH@0w0) o 4 = ug-€o(zo). Puisque dans ces coordonnées, 'action de

G, s'identifie & celle de G, sur B(0,v) (cfle lemme 2.3.2), le bord de Q2 au voisinage
de zy s’écrit :

O = {(f,v) € B(0,v)/Go x (C,vp), 6g.e2HED || =1}

ou ¢ désigne I'image de ¢ dans B(0,v)/G.

Il s’agit maintenant de paramétrer ce quotient. Remarquons pour cela que la
singularité B(0,v)/ Gy est lisse. En effet, celle-ci est isomorphe a I(U,,)/Go, qui est
un ouvert du quotient lisse A¥/G ~ P*. Ainsi, d’aprés le lemme A.1.2, il existe des
polynémes homogénes (P, ..., Py,) invariants par Gy et algébriquement indépendants,
ainsi qu’un voisinage de l'origine V), tels que I'application :

B(0,v)/Gy — Vi

o t — yZ(Pl,--->Pk)(£)

soit un biholomorphisme. L’équation de dQr en zy = 6{x, uo} devient :

1

00r = {(y,v) € Vy x (C,vp), dp.e” 3HE@ @27 |y = 1}

Notons que 'on a |dg.vg| = 1. Soit log une détermination du logarithme au voisinage
de 6y.vo. En posant w := 2 (log(dy.v) — log(dp.vo)), on obtient :

00 = {(y,w) € Vo x (C,0), R(w) — H(® (y), @' (y)) = 0}

qui est ’expression annoncée. On a ainsi complétement décrit le bord de Q.
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2.4 Un exemple de singularité

Nous donnons ici, a titre d’exemple, une équation de la singularité du bord de Qg
en 29 = 6{0, up}, pour la situation de Lattés U (cf partie A.2.3). Le tore A? est alors
égal au produit A x A, et le groupe G est d’ordre 8, constitué des automorphismes :

+1 0 0 =1
( 0 =41 ) ( +1 0 )
D’aprés le théoréme 3.13 de [F|, une base de C[X,Y]“ consiste en la donnée de
deux polynémes homogénes (P, ()) dont la jacobienne n’est pas identiquement nulle,
et tels que le produit de leur degré soit égal au cardinal du groupe G. Puisque les
polynomes P(X,Y) = X?+Y?%et Q(X,Y) = X2Y? vérifient ces conditions, on peut
prendre pour ® 'application :

(C%,0)/G — (C2,0)

POXY) = (= X21Y2 0, = X2Y?)

Il est facile de trouver I'inverse de ®. En effet, les relations coefficients-racines
d’un polynéme du second degré fournissent :

X2y e {mi 9%—492}

2

D’autre part, on vérifie que la forme H est un multiple de la forme standard, car
elle est invariante par G (cf lemme 2.2.1).
Une équation du bord de Q2 en zy s’écrit donc :

0, + /02 — 40, | + |6, — /62 — 46,

0N p = {(9,"0) € (C?,0) x (C,0), +

- %(v)}



Annexe A

Exemples de Lattés en dimension 2

A.1 Etude de I’espace analytique A*/G

Soit A* un tore complexe de dimension k et G un groupe fini d’automorphismes
de A¥. On munit A*/G de la topologie quotient et de sa structure naturelle d’espace
analytique (si o : A* — A*/G désigne la projection, les fonctions holomorphes au
voisinage de y = o(z) sont les fonctions holomorphes au voisinage de x, invariantes
par le stabilisateur de ). L’objet ce paragraphe est de rappeler deux conditions
nécessaires et suffisantes sur ces stabilisateurs pour que le quotient A*/G soit lisse.

Rappelons tout d’abord qu’un endomorphisme holomorphe de A* = C*/T" pro-
vient d’une application linéaire affine ([D], Chap.1, Th.2.3). En particulier, pour
tout g € G, il existe § € GL;(C) laissant le réseau I' invariant et x € C*, tel que le
diagramme

Ck—>C*

n| |n

Ak_g>Ak

commute, ot II désigne la projection C¥ — C¥/T". Notons que 'application § est
uniquement déterminé, alors que k est unique & un élément du réseau I' preés.

Soit x € A* et G, son stabilisateur sous 'action de G. Soit U, un voisinage de z,
invariant par G, et disjoint des translatés h.U, pour h ¢ G, de sorte que le quotient
A*/G en y = o(z) soit modelé sur U,/G,. Puisque G est constitué d’applications
affines, I’étude de ce quotient se rameéne a celle de ((Ck, 0) /K, ou K désigne le groupe
fini des parties linéaires de G,.

Cartan [C| a montré que (C*,0) /K (ou encore 'ensemble des germes des fonc-
tions holomorphes nulles en origine et invariantes par K) s’identifie & un germe
d’ensemble algébrique dans un espace C™. La démonstration repose sur le théoréme
suivant (cf 'article |F]) :

57
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Théoréme A.1.1 (Hilbert) L’algebre C[X,, ..., Xi|¥ des polyndémes invariants par
K est engendré par un nombre fini de polynémes homogénes.

Fixons des polynomes homogénes (P, ..., P,,) formant un systéme générateur de
C[Xy, ..., X)¥. Puisqu’ils sont invariants par K, I’application suivante est bien dé-
finie :

CkZK — ) V )
t — (P(t), ..., Pu(t)

ot  désigne la classe de t € C* modulo K, et V le sous ensemble algébrique de C™
donné par les zéros de I’idéal :

{Q eC[Y1,....Yn], Q(P,...,P,) =0}

Cartan montre que I’application ® est un homéomorphisme, et qu’il confére 4 C*/ K
la structure d’espace analytique attendue (cf |C|, Th.3) : pour tout ¢ € CF, ® établit
un isomorphisme entre le germe des fonctions holomorphes en ¢, invariante par le
stabilisateur de ce point, et le germe des fonctions holomorphes sur V en ®(f) (par
définition, ce sont les restrictions & V' des fonctions holomorphes ambiantes).

(O3

Intéressons nous a présent aux groupes linéaires finis K tels que le germe :
(V,0) == (C*,0)/K

soit analytiquement isomorphe & (C*,0). Puisque K est fini, (V,0) est lisse en 0 si
et seulement si dimg V' = k. On sait par ailleurs que dimg V' = dime mg/m2, ot my
désigne I'idéal maximal des fonctions holomorphes sur un voisinage de 1’origine de V,
nulle en ce point (cf [GR], Chap.6). D’aprés le théoréme 2 de I’article de Cartan [C],
cet idéal coincide avec celui des fonctions holomorphes en les polynémes (P, ..., P,,),
sans terme constant.

Le lemme suivant précise que la dimension de my/m? est égale au cardinal mini-
mal d’un systéme générateur de C[X1, ..., X;|¥.

Lemme A.1.2 ([PV], Prop.4.11) Soit (P, ..., Py,) des polyndmes homogénes for-
mant un systéeme générateur minimal de C[Xy, ..., Xi|%. Alors dim¢c my/m2 = m

DEMONSTRATION : On note (]51, ..., P,) les classes de (P, ..., P,,) modulo m2. Vé-
rifions qu’elles engendrent I’espace vectoriel my/m2. Soit ¢ € my/m? de représentant
¢ € my. Comme ¢ est invariante par K, il existe une fonction f holomorphe au voisi-
nage de 0 tel que ¢ = f(P, ..., Py) (cf|C], Th.2). Si (y1, ..., Ym) — (@191 + ...+ WnYm)
désigne la partie linéaire de f en 0, alors on a (;5 = a1 P +...+anP,. Ainsi, la famille
de polynomes (P, ..., P,,) engendre mg/m?.

Il reste & montrer que (Pl, - Pm) est libre. Supposons pour cela que a; P, + ... +
(P, s0it nul dans mg/m2. On a alors :

P+ 4 am P = bay,. 0, P DT (A1)

;>0
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avec ba, .. o, =0 dés que a; + ... + a,, < 1 (le terme de droite est dans m3).

Quitte a réindexer, la suite des degrés des polyndémes homogénes P, est croissante.
Supposons que I'un des a; soit non nul et notons k := max{i, a; # 0}. En comparant
les degrés dans (A.1), on obtient b, ,, = 0 dés que a; > 1, pour j > k (P/*...P%m
est homogene, et les P; sont de degré au moins 1). Autrement dit, si by, 4, 7 0,
on a ay =...= a, = 0. Ainsi (A.1) s’écrit :

a O —1
CL1P1 + ...+ akPk = E b0417~~704k_170~,0P1 1"‘Pk:—1 .

;>0

Le polynéme P, s’exprime alors comme polynome en les Py, ...P;_1, ce qui contredit

la minimalité du systéme Py, --- , P,,. Cela montre que (P, -, P,) est libre dans
mg/m3. [

Cette proposition montre, d’aprés ce qui précéde, que (CF,0)/K est lisse si et
seulement si 1'algébre C[X1, ..., X;]® peut étre engendrée par k polynomes homo-
génes, nécessairement algébriquement indépendants (cf [F| Th.1.2). Ce résultat nous
suffit pour décrire les singularités du bord du bassin d’attraction de I'origine des re-
levés polynomiaux des exemples de Lattés (cf la fin de la section 2.3).

Remarquons toutefois les faits suivants. En dimension 1, la condition précédente
est toujours vérifiée : en effet, K est alors un groupe de racines |K|-iéme de 1'unité
et le polynome X %! forme une base de C[X]¥. Le quotient (C,0)/K est donc lisse.
En dimension supérieure, ce n’est pas toujours le cas. Shephard et Todd [ST] ont
caractérisé géométriquement les groupes K vérifiant cette condition. Commencons
par une définition :

Définition A.1.3 Un élément g # Id de GLy(C) est une réflexion si il est d’ordre
fini et fize point par point un hyperplan de C*. On dit qu’un groupe est de réflexion
st 1l est engendré par des réflexions.

Le théoréme est le suivant :

Théoréme A.1.4 (Shephard-Todd, [ST] Th.5.1) L’algébre C[Xy, ..., X3 est
engendrée par k polyndémes homogeénes algébriquement indépendants si et seulement
st le groupe K est un groupe de réflexion.

Les propriétés précédentes se résument alors en la proposition :

Proposition A.1.5 (Shephard-Todd [ST|, Prill [Pr]) Soit K un sous-groupe
fini de GL(C). Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le germe d’ensemble analytique (CF 0)/K est lisse.

2. L’algebre C[ X1, ..., Xi|¥ est engendré k polynomes homogénes algébriquement
indépendants.

3. Le groupe K est un groupe de réflexion.
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A.2 Les couples (A% G) tels que A?/G = P?

A.2.1 Rappel en dimension 1

Soit A, le tore C/L(w), ou L(w) désigne le réseau Z + wZ, avec Sw > 0, et
G un groupe fini d’automorphismes de A,. Les résultats de la section précédente
montrent que le quotient A, /G est encore une surface de Riemann (le stabilisateur
d’un point x de A, sous 'action de G est un groupe linéaire fini). De plus, la formule
de Riemann-Hurwitz (cf [Mi], Chap.II1.3) montre que le genre de ce quotient est nul,
dés que le groupe G n’est pas réduit & un groupe de translation. On vérifie alors,
quitte a quotienter G par son sous-groupe normal des translations 7" (on remplace
alors A, par le tore A,/T), que la liste des couples (A,, G) tels que le quotient
A, /G est isomorphe a P! est la suivante (on note p = e3) :

- (AuM {17 _1})

B (Az ) {17 i, —1, _Z})

~ (A, {1,0%p"})

~ (A, {L,p,0% 0%, 0% 0°})

Pour vérifier que les quotients correspondants sont isomorphes a P!, on peut
par exemple exhiber une application holomorphe surjective o : Al — P! dont les
fibres sont exactement données par I’action du groupe G. En effet, on dispose du
fait élémentaire suivant :

Lemme A.2.1 Soit 0 : A¥ — P* une application holomorphe surjective dont les
fibres sont données par Uaction du groupe G. Alors A*/G est isomorphe & P*.

DEMONSTRATION : Soit p : A¥ — A*/G la projection holomorphe sur le quotient.
Puisque o prend la méme valeur sur une orbite de G, il existe une application ho-
lomorphe surjective y : A¥/G — P* telle que 0 = y o p. Si x n’était pas injective,
deux orbites distinctes sous I'action de GG aurait méme image par o, ce qui est exclu
par hypothése. O

Pour le premier couple, une telle application est donnée par la fonction de Weiers-
trass g, associée au réseau L(w) (elle est paire et d’ordre 2). Pour les autre couples,
on peut prendre respectivement les fonctions @7, 0, et p;f.

A.2.2 La classification en dimension 2

La classification des couples (A%, G), ot A? est un tore complexe de dimension 2
et G est un groupe fini d’automorphismes de A2, et tels que le quotient A%/G soit
isomorphe & P2, est diie & Kaneko, Tokunaga, Yoshida ([KTY], 1982). Ces couples
sont les suivants :

- U= (A, x A,,G(2,1,2))

- U; = (A, xA4;,G4,1,2))

~Up=(A,xA4,,G3,1,2))
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U,=(4,xA4,, G6,1,2))
Q= (A x A, (G(4,2,2), 11(})))

SO = (A, x Ay, S3)

Par définition, G(m, p,2) (ou m > 2 et p divise m) désigne le groupe de réflexion
irréductible (cf la définition A.1.3) engendré par :

0 1 0 em o
1 0 e 0 1

(cf Particle de Shephard et Todd [ST| pour la classification des groupes de réflexion
finis et irréductibles). On a noté (G(4,2,2), 12 (1)) le groupe engendré par G(4, 4, 2)
et la translation de vecteur (]), et Sy la représentation linéaire du groupe de

2
permutation S3 suivante :

o) (o) (o) (A2 (00 (5 4)

Remarque A.2.2 Le couple C' est présenté sous la forme suivante dans [KTY] :

A? =C*/T, ouT = L(w) G) + L(w) (’):) ,et G=G(3,3,2)

On vérifie que les deux présentations sont équivalentes, en utilisant le changement

de coordonnées :
( x’ ) ) ( p p2 ) ( T )
y, \/g 1 Yy

Dans les sections suivantes, nous vérifions que ces quotients sont isomorphes a
P2, en construisant une application de passage au quotient explicite (cf le lemme
A.2.1). Nous donnons aussi les valeurs critiques de ces applications.

A.2.3 Les couples U,U,,U;, U,

La notation “U” est employée en référence a Ueda. En effet, celui-ci utilisa I’ap-
plication n (définie plus bas) afin de construire des endomorphismes holomorphes
de P? qui sont des “produits” d’une méme fraction rationnelle. Certaines propriétés
de cette fraction passent alors a ’endomorphisme en dimension 2 (cf [FS2], §4).

Construction des passages au quotient
On traite le couple U, les autres se traitent a I'identique. Soit G(2,1,2), le sous
groupe distingué d’indice 2 de G(2, 1,2) engendré par les matrices :

(1) (6 5)
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En utilisant application oy := @, X @, (cf partie A.2.1), on a :
A, x A,/G(2,1,2) ~ Pt x P!

Il reste & exprimer le passage au quotient par I’involution :

01
(Vo)
Considérons pour cela un plongement ¢ de P! en une quadrique de P2. L’application
n qui aux points (m,m’) de P! x P! associe la droite de P? passant par ¢(m), ¢(m/’)
est exactement invariante par permutation des coordonnées (d’aprés le théoréme de
Bezout, une droite coupe une quadrique en exactement deux points, avec multipli-
cité). Le lemme A.2.1 appliqué a oy := 1o 0y montre alors que le quotient A, x A,
par G(2,1,2) est isomorphe a P2
Par exemple, si ¢ désigne le plongement de P! sur la quadrique Z2? = XY :

é: Pt — P2
Loyl e P -y
alors I'application n a pour expression :
P! x P! — P?

- [z:yl,[2,y] — [x2':yy :xy + ya

et I’application oy = 1o gy s’écrit :

A, x A, — P2

oy - (z21,22) +— [pu(z1).00(22) : 1: pu(21) + pu(22)]

Les valeurs critiques de oy := 7o 0
L’application 7 a pour valeurs critiques I’ensemble {Z? = 4XY} (c’est la courbe
duale de ¢(P') (cf |GH| Chap.2, §4). Les images par n des valeurs critiques de oy
sont les 4 droites :

nooo{(r,0)} = {2 =0}
nooo{(x,a)} = {X +a?*Y —aZ =0}

£, 5%} et o := p,(a) (on obtient seulement 3 droites pour les couples

A.2.4 Le couple C = (A, x A,,S3)

Construction du passage au quotient
Nous allons exhiber une application o : A, x A, — P? dont les fibres sont données
par I'action de S3. Considérons a cet effet un plongement ¢ de A, en une cubique
de P2. L’application ¢ qui aux points (m,m’) de A, x A, associe la droite passant
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par ¢(m) et ¢(m’) répond au probléme. En effet, elle consiste a identifier les couples
non ordonnés de points pris parmi {m,m’, —m —m'} (toute droite de P? coupe une
cubique en 3 points dont la somme est nulle (cf [Lg|)). Il est clair que ’ensemble de
ces couples forment 'orbite de (m,m’) sous 'action du groupe Ss.

Afin d’expliciter o, choisissons pour ¢ le plongement suivant :

d(x) = [Bo(x) = boo(x)07(x) : ©1(x) = O10(2)001 (2)011 () : Oz(x) = b5y ()]

La fonction 60, pour j, k € {0, 1}, désigne la fonction théta de Riemann définie par
(cf |D] Chap.II, §2) :

C — C

O N ZmeZ em(w(m+%)2+2(m+%)(z+§))

Elle vérifie pour tous entiers p et ¢ :

Oin(z + pw + q) = ™ (FpEpletvhai) g () (A.2)

et son diviseur est égal a [Z+.w + &), L’application o s’écrit alors :

o(x,y) = [02(y)01(x) — O2(2)O1(y) : O2(x)O0(y) — O2(y)Oo()
1 ©9(2)O1(y) — O1(2)O(y)]

Les valeurs critiques de o
Cet ensemble est le dual de la cubique ¢(A,).;C’est une courbe de degré 6 (cf [GH]
Chap.2, §4).

A.2.5 Le couple Q = (Ai x A;, (G(4,2,2), %G)»

Construction du passage au quotient
Le groupe G = (G(4,2,2), %(1» est constitué des 32 éléments suivants, ot § €

1
{0,1} :
+1 0 L 0 =1 L
(3 a)i(a) (47)(
+i 0 L 0 =i i
(5 8)() (5%) e (

Observons que le groupe G(2, 1, 2) de la situation de Latteés U (cf la section A.2.3)
est un sous-groupe distingué de GG. Nous pouvons donc décomposer le passage au
quotient en :

Ai X AZ ﬂ) AZ X AZ/G(2,1,2) i>]P)2

]P>2
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ol h désigne le passage au quotient de P2 par le groupe a 4 éléments H := G/G(2,1,2).
Les éléments de H ont pour représentants (modulo G(2,1,2)) :

144(1 . , 14+4(1
Id, Id + 5 (1),Z.Id,Z.Id+ 5 (1)

Nous allons vérifier qu’une expression de ’application h est donnée par :

WX :Y:Z) = [(X +a®Y)*: (X +a?Y)? —a?Z%: (X —a%Y)?]

ol o := pz(%) Pour cela, il suffit de s’assurer que la composée o := h o oy (qui
est d’ordre 32) est invariante par i.Id et par la translation de vecteur %G) (cf le
lemme A.2.1).

Afin de montrer cette invariance, nous allons exprimer o & I'aide de fonctions
théta de Riemann. A la section A.2.3, nous avions écrit oy a l’aide de la fonction
©;. Vérifions donc qu’il existe ¢ € C tel que :

i = 0.980.91_12

Les carrés des deux fonctions théta 6y, et 61 sont des fonctions théta de méme type

(cf (A.2)). Leur rapport forme donc une fonction méromorphe sur A;. Cette fonction

est proportionnelle & p;, car elle a le méme diviseur que g; (i.e. 2[+F*] — 2[0]).
L’application oy (cf la section A.2.3) s’écrit donc :

ou(x,y) = [¢*.050(2)-050 (y) : 0, (2).6% () = .00 (x).0% () + .05 (y).6% (v)]

On en déduit I'expression de I'application ¢ = oy o h :
o (@) = (85 (2)-Bo(y) + .62 (2).63 (4))" : (.65 (x) — .04 (2)).

(.08 (y) — 204 (y)) : (.03 (2).03(y) — o203 (2).03 (y))°]

Montrons que o est invariante par :.Id. Comme les fonctions théta ij(zx) et
67;(x) pour j = 0,1 ont méme diviseur (cf la partie A.2.4), il existe des fonctions
théta non nulles ¢; telles que :

02, (i.x) = p,(x) 02,(x)

Notons que 'identité p;(iz) = —p;(x) entraine ¢y = —p1. Ainsi, lorsque 'on pré-
compose l'application o par i.Id, chacune de ses coordonnées est multipliée par

(¢1(2).01(y))?. L’application o est donc invariante par i.Id.

O 19 . . i1 L, . .
Passons a I'invariance par la translation = (1) Comme précédemment, il existe

2
des fonctions théta non nulles v; telles que :

1+ I+1

e+ —1) = wo(w).6% (2) et O3 ( + —) = vy (2).c.60(2)
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D’autre part, la fonction ¢o.17 " (z) = p(z).0(x + 1£*) est constante (elle est holo-
morphe sur A;) égale & —a? (on évalue en %) Ainsi, lorsque ’on compose o par la
14

translation (1), les coordonnées de o sont multipliées par (.1 (z).¢ (y))°.

En conclusion, 'application 0 = ho oy est d’ordre 32 et invariante par le groupe
G. Le quotient A?/G est donc isomorphe a P? (cf lemme A.2.1).

Les valeurs critiques de la projection o
On vérifie que les valeurs critiques de ’application o sont les 6 droites suivantes :

o{(z, 1)} = {v =0} o{(2,0)} = (X = 2}
oo+ ) = {X =0}  of(z.2)} ={V =2}
o{(wic+ )} = {2 =0} of(ziz)} = {X =)

On consultera [KTY] pour plus de détails.

A.3 Exemples de Lattés et endomorphismes criti-
quement finis
L’objet de ce paragraphe est de déterminer si certains endomorphismes critique-

ment finis, diis & Ueda et & Fornaess-Sibony, sont des exemples de Lattés. Commen-
cons par une définition :

Définition A.3.1 Soit f un endomorphisme holomorphe de P* et C; son ensemble
critique. On désigne par PC(f) Uorbite du lieu critique de f :

PC(f) = rcy)

n>1
Si cet ensemble est algébrique, f est dite critiquement finie.

Notons que ces applications sont étudiées en dimension 2 dans |Jon|. Un exemple
de Lattés est une application critiquement finie :

Lemme A.3.2 Soit f un exemple de Lattés de P* vérifiant o o D = f o 0. Alors
PC(f) est contenu dans ’ensemble algébrique des valeurs critiques de o.

DEMONSTRATION : Pour tout n, on a 0 0o D" = f"oo. Six € Cf, f" o 0 branche
aux points de o~ '{z}. Puisque D™ est un revétement, o branche aux points de
D" (o7 {x}) et f"(z) est une valeur critique de o. O
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A.3.1 Quelques exemples de Lattés

Nous montrons dans ce paragraphe que les applications étudiées par Ueda (cf
[U1], [U3]) sont des exemples de Lattés.

Proposition A.3.3 Les endomorphismes critiquement finis suivants sont des exemples
de Lattes :
P? — P?
fii [xiy:2] — [(—e4+y+2)?:(z—y+2)?: (x+y—2)?
fo: [x:iy:2] — [(x—y+2)*:(—z+y+2)?: (x+y—2)7
fa: [ziy:z2] — [(z+y—2)%:(—z+y+2)?: (x—y+2)?

1ls sont semi-conjugués par la situation de Lattés () aux dilatations :

Dl:\/§<64 %)7D2=ﬂ< ),D3=\/§<¢ )
0 e4 =

DEMONSTRATION : Nous allons dans chaque cas vérifier la relation de commutation
oo D; = f;o0, ou o est Papplication définie a la partie A.2.5 :

o(x,y) = [(2.68(2)-93(y) + 2.6}, (). (1)) : (.655(x) — 0?0}, (). ,
(¢.600(y) — a.011(y)) : (600 (x)-050 (y) — .67 ()61, ()]

Nous aurons besoin des relations suivantes (les vérifications sont rejetées a la fin de
la section) :

S-Sl

SILS-
N

Lemme A.3.4 Soit p la fonction de Weierstrass associée au réseau Z + 1.7. On a
les identités suivantes, ot o = p(1/2) :

1 9oPutie = —35- (95 — @)

2. (9r — 9y)* 0oty 92—y = (Pu-py + a2)2

3. (92 — 94)° (Quty + 92-y) = 2. (02 + 0y) (92905 — @°)

Cas de I’endomorphisme f; :

Le diviseur des fonctions théta c.03,((1+1i).z) et ¢*.05(x) — .0 (x) vaut 2[1]
(cf la section A.2.4). Celui de 6% ((1 + i)x) et c.02,(x).0%,(z) vaut 2[0] + 2[**
existe donc des fonctions théta non nulle ¢; telles que :

CO(L+1).2) = oole). (b (x) — a8}, ()
B (L+0)r) = (). ()6 ()

En divisant ces deux expressions, le lemme A.3.4-(1) donne ¢y = —3.¢;. La premiére
coordonnées (signe -) et la derniére coordonnée (signe +) de o o D; s’écrivent alors :

(~101(@) 1) { (2 0o ) — 02 011 (2)) (20 () — 02 011 (y))

+
— o

402202 (x).02,(2).02 (1) .0 (y )}2
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et coincident avec (—i.apl(x).gpl(y)f (09%(03—071))?, ol 0, est la k-iéme coordonnée
de 0. La deuxiéme coordonnée de o o D; est égale a :

(41 (@) 011)” . { (08(2) = 0204, (2))? + 402 (c.030(2).03 ())*}
{(2080(y) — 0201, (9))* + 4.0 (c.BR() 63 ()} =

(L or@) o) ((x) + 02 8 (). ( Bly) + 02 8, 0) )
et coincide avec (—i.cpl(x).gol(y)f (o1 — 09 + 03)%

Cas de ’endomorphisme f; :
En divisant chaque coordonnées de o par 01, (z).0},(y), o s’écrit :

o(,y) = [(pa-y + ) : (97 — ®) (9] — &) = (pr-0y — &°)?]

D’aprés le lemme A.3.4-(2), les premiéres et derniéres coordonnées de o o Dy, mul-
tipliées par (p(x) — p(y))?*, s’écrivent

4 2\2 2\ 2 2 2\ 2

(@:c - @y> (@m—i—y@x—y T« ) = ((@m@y + ) +a. (@m - @y) )

et coincident avec (0, & (o3 — 03))°. Pour la deuxiéme coordonnée, on utilise le
lemme A.3.4-(2),(3) :
Pz — @y) (Poty — @) (Pa—y — @). (@m+y + @) (po-y +a) =
2
Pz — y) <(@z+y Pz—y +O~’2) —a’ (px-l—y T P y) ) =

2
00y + 02)% 4 02 (p, — 9,)2)° — 402 (9, + 0,)° (9r-py — %)% =

(
(9a-0y = )7 = a2(ps + 9,)°)" = (03 + (02 — 01))?

(
(
(
(

Cas de ’endomorphisme f3 :
La vérification se déduit de I’expression de f5 et de I'identité :

p(i(r —y)) = —p(r —y)

Les premiére et derniére coordonnées de o o D3 sont permutées, et la deuxiéme reste
inchangée. 0

DEMONSTRATION DU LEMME A.3.4 :
Toutes ces identités s’obtiennent a l’aide des relations classiques :

2
O, =40, (07 =A%), Piw=—P0 s 9a=a

et de la formule d’addition de Weierstrass :

1
(92 = 90) Prry = 3 (02 = 0" = (92 + 90) (02 — )’
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La premiére identité découle des deux expressions suivantes :

Ou-Patic- (0o — 9iz)” = 02-(1/1) (0], — 0ha)? — 02-(02 + 0i2) (92 — 0iz)
= 0o (1 —0)2/4).0,7 = =2i.0,%.(p? — a?)

et ©r-Puriv-(Pr — Piz)? = Pu-Qrric-d.O2.

La deuxiéme se déduit du calcul suivant :
Or — 9y)2-0ary- (02 — 0y)2 92—y = (02 — 9y)* - Prty- (P2 — O—y)? Pa—y =
1 2 2 1 2 2
ol — 0% — (9o + 0y) (00 — 9y)%) (3(0, — 9L,)* = (92 + 9—y) (P — 9—y)?) =
2 2
L2+ 0,7 = (pe + 0y) (02 — 09)?) — (3.0,-00,) =
02 (92 — %) + 0. (92 — %) — (9o + 9y) (92 — 9y)?) =490y (92 —02) (P2 —0?) =
2
S —a”pp + 98 — a?.py — (9a + 9y) (97 — 2020y + 7)) o
—4p,.0y- (07 — ) (g — ) =
2

(90 (92— 02) + 0. (92 — 02))" — 4,0y (02 — a*)(p2 — a?) =

(92-(92 — 02) — (92 — 0*) = (90 — 9,)" (90 + 0?)?

La derniére identité provient de :

(1@:0 - py)2' (@x—i—y + pz—y) = (P2 — py)2'@z+y + (2 — p—y)z'px—y =

100 = 04)? = (02 +9y) (0 — 9,)° + 3(0) — 01,)° = (2 + 9-y) (02 — 9-y)° =

2. (1.(¢2 4 975 = (92 + 9)-(90 — 94)%) =

2. (pe-(92 — %) + 9,0 — %) = (92 + 0,) (9 — 0y)?)

Cette expression, que l'on retrouve a la 4iéme ligne du calcul précédent, est égale a :
2. (@r(@f/ - a2) + @y(@i - az))2 =2. (pz + @y) (@r‘@y - a2)' O

Remarque A.3.5 Des calculs analogues sont menés dans [Ul| pour ’endomor-
phisme f;. Notre apport est de traiter les endomorphismes f5, f3 et d’utiliser |[KTY]
afin de montrer que fi, f5 et f3 sont des exemples de Lattés.

A.3.2 L’exemple de Fornaess-Sibony

Nous montrons, en utilisant la classification des couples (A2, G) tels que A?/G ~
P2, que I’endomorphisme critiquement fini étudié par Fornaess-Sibony [FS1], n’est
pas un exemple de Lattes.

Proposition A.3.6 L’endomorphisme critiquement fini :

_ P? — P?
I° iy = [(@—29)2: (x—22)?: 2]

n’est pas un exemple de Lattés.
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DEMONSTRATION : Regardons la dynamique de I’ensemble critique de g, dont les
composantes sont {X = 0}, {2Y = X} {27 = X} :

{X=0}——{Z7=0}—{Y =2} —{X =Y}

| =

{2y = X} (X =7}

7

(2Z =X} ——{Y =0}

Remarquons que l'orbite post-critique PC(f) (cf la définition A.3.1) contient 6
droites. On en déduit, d’aprés le lemme A.3.2, que si ’endomorphisme ¢ est un
exemple de Lattés, alors il est nécessairement associé au couple () de la classifica-
tion de [KTY] (ce couple est le seul dont ’ensemble des valeurs critiques du passage
au quotient correspondant contient au moins 6 droites). Supposons a présent qu’il
existe un diagramme commutatif :

P2 ——— P2

ol o désigne I'application de passage au quotient de la section A.2.5, et cherchons
une contradiction.

Soient £ := {(z,z + &)} et F = {(z,iz + F*)}. Ces ensembles sont dans
I’ensemble critique de 0. En effet, on vérifie que le stabilisateur d’un point générique
de E (resp. F') est égal a :

0 1 =3 0 —i o
() () m (22
2 2
De plus, on a d’aprés la section A.2.5 :
o(E)={X =0} et o(F)={Z=0} (A.3)
Si g était un exemple de Lattés, alors le diviseur D(FE) serait contenu dans
G.F = {h(F),h € G}. En effet, d’aprés la dynamique de I’ensemble critique de ¢
et (A.3),ona:

VeeE, ocoD(z)=goo(x)€goo(E)={Z=0}=0(F)

Puisque les ensembles analytiques E et F' sont irréductibles, D(FE) est aussi irré-
ductible et | J, . M(F') est la décomposition de G.F en ensembles irréductibles. Par
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conséquent, il existe h € G vérifiant D(FE) = h(F) et tel que :

E D )

(X =0}~ {z=0}

Comme le stabilisateur d’un point générique de h(F") est d’ordre 2 (les stabilisateurs
des points de F' et h(F') sont conjugués), on obtient une contradiction lorsque ’on
compare les multiplicités dans ce diagramme au voisinage de F. D’une part, goo est
génériquement d’ordre strictement supérieur a 2 car le stabilisateur de E est d’ordre
2 et {X = 0} est dans I’ensemble critique de g. D’autre part oo D est génériquement
d’ordre 2, puisque D ne branche pas. Ainsi, g n’est pas un exemple de Lattés. [
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