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Résumé

Let f be a dominant meromorphic self-map of a compact Kdhler manifold
X and p be an ergodic invariant measure with positive Lyapounov exponents.
Suppose also that the quasiplurisubharmonic functions are p-integrable. We
prove that u is absolutely continuous with respect to the volume measure if p
satisfies the Pesin’s formula.
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1 Introduction

Soient X une variété compacte riemannienne de dimension %, f un difféomor-
phisme de X et p une mesure de probabilité invariante et ergodique. L’entropie
h,(f) et les exposants de Lyapounov (Aq,...,\;) de p sont reliés par I'inégalité de

Margulis-Ruelle [Rul] :
ha(f) <D A

Ai>0

De nombreux travaux s’intéressent aux mesures satisfaisant 1’égalité, appelée for-
mule de Pesin. Pesin a montré dans [P2| que cette formule est satisfaite lorsque p
est absolument continue par rapport a la mesure volume sur X (cf. aussi I’article de
Mafié [Ma|). Ledrappier et Strelcyn [LS| ont ensuite généralisé ce résultat : I'égalité
a encore lieu lorsque p est absolument continue par rapport au feuilletage instable,
i.e. lorsque les mesures conditionnelles de u le long des variétés instables possédent
une densité. Cette condition est en fait nécessaire, comme I’ont démontré Ledrappier
et Young [LY] (cf. aussi [L3]).

L’inégalité de Margulis-Ruelle reste valable lorsque f n’est plus inversible. Dans
ce contexte, Ledrappier a étudié le cas des transformations de I'intervalle [L1] et celui
des fractions rationnelles sur P! [L2] : ici encore, la formule de Pesin est satisfaite
si et seulement si p est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue.
Plus récemment, Qian et Zhu |QZ| ont étendu ce résultat au cas d’endomorphismes



de classe C? dont le logarithme du jacobien est u-intégrable. Cet article concerne les
applications méromorphes, nous obtenons la généralisation suivante du théoréme de
Ledrappier [L2] :

Théoréme 1.1 Soient X wune variété compacte complexe de dimension k muni
d’une forme de Kdhler w. Soient f : X — X wune application méromorphe, 1 une
mesure f-invariante ergodique qui intégre les fonctions quasi-plurisousharmoniques
et dont les exposants (\1,...,\p) sont strictement positifs. Si Uégalité h,(f) =
22?:1 Aj est satisfaite, alors j1 est absolument continue par rapport & la mesure
volume sur X.

Nous présentons a la section 2.2 une famille de systémes (X, f, ) vérifiant les
hypothéses de 1'énoncé. Elle contient en particulier les systémes (P*, f, i), out f est
un endomorphisme holomorphe de P* de degré algébrique d > 2 et p la mesure
d’équilibre de f (cf. Particle de Sibony [S] pour une étude de la dynamique de ces
applications). La définition des fonctions quasi-plurisousharmoniques (gpsh) est rap-
pelée a la section 2.1. Leur intégrabilité entraine I’existence des exposants de p ainsi
que l'intégrabilité des fonctions du type logdist (., J) ou J est un sous-ensemble
analytique de X. Cette propriété découle du fait que X est kdhlérienne (cf. section
2.1). Notons aussi que le facteur 2 dans la formule de I’énoncé provient du caractére
complexe des exposants de fi.

Dans le cas particulier des systémes (P*. f, 1), 'entropie de p est égale a klogd
et ses exposants sont minorés par log v/d [BD1]. Le théoréme 1.1 montre donc que
est absolument continue lorsque ses exposants sont minimaux. Au vu des résultats
de [BDu| (théoréme 1) et [DD] (corollaire 1.4), nous obtenons :

Théoréme 1.2 Soient f un endomorphisme holomorphe de P* de degré algébrique
d > 2 et u sa mesure d’équilibre. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. La dimension de p est maximale, égale a 2k.

2. Les exposants de i1 sont minimauz, égaur a log V.

3. La mesure u est absolument continue.

4. f est un exemple de Lattés.

Rappelons que la dimension de x4 est la borne inférieure des dimensions de Hausdorff
des boréliens de p-mesure totale et qu’un exemple de Lattés est un endomorphisme
de P* faisant commuter un diagramme du type :

A—L2-4

|

Pk —— P

ol A est un tore complexe de dimension k, D une dilatation affine et o un revéte-
ment galoisien fini. Il existe de tels endomorphismes en toute dimension % et de tout



degré d (cf. [D], remarque 4.5). Ils généralisent les fractions rationnelles introduites
par Lattés [La| en dimension 1 (¢f. I’article de Milnor [Mi]). Notons que Cantat [Cal
a étendu I'implication 3 = 4 au cadre des transformations rationnelles des surfaces
complexes compactes kdhlériennes, en adoptant une définition plus générale pour les
exemples de Lattés.

La démonstration du théoréme 1.1 reprend la stratégie de Ledrappier [L1], [L2]
en dimension 1 (¢f. aussi [L3], [LS], [LY] et [P1]). Nous travaillons dans X, I'espace
des orbites de f, dont on note & = (z,),ez les éléments. Soient 7 : X = X la
projection définie par my(Z) = x¢ et v la mesure sur X vérifiant = mo.(v) (cf.
section 2.3). Il s’agit de montrer que les mesures conditionnelles de v relativement a
une partition de Pesin 7 de X sont absolument continues. Il s’ensuit que la mesure
image 11 = 7o, (V) est elle aussi absolument continue.

La construction de la partition n fait 'objet de la proposition 1.3 ci-dessous. Elle
repose sur l’existence des variétés instables locales de f. Nous introduirons celles-ci
a l'aide des branches inverses des itérés de f le long d’orbites typiques (cf. section
3.1). En particulier, nous ne ferons pas appel a la théorie de Pesin. Dans le cadre ho-
lomorphe, 'existence de ces branches inverses a été établie par Briend-Duval [BD1].
Dans le cadre méromorphe, une difficulté apparait avec I’ensemble d’indétermina-
tion Z de f. Nous la traitons grace a la régularité de p : 'intégrabilité des fonctions
gpsh nous assure qu’une orbite négative typique s’approche lentement de ’ensemble
analytique Z (cf. [DD], et aussi [DS1]).

Notons que I'extension naturelle ()A( ,g,V) présente avantage d’étre un systéme
dynamique inversible (g est le décalage a gauche). Nous appliquerons le théoréme
de Birkhoff & g et & son inverse ¢! dans les démonstrations des propositions 4.1 et
1.3-(6). De plus, les égalités h,(f) = h,(g) = h,(g~ ") seront cruciales dans la preuve
de la proposition 1.3-(4).

Avant d’esquisser la démonstration, précisons comment est organisé I'article. La
deuxiéme partie est destinée & préciser les notations et le cadre de travail. Nous intro-
duisons dans le paragraphe suivant les variétés instables locales de f. La construction
de la partition 7 et la démonstration de la proposition 1.3 ci-dessous occupent le
quatriéme paragraphe. On donne ensuite la démonstration du théoréme 1.1. Nous
conseillons le lecteur de commencer par ’appendice, ol sont rappelés les résultats
classiques de théorie ergodique utilisés.

Donnons a présent quelques éléments de démonstration. La proposition suivante
est au cceur de la preuve, les notations sont précisées juste aprés I’énoncé.

Proposition 1.3 Il existe une partition mesurable n de X telle que pour v-presque
tout = et pour tout n € N :



my est injective sur ng.

[ est injective sur mo (g7"n),-

1z est constitué d’une famille dénombrable d’atomes de g~"n.

hu(g") = H(g™"n [ ).

La o-algébre engendrée par les o-algébres (M(g7"n))n>0 coincide avec M.

S SR Lo v =

La fonction

L) = [ Ao dmiy)

vérifie 0 < L(Z) < 400 pour v-presque tout T € X.

La mesure m est la mesure volume induite par la forme de Kéhler w sur X, et la
fonction Jac f est le jacobien de l’application f. On désigne par M (resp. M (g~ "n))
la o-algébre de X engendrée par les v-négligeables et par les boréliens (resp. par
les boréliens réunion d’atomes de la partition g~"n). L’entropie conditionnelle d’une
partition ¢ par rapport & une partition £ est notée H(( | ). La fonction A(z,.) est
définie par

Ny — R*

A 7 Y J -
g — A(2,9) iZszl%

ol 7; est 'atome de la partition n contenant z. L’application o; est I'inverse de
en restriction & atome 7; (bien défini par le point 1).

A(z,.) :

Nous verrons que la partition 7 est définie comme le joint d’une famille de par-
titions (¢"€)n>0, o & est U'intersection d’une union A de variétés instables locales
avec le tiré en arriére par my d’une partition P de X. ’endomorphisme f est injectif
sur les atomes de P (par construction, cf. section 2.4), ce qui entraine les points 1
et 2. Le caractére générateur de la partition £ (cf. lemme 4.1) donne les points 4
et 5. Enfin, les points 3 et 6 découlent du fait que les atomes de 7 contiennent des
morceaux de variétés instables (cf. lemme 4.2-(3)). Notons que la convergence du
produit infini A est assurée par la stricte positivité des exposants de p.

Voyons maintenant comment la proposition 1.3 entraine le théoréme 1.1. Consi-
dérons (v3),.¢ une famille de probabilités conditionnelles pour la partition 7 (cf.

théoréme 6.1) et ¢; la mesure de probabilité sur X “4 densité” définie par :
1 .
VBeM, ¢:(B) = —/ A#, 03(y)) dm(y).
L(x> 7T0(Bﬂ7’]j)

Il s’agit dans un premier temps d’identifier les mesures v; et ¢; pour v-presque
tout . Par définition de l'entropie conditionnelle (cf. section 6.3), le point 4 de la
proposition 1.3 s’écrit :

ho(g™) = Hg™n | n) = — /X log v; [(97"),] du(#).
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Par ailleurs, le caractére décroissant de n et la formule de changement de variable
entrainent (cf. lemme 5.3) :

/)?log Jac f"(x) dv(z) = — /)? log gz [(g’”n)i] dv(z).

On identifie les quantités précédentes a ’aide de la formule de Pesin (notre hypo-
thése), écrite sous la forme :

h(g") = / log Jac f" (o) du(2).

X

On montre ainsi que les moyennes des fonctions & +— logv; [(g7"n),] et & —
log ¢ (97 "n),) coincident. L’égalité ponctuelle découle de I'inégalité de convexité
de Jensen (cf. lemme 5.5). On a donc pour tout n € N et pour v-presque tout & :

¢ [(97"n),] = va[(97"n),] -

Puisque la o-algébre engendrée par la famille (M(g~"7)),>0 coincide avec la tribu
borélienne M de X (cf. point 5), la ligne précédente entraine ¢; = v; pour v-
presque tout Z. On a donc v = f)? ¢z dv(Z). On exhibe ainsi une densité pour la
mesure f = 7, (v) en terme de la fonction A (c¢f. lemme 5.7), celle-ci est donc ab-
solument continue par rapport a m.

2 Généralités
2.1 Le cadre de travail

Soit (X,w) une variété compacte kihlérienne de dimension k. On note d (ou
dist ) la distance, 2 la forme volume w* et m la mesure volume induite par €. Pour
tout x € X et r > 0, on désigne par B,(r) (resp. B,(r)) la boule ouverte (resp.
fermée) centrée en = et de rayon r. Le diamétre et la frontiére d’une partie A sont
notés respectivement diam (A) et dA, la distance entre deux parties A et B est no-
tée dist (A, B). On désigne par Lip (h) la constante de Lipschitz d’une application
h: U — X définie sur un ouvert U de X.

On se fixe f : X — X une application méromorphe. Soient C son ensemble
critique et Z son ensemble d’indétermination. Le jacobien de f est défini comme la
fonction Jac f vérifiant la relation f*(2 = Jac f.€2, ou f*() est ’extension triviale de
(fix\z)*? & travers Z. Cette fonction est positive et de classe C* en dehors de 7.
On note D,Jac f sa différentielle au point z. On suppose que f est dominante, i.e.
que la restriction de Jac f aux ouverts de X n’est pas identiquement nulle.



Soit V : R} — R, la fonction définie par :
V(t) :==sup {|D,Jac f|, z € X, dist (x,Z) > t}.
Puisque f est méromorphe, il existe des constantes 7 € R’ et § € N* telles que :
V() <7t? (1)

(cf. [DD], lemme 2.2). Cette inégalité est importante pour la convergence du produit
infini A (¢f. lemme 3.3).

Dans toute la suite, ;1 est une mesure f-invariante, ergodique et vérifie les pro-
priétés suivantes :

1. Les fonctions quasi-plurisousharmoniques (qpsh) sont p-intégrables.
2. Les exposants de u sont strictement positifs.

Rappelons qu’'une fonction u : X — R U {—o0} est gpsh si elle est m-intégrable,
semi-continue supérieurement et vérifie 100u > —cw, ot ¢ > 0. Autrement dit, u
est localement la somme d’une fonction psh et d’une fonction lisse. La condition 1
entraine que pour tout ensemble analytique J de X, la fonction logdist (., J) est
p-intégrable. En effet, puisque X est une variété kihlerienne, cette fonction est mi-
norée par une fonction gpsh sur X (cf. [DS2|, App. A.1). En particulier, u(J7) = 0
et les fonctions log H (Do f)*! H, log Jac f(x) sont p-intégrables. Cela se vérifie en
majorant leurs valeurs absolues par une fonction du type ¢; — 3 logdist (z, F), ou
c1 et co sont des constantes positives et F est un ensemble analytique construit a
l'aide de Z et C (cf. |DD], § 2.1).

Les exposants de p sont en particulier bien définis (cf. [Ar|, Chap. 3), nous les no-
terons en ordre croissant A; < ... < \;. Puisque les exposants du systéme (X, ", )
sont (nA,...,n\;), on dispose des égalités suivantes (c¢f. [Ru2|), importantes dans
notre démonstration (cf. lemme 5.1) :

2n(A1 + -+ k) :/ log Jac f" du. (2)
be

Signalons que la condition 2 est cruciale pour construire les variétés instables locales
de f (cf. section 3.1). Dans toute la suite, on fixe ¢ > 0 trés petit devant le plus
petit exposant A;.

2.2 Exemples

Soient (X, w) une variété compacte complexe kithlérienne de dimension k et f :
X — X une application méromorphe dominante. On note d; le degré topologique
de f et x son (k — 1)-iéme degré dynamique défini par (cf. [RS], |[DS3|) :

1/n
x = lim (/ ekl /\w) .
n—oo X
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Lorsque d; > x, Guedj [G] et Dinh-Sibony [DS2| ont montré que la suite de mesures

]' *

Hn = d_?f Mk
converge vers une mesure de probabilité invariante et ergodique ., d’entropie log d;
(cf. |RS] pour le cas de I'espace projectif P*). Cette mesure intégre les fonctions
gpsh et ses exposants sont strictement positifs : les conditions 1 et 2 ci-dessus sont
donc satisfaites. Plus précisément, ses exposants sont minorés par log +/d;/x. Ainsi,
sous I’hypothése de minimalité des exposants, la formule de Pesin est vérifiée si et
seulement si df ' = y*.

Lorsque X = P* et f est un endomorphisme holomorphe de degré d > 2, ona d, =
d* et y = d*!. Dans ce cas, la minimalité des exposants entraine automatiquement
la formule de Pesin.

2.3 Extension naturelle

Soit X I’espace des orbites défini par :

~

X = {x = (2n)mez s [(2n) = a;,m} c XZ.

On munit cet ensemble de la topologie produit et de la tribu borélienne B. La pro-
jection & — 1z, est notée m et g est le décalage & gauche sur X, de sorte que
fomy = myog. On désigne par v I'unique mesure de probabilité sur X invariante
par g vérifiant v(7m;(A)) = u(A) pour tout borélien A de X. Elle est ergodique,
car i est ergodique. Notons que 'existence de cette mesure résulte du théoréme de
prolongement de Kolmogorov (¢f. [CFS]|, Chap.10, §4).

On dit qu’une partie de X est v-négligeable si elle est incluse dans un borélien de
v-mesure nulle. Soit M la o-algébre obtenue en complétant la tribu B relativement
a la mesure v. Autrement dit M est engendrée par les boréliens et les ensembles
v-négligeables. Cette complétion s’avére nécessaire pour que la classe des partitions
mesurables soit stable par 'opération de produit V (cf. section 6.1).

Soit Y le sous-ensemble g-invariant :
?:{fce)?,xngéCUI,VneZ}.
Ce borélien est de v-mesure totale car i ne charge pas les ensembles analytiques.
Autrement dit, une orbite v-générique évite C et Z. Pour ne pas alourdir les énoncés,
nous identifierons X et Y.

Nous terminons cette section par deux lemmes élémentaires.
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Lemme 2.1 [ existe deux fonctions mesurables o, 3 : X —0,1] telles que pour
v-presque tout T et pour tout n >0 :

Jac f(z_n) > a()e™ et dist(x_,,Z) > 206(z)e ™.

La preuve, laissée au lecteur, repose sur le théoréme ergodique de Birkhoff appliqué
respectivement aux fonctions intégrables & — log Jac f(zg) et & +— logdist (z¢,Z)
(cf. |IDD], lemme 2.2).

Lemme 2.2 Soient c € X et [a,b] un intervalle non trivial de R* . Il existe s € [a, b]
et une fonction mesurable v : X —]0,1] tels que :

Vi v-p.p., Yn>0, |dist(c,x_,) —s| > y(z)e " (3)

Autrement dit, les orbites v-génériques négatives s’approchent lentement de la fron-
tiere de la boule B.(s).

DEMONSTRATION : D’aprés la proposition 3.2 de [LS], ’ensemble des réels s € [a, b]
qui vérifient :
Zu {ye X, [dist(c,y) —s| <e ™} < +oo (4)

n>0

est de mesure de Lebesgue (b — a). Fixons un tel réel s. L’invariance de v entraine :

ZI/ {g) € X, |dist (¢,y_n) — 5| < e_”e} < +00.
n>0
Le lemme de Borel-Cantelli implique alors :

Vi v-p.p., dng(z) € N ,Vn >no(z), |dist (c,z_pn) — 8| > e ™.

11 existe donc une fonction mesurable  : X —]0, 1] vérifiant (3). Notons qu’elle est
presque partout strictement positive, car la frontiére de B.(s) est de u-mesure nulle

(cf. ligne (4)). O

2.4 La partition P de X

Elle interviendra dans la construction de la partition 7. Rappelons que € est petit
devant le plus petit exposant A;.

Proposition 2.3 I existe une partition finie P = (Pj)je{le} de X en ensembles
ouverts telle que :

1. L’application f est injective en restriction a chaque atome P;.



2. Il existe une fonction mesurable 6 : X —0, 1] vérifiant :
Vi v-p.p. ,Vn €N | d(x_,,0P) > d(z)e "

ot OP désigne la réunion des bords des ouverts (Pj)je{L...J\]’}. Autrement dit,
les orbites v-génériques négatives s’approchent lentement de la frontiére des
atomes de P.

On consultera l'article de Buzzi [B], §3 pour une démonstration (cf. [L2] en di-
mension 1). L’idée est de découper X a I’aide d’hypersurfaces réelles s’appuyant sur
I’ensemble critique C et sur ’ensemble d’indétermination Z. On perturbe ensuite ce
découpage pour réaliser le point 2 (on peut utiliser & cet effet la proposition 3.2 de
[LS] comme dans le lemme 2.2).

Dorénavant, P est une partition de X vérifiant ces propriétés. On note P(z)
I'atome de P contenant le point z € X et on appelle P-adresse de & la suite mp (&)
définie par :

{1,...,N}¥

™ —
[ — (an)nen  tel que P, = P(x_,).

8> ><j)

Notons que la P-adresse de = ne concerne que “le passé” de z.

3 Variétés instables locales

Nous les construisons a I’aide des branches inverses des itérées de f. En particu-
lier, nous n’utilisons pas la théorie de Pesin.

3.1 Branches inverses

Pour tout # € X , on note (lorsqu’elle existe) f; " la branche inverse de f™ définie
au voisinage de z, vérifiant f"(x¢) = z_,. La proposition suivante stipule que pour
v-presque tout z, les branches inverses le long de & sont définies sur des boules

ouvertes non triviales. La stricte positivité des exposants de u est ici cruciale.

Proposition 3.1 Il existe des fonctions mesurables r : X —]0,1] et C X -
[1,4+00] telles que pour v-presque tout T et pour tout n >0 :

1. f." est définie sur Exo (r(z)).

2. Lip (f;") < C(@)e™ ™) sur B, (r(2)).
3. dist (f;" [ Bao(r(2))] , I) = B(&)e "
4o [ [ By (r(2))] € P(xn).



Les points 1 et 2 ont été démontrés par Briend et Duval [BD1] dans le cadre
holomorphe, le cas méromorphe est traité dans 'article [DD|. Nous ne reproduisons
pas la preuve. Les points 3 et 4 s’obtiennent en utilisant la décroissance exponen-
tielle des branches inverses et I'approche lente des orbites négatives vers Z et vers
les frontiéres des atomes de P (cf. lemme 2.1 et prop. 2.3-(3)).

Nous posons pour tout T € X:
W, (7)) == {z e X /3t e Byy(r(#)),Yn >0, 2, = f;"(t)} c X.

Ce borélien s’identifie & une variété instable locale. On définit de méme W(Z, (%))
en remplacant la boule ouverte par la boule fermée. Nous utiliserons souvent, 1’ob-
servation suivante, qui découle de la proposition 3.1-(4) :

Remarque 3.2 Les éléments de W(z,r(Z)) ont la méme P-adresse que 7.

Il est clair qu’un point 2 de W(&, r(2)) est entiérement déterminé par sa condition
initiale 2. Ainsi, I'inverse de la restriction de 7y & W(&, r(Z)), noté s;, est bien défini.
Le lemme suivant stipule que la fonction A introduite dans la proposition 1.3 existe
bien sur les variétés instables locales.

Lemme 3.3 Pour v-presque tout z, la fonction

Al sa()): Cnt@) — ey
ySe\-)) - Yy — Hp>1Wzyﬁ)

est de classe C*, strictement positive et bornée.

DEMONSTRATION : La preuve consiste a vérifier que la série de terme général :

Jac f ([s:(y)]-»)
Jac f (x_,)

converge uniformément sur B,,(r(2)). Notons § := s;(y). D’aprés I'inégalité des
accroissements finis, I'inégalité (1) et la proposition 3.1 (2),(3), on a:

-1

vp(y) =

\Jac f(y_p) — Jac f(x_,)| < V(B(2)e )d(y_p, x_,) < T.(Crp70)(3)e PP~ 149
Le lemme 2.1 entraine alors :
Wy € Buy(r(#)) . [u(y)] < 7.(Cri~? fa) (@) 0=+,

On a ainsi majoré la fonction v, par le terme général d’une série convergente.
La stricte positivité de A provient de l'injectivité des applications (f;")n>0 sur
Bay (r(2))-
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3.2 Définition du borélien A de X

Il intervient dans la définition de la partition 7. Ce borélien est défini comme une
réunion de variétés instables W(Z, (%)) dont le rayon r et la constante de Lipschitz
C (¢f. lemme 3.1) sont uniformément bornés et dont les conditions initiales z, sont
localisées. Fixons p assez grand et ¢ € X de sorte que le borélien :

Vi={C<pyn{r>1/p} Ny [Be(1/4p)]

soit de v-mesure strictement positive. Fixons également s € [1/4p, 1/2p| vérifiant la
conclusion du lemme 2.2, ce choix s’avérera utile dans la preuve du lemme 4.2. On
définit le borélien A de X par

A= u W(E,r(2)) Nyt [Bal(s)] -

Sa v-mesure est strictement positive (il contient XA/) et pour tout Z € ‘7, les applica-
tions (f;")nen sont bien définies sur B.(s) (ona s < 1/2petr > 1/p).

z

Le lemme élémentaire suivant permet de localiser les points de X dans une des
variétés instables locales qui définissent A (la P-adresse de i est définie a la section
2.4).

Lemme 3.4 Soient 2 € V et i € W(2,r(2)). Si § € X vérifie :
— g et w ont la méme P-adresse.
— dist (yo, ¢) < s (en particulier si § € A)

alors g € W(2,r(2)).

La démonstration découle immédiatement de l'injectivité de f en restriction aux
atomes de P (cf. prop. 2.3-(1)).

4 La partition 7

4.1 Une partition intermédiaire ¢

Soient P la partition de X introduite a la section 2.4 et A le borélien de X défini
a la section 3.2. On définit la partition & de X par :

£=m ' (P)\/{A A} ()

Nous poserons par la suite n := \/p20 gP&. Pour tout n € N, soit &, la partition

gV .-V g €. Les partitions £ et &, de X sont d’entropie finie (elles possédent
un nombre fini d’atomes) et sont mesurables. De plus, elles vérifient la propriété
suivante :
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Proposition 4.1 Pour tout n € N, la partition mesurable &, est génératrice pour
l’automorphisme g~ ".

DEMONSTRATION : Nous traitons le cas n = 1, on procéde de méme pour un entier
n quelconque. Puisque v(A) > 0, le théoréme ergodique de Birkhoff entraine :

Vi v-p.p., 3(pj)jen , Vj €N, ¢P(2) € A.
Par définition de A, il existe pour tout j € N un élément a; € V vérifiant :
g (&) € W(ay,r(a;)). (6)

Fixons ¢ € [\/1JGZ gpf] () et montrons que & = ¢, i.e. que l'on a y_, = x_, pour
tout ¢ € N. Puisque ¢%(Z) et gP(§) sont dans le méme atome de \/ ; g7§, alors
gPi (%) et gPi(7)) ont la méme P-adresse (car £ > 7, P) et cette adresse est celle

de a; (d’aprés (6) et la remarque 3.2). De plus, ¢ (y) € A car ¢g'i(z) € A et

Vpez 976 > {A, A}, Le lemme 3.4 appliqué & a; € V, g% (%) € Aet g7 (y) € A
montre que ¢* (y) € W(a;,r(a;)). On a donc par définition des variétés instables :

vq eN 5 v.] 2 0 ’ d(yfqa qu) S d(yfm (aj)*pj*q) + d((aj)*pj*Q’ x*q)
< Qc(dj)ef(pjﬂ)(hfﬁ)
S 2p€_(pj+q)(>\l_6)

car a; € Vc {C < p}. On obtient alors y_, = 2_, lorsque j tend vers Uinfini. [

4.2 Deéfinition de n et premiéres propriétés
Soit n la partition décroissante de X définie par :

=\ g€

p=>0

C’est une partition mesurable car ¢ est elle-méme mesurable (cf. section 6.2). Les
propriétés suivantes seront utiles pour établir la proposition 1.3. Rappelons que
B.(s), V et A sont définis a la section 3.2.

Lemme 4.2
1. Les éléments de nz ont la méme P-adresse que .
2. Soient & € A et 2 €V tels que & € W(z,r(2)). Alors ny C W(2,1(2)).
3. Il existe une fonction mesurable 1’ : X —0, 1] telle que pour v-presque tout &,
a) 0 <r'(z) <r(z) <1,
B)¥n =0, f;" (Buylr'(@))) C Bu(s) ou Buls),
¢) W(&,r'(&)) C ns.
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DEMONSTRATION : Le point 1 est clair, car Vi>09*¢ > Vis0g" (75 'P). Le point 2
provient du lemme 3.4 appliqué aux éléments ¢y de n; : T et ¢ ont méme P-adresse
(point 1) et y € A (car & € Aet n > {A, A°}).

Démontrons le point 3. C’est ici qu’intervient le choix du réel s effectué a la
section 3.2 : il nous assure que le diamétre de f, " (B,,(r(Z))) décroit beaucoup plus
vite que la distance entre x_,, et le bord de la boule B.(s). Posons r' := min{r,vy/2C'},
ou les fonctions r, C' sont définies & la proposition 3.1 et v au lemme 2.2. Pour tout
20 € B, ('(Z)) et pour tout n > 0, on a :

C(QA?) e—nA1tne 2’YC€8)

%efn)\lJane‘d(c’ x—n) _ S|

%‘d(a w*n) - S’.

(@, f;"(20))

IAIA A

On en déduit que si d(c,z_,) > s (resp. <) alors f;" (B, (r'(2))) C B.(s)¢ (resp.
B.(s)). La fonction 7’ réalise donc a) et b).

Vérifions que b) entraine c), c’est a dire que ¢~ W(Z,r'(Z)) est contenu dans un
atome de ¢ = {A, A°} V 7, (P) pour tout n > 0. Puisque v’ < 7, les éléments de
g "W(&,r'(Z)) ont la méme P-adresse (cf. remarque 3.2) et donc g "W(z,7'(1))
est contenu dans un atome de 7, '(P). Venons-en a la partition {A,.A°}. D’aprés
b), deux cas se présentent. Si f; " (B, ('(2))) C B.(s)¢, alors g~"W(z,r'(z)) C A°
par définition de A. Si

f3" (Bay (r'(2))) C Be(s) (7)

alors on dispose des implications :
g eA=g ™" W@, r(@)CcA et g "(2)¢ A= g "W(,r(2)) C A%

Commengons par vérifier la premiére implication. Pour tout § € W(z,r/(2)), g "(2)
et ¢g~"(y) ont la méme P-adresse (cf. remarque 3.2) et la ligne (7) entraine f;"(yo) €
B.(s). Le lemme 3.4 fournit alors ¢g~"(7) € A.

Passons a la deuxiéme implication. Supposons par absurde que ¢~ "(z) ¢ A et
qu'il existe g € W(z,7'(2)) tel que ¢g7"(y) € A. Il existe alors Z € V tel que g "(y) €
W(2,r(2)). Puisque g7"(Z) et g~ "(y) ont méme P-adresse et f."(xg) € B.(s) (par
la ligne (7)), on a ¢g~"(z) € W(2,r(2)) C A. Contradiction. 0

4.3 Démonstration de la proposition 1.3

1 - 7y est injective sur 7n;. Soient ¢,z € n; tel que yy = 2. Il s’agit de vérifier
que y_, = z_p, pour tout p > 1. Pour p = 1, on remarque que y_;,2_; sont dans
un méme atome de P (cf. lemme 4.2-(1)) sur lequel f est injective (cf. proposition
2.3-(1)). On procéde par induction pour p > 2.
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2 - f" est injective sur 7y (g "n;). Pour n = 1, on observe que g~ 'n est plus
fine que 7, 'P et que f est injective sur les atomes de P. On traite encore le cas
général par induction.

3 - 1; est constitué d’un nombre dénombrable d’atomes de ¢ "7. Puisque
la partition 1 est décroissante, chacun de ses atomes est réunion d’atomes de g~"1.
Le point 1 montre que Z € 7; est entiérement déterminé par sa condition initiale
2o- 11 suffit donc de montrer que my(n;) est recouvert par une famille dénombrable
d’ensembles du type my([g7"n];). C’est bien le cas puisque ceux-ci contiennent des
ouverts de X. En effet, le lemme 4.2-(3) entraine :

VZv-p.p., [g7": =9 (ngnz) D g "W (g"(2),7(9"(2)))]

ol v’ est une fonction strictement positive v-presque partout.

4 - h,(¢9") = H(g7"n | n). Rappelons que h,(¢g") = h,(¢g7") (cf. section 6.3).
D’aprés la proposition 4.1, la partition &, = g7 1£ vV ---V ¢ "¢ est un générateur
d’entropie finie pour ¢~ ". Le théoréme 6.2 entraine alors :
Plg™) = (g™ &) = H (&l Vo1 977(60))
= H 9715 VeV g*"§| vpzo gpg)

_ 9—16\/...\/9—”&‘\/(\/},2097’5)’\/QOQ%)
= H(g™"n|n).

5 - La sous-algébre \/, ., M(g7"n) coincide avec M. Il s’agit de vérifier que
la partition \/,.,¢ ™7 est équivalente a la partition en points € (cf. section 6.2),
autrement dit, que les partitions (g7"n),>0 séparent les points d'un ensemble v-
générique. Le caractére décroissant de n entraine :

Vi v-pp., Vp >0, ((g7™), = (97"n), = [ V 9"6] ().

n=0 n>—p

Lorsque 'on fait tendre p vers I'infini, on obtient :

Vi v-p.p. , ﬂ (g_”n)i, = [\/ 9”5] (Z) ={2}.

n>0 ne’

car £ est un générateur pour 'automorphisme g (cf. proposition 4.1).
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6.1 - La fonction L est finie v-presque partout. Observons que d’apreés les
lemmes 3.3 et 4.2-(2), L est finie sur le borélien A. Soit maintenant Z un point
v-générique. D’aprés le théoréme de Birkhoff, il existe p € N tel que g7 ?(z) € A.
Comme n; = ¢P [(g‘pn)g—p@)}, on obtient (0; désigne I'inverse de la restriction de
o & 1z, cf. point 1) :

L) = [ o A 0:(y) dm(y)
= waOQP[(gfpn)g,p(i)] A(jv Oz (y>> dm(y)
ffpoﬂo[(g_f’n)g_p@)] A(Z,0:(y)) dm(y).

L’application f? est injective sur les projections (par m) des atomes de g Pn sur X
(cf. point 2). La formule de changement de variable et la relation de commutation
fPomy = m o gP entrainent alors :

L) = [ofigmrm, o D sl 7)) Jac f2(w) dm(uw)

fm[(gf’n)gp(i) A(x 9" 0 0g-r(a)(w )) Jac fP(w) dm(w).

gfp(i)]

En utilisant la définition de A et I'inclusion (¢7"n)y-»(s) C 1)g-»(z), O obtient :

L(z) = fﬂo[ _p(m) A (97P(2), 04-r(z)(w)) Jac fP(z_,) dm(w)

fﬂo(n p(z)) (g (@ )709 P(x( )) Jac fP(x_p) dm(w)
— Jue fr(i ) L),

Cette quantité est finie, car g 7(2) € A.

IN

6.2 - La fonction L est strictement positive v-presque partout. Rappelons
que s; est 'inverse de la restriction de my & W(Z,7(Z)) (cf. section 3.1). D’aprés
le lemme 4.2-(3), s; et o; coincident sur mo(W(Z,7'(Z)) avec 'inverse de 7 en
restriction & W(z,7'(2)). Les lemmes 3.3 et 4.2-(3) fournissent alors :

L(z) = / Al osly) dm(y) 2 / A(, 52(y)) dim(y) > 0.

Bug (r'(2))
5 Démonstration du théoréme 1.1.
Nous montrons que si la formule de Pesin

hf) =23 ®

est satisfaite, alors i est absolument continue par rapport a la mesure volume m sur
X. Les arguments qui suivent sont classiques (cf. par exemple [L3]). Nous utilisons
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chacune des propriétés vérifiées par la partition 7. On note (v;),.¢ une famille de
probabilités conditionnelles de v relativement a 7 et ¢; la mesure de probabilité sur
X définie par :

1 N
15 ] AE@)any

ou o; désigne 'inverse de 7y en restriction a 7; (c¢f. prop. 1.3-(6)).

VB e M, ng(B) =

Lemme 5.1 Si la formule de Pesin (8) est vérifiée, alors

Vn>1, h,(g") = /A log Jac f"(xo) dv(z).
X

DEMONSTRATION : Puisque l'on a h,(¢9") = h,(f") = nh,(f) (cf. section 6.3), la
ligne (8) entraine h,(g") = 2n Zle Ai- On dispose d’autre part de 1'égalité (cf. la
ligne (2), section 2.1) :

k
QnZ i = / log Jac f"(x) du(x).
i=1 X
On termine en exprimant cette intégrale 'aide de la mesure v = 7 (). [

Dans les deux lemmes qui suivent, nous exprimons les membres de 1’égalité du
lemme 5.1 & I'aide des mesures ¢; et v;.

Lemme 5.2 Pour toutn > 1, on a :

ho(g") = H(g™n | 1) = — /X log s [(97™n),] du(@).

DEMONSTRATION : La premiére égalité provient de la proposition 1.3-(4) et la
deuxiéme de la définition de ’entropie conditionnelle. 0

Lemme 5.3 Pour toutn >1, on a :

/A log Jac f"(xg) dv(z) = — /A log gz [(g’”n)j} dv(z).

X X

DEMONSTRATION : Nous utilisons ici le caractére décroissant de n et la formule
de changement de variable. Pour simplifier 1’écriture, nous traitons le cas n = 1.
Puisque on a (¢7'7), = g7 (n4(2)), la fonction ¥ définie par

o omollgT'):) — mo (@)
v x —  f(x)
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est surjective. D’autre part, la partition n étant décroissante, on a l'inclusion (¢~ '7), C
nz. L’application ¥ est donc injective d’aprés la proposition 1.3-(2). On en déduit
pour v-presque tout T :

G LW L) = [y i) D@ () dm(t)
Jopogs ] A 02(8)) dim1)

- f‘I’_loﬂ'O[ng(i)] A (&,97" 0 oy@)(T(t))) dm(t).
La formule de changement de variable entraine alors :
¢ [(97 ) L&) = [ 0] A (8971 0 043 (w) Jac U™ (u) dm(u)
= fﬂo[ng(@] (j’g—l ;
= o) A (9(2), 00 () ac fa)] ™ dm(u)

= L(g(#)). [Jac f(z0)] .

ol le passage de la deuxiéme a la troisiéme ligne provient de la définition de A. On
en déduit I'égalité :

A
A
A

Vi v-p.p. , logJac f(zo) + log Lfg(ii:))) = —logq; [(97'n)z] - (9)

On termine la preuve en intégrant (9) par rapport a v et en utilisant son invariance.
Comme la fonction log L n’est pas a priori v-intégrable, nous faisons appel au résultat
suivant (on note log™ (u) = min (logu,0)) :

Lemme 5.4 ([LS], Prop. 2.2) Soit ¢ une fonction mesurable positive sur X. Si
log™ (po g t/p) est v-intégrable, alors :

-1
/log <gpog )duzO.
b's 2

Vérifions que ¢ = L o g satisfait les hypothéses de ce lemme. La fonction ¢ est
positive et finie v-presque partout d’aprés la proposition 1.3-(6). Pour la propriété
d’intégrabilité, la ligne (9) fournit :

L(z)
Log(z)

car g; est une mesure de probabilité. Puisque la fonction & — log Jac f(z¢) est
v-intégrable (cf. section 2.1), on obtient :

L L
/A log™ (L ) ‘dy:/ —log(L )du<+oo.
X °g {L<Log} °g

Cela termine la preuve du lemme 5.3. [

Vie {L<Log}, 0<—log < log Jac f(xo)

Nous montrons maintenant que les mesures ¢; et v; coincident pour v-presque
tout Z. On établit tout d’abord qu’elles sont égales sur les éléments de la o-algébre
M(g~"n), ceci pour tout n >0 :

17
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Lemme 5.5 Pour v-presque tout T et pour tout n >0, on a :
gz [(97™),) =va [(97"m),] - (10)

DEMONSTRATION : Les lemmes 5.1, 5.2, 5.3 et I'inégalité de convexité de Jensen
entrainent :

—-n

e [(g7™n),] L(8) < 1o ¢ [(97"n),] o
0‘/Q%[<g—nn>@]d ( >§1g/m[<g—nn>f1d (2) 1

Une égalité dans (11) entraine (10) car la fonction logarithme est strictement concave.
Vérifions donc que le membre de droite de (11) est nul. Comme les mesures ¢; et i
ne dépendent que de ’atome 7);, on a par définition des probabilités conditionnelles :

% va[(g7n),] % L val(g7n)i]
D’apreés la proposition 1.3-(3), 'atome 7; est une réunion dénombrable d’atomes de
g7 "n. Si (A;)ien désignent ces atomes, on a :

t

Gllg™™ M o o N~ G AD D  CNT L (A = g () =
/% mdu$(t) = ZGZN ) +(A;) ZQ:B (Ai) = ¢z (nz) = 1.

‘ va (A ieN
Il y a donc bien égalité dans la ligne (11). [

On utilise maintenant le fait que la o-algébre \/, ., M(g™"n) coincide avec celle

des boréliens de X pour obtenir ’expression de v :

Lemme 5.6 La mesure v vérifie :

VB e M, v(B) = /)? ¢ (B) dv(#).

DEMONSTRATION : Notons 7 la mesure définie par le membre de droite de I’énoncé.
11 suffit de vérifier que U et v coincident sur les o-algébres M (g~ "n) lorque n parcourt
N. En effet, cela implique que ces mesures coincident sur la o-algébre V,,enM (g7 "n)
qui n’est autre que l’algébre des boréliens M (c¢f. prop. 1.3-(5)). Rappelons que
M(g7"n) est la o-algébre engendrée par les g "n-ensembles et les ensembles v-
négligeables (cf. section 2.3). Puisque 7 est absolument continue par rapport a v,
les mesures © et v s’annulent sur les ensembles v-négligeables. Soit maintenant B
un g~ "n-ensemble, i.e. un borélien réunion d’une famille (A, ),c4 d’atomes de g~"7.
D’apreés la proposition 1.3-(3), pour tout v-presque tout &, BNn; est constitué d’une
famille dénombrable (A, )jen de tels atomes. Puisque v; et gz sont portées par 7;,
le lemme 5.5 entraine :

ve(B) = (BN 1) = v3(UjenAa,) = ¢2(UjenAa,;) = (B N1z) = ¢2(B).
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On obtient alors #(B) = v(B) en intégrant par rapport a v sur X. 0

Nous terminons la preuve du théoréme 1.1 en exhibant une densité pour la mesure
de probabilité p = m,(v).

Lemme 5.7 La mesure i est absolument continue par rapport ¢ la mesure volume
m sur X. Plus précisément, elle a pour densité :

[ Al
h(u) = / SR et

ot A(u) := {2z € X, ue To(ns) }-

DEMONSTRATION : Le lemme 5.6 montre que pour tout borélien B C X :

w(B) =v(r;'B) = /;? [/m[%l(s)mm] A(%';)(“))dm(u)

Puisque l'on a 7o [m, ' (B) N nz] = BN (n;), on obtient :

= A (@ 0s(u)) v(Z m(u
H(B> _/B [/{fce)?,ueﬂo(%)} L(i> I ( )] I ( )

La mesure p est donc absolument continue par rapport a la mesure volume m. [

dv(z).

6 Appendice : rappels de théorie ergodique

Nous présentons dans cette section les outils de théorie ergodique utilisés dans
cet article. Les résultats fondamentaux sont le théoréme de désintégration d’une
mesure sur les atomes d’une partition mesurable, di & Rokhlin, et le théoréme de
Kolmogorov-Sinai, stipulant qu’une partition mesurable génératrice et d’entropie
finie réalise entropie. Les références générales sont les articles de Rokhlin [Rol],
[Ro2| et de Pesin [P2]. On consultera aussi I’appendice du livre d’Anosov [An| et
'article de Coudéne [Co].

Nous nous plagons d’emblée dans le cadre du systéme dynamique ()A( ,g,v) (cf.
section 2.3). On rappelle que M désigne la o-algeébre engendrée par la tribu boré-
lienne B et les ensembles v-négligeables (cf. section 2.3). Notons que les résultats
présentés ici sont encore valables dans le cadre plus général des espaces de Lebesgue

(¢f. [Ro2], §1).
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6.1 Partitions

Une partition de X est une collection de sous-ensembles disjoints et non vides
recouvrant un borélien de X de v-mesure totale. On note € la partition en points de
X. Les éléments d’une partition £ sont appelés atomes et on note indifféremment &;
ou &() celui contenant . Un &-ensemble désigne une réunion (quelconque) d’atomes
de £. On dit que deux partitions & et ( sont équivalentes si il existe un borélien Z de
v-mesure totale tel que ;N7 = (;NZ pour tout & € Z. On confondra implicitement
deux partitions équivalentes. Une partition £ est plus fine qu’une partition ¢ (noté
€ > () sionaf; C(; pour v-presque tout .

Etant donnée une partition &, on note M (&) la sous-algébre de M engendrée
par les -ensembles de B et les ensembles v-négligeables. Autrement dit, M() est
la complétée (pour la mesure v) de la o-algébre engendrée par les {-ensembles me-
surables. Par exemple la sous-algébre M (e) coincide avec ce lle des boréliens M.

Soit (&;)ieny une famille de partitions de X. On note VienM(&;) la plus petite
(i.e. 'intersection) des sous-algébres de M contenant les éléments de la famille
(M(&)),en- On note Viené; la partition dont les atomes sont les sous-ensembles
NienA;, ou A; € &. Observons que 'on a (Viené;) (2) = Nien&i(2).

Soit £ une partition de X d’atomes (€a)aecr- On note indifferemment g(&) ou g¢
la partition d’atomes (g(£4)),c;- On a donc (g€), = g (§,-1(z))- Une partition & est
dite décroissante si g~'(£) est plus fine que £. La partition \/p20 gP (&) est bien siir
décroissante. On note {~ la partition \/ ., g77(€).

6.2 Partitions mesurables

Une partition & de X est mesurable si il existe une famille dénombrable (Bn)nen
de &-ensembles mesurables telle que

VC,C" atomesde £, In e N/C C B, et C' C B ou bien C C B et C' C B,.

La partition en points € est un exemple de partition mesurable. Si (&;);en désigne
une famille de partitions mesurables, alors la partition V;cn&; est encore mesurable
et on a M (Vienéi) = VienM (&) (¢f. |Rol|, §3.3). En particulier, si la partition
Viené; est équivalente a la partition en points €, alors V;enM(§;) coincide avec M.
On dispose du théoréme fondamental suivant (cf. |[Rol|, §3.1) :

Theoreme 6.1 (Rokhlin) Soit & une partition mesumble de X. Pour V-presque
tout T € X il existe une mesure de probabilité vz sur X telle que :
— v; est portée par l’atome &; et ne dépend que de cet atome.
— pour tout borélien C' de )?, la fonction & — vz(C) est mesurable et on a
C) = [ v:(C) dv(z).
Une telle famille est v-presque stirement unique et on 'appelle une famille de pro-
babilités conditionnelles de v pour la partition .
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6.3 Entropie et générateurs

Soient ( et & deux partitions mesurables de X. L’entropie de ¢ et 1'entropie
conditionnelle de ¢ sachant £ sont définies respectivement par :

H(() = - / log 1(C5) d()

X

H(C|g) == — /)? log v 2(¢z) dv(2)

ol (g z)z est un systéme de probabilités conditionnelles de v pour la partition & (cf.
théoréme 6.1). Par convention, on pose [, codv = 0 (resp. oo) si v(C) = 0 (resp.
> 0). On dispose de 1’égalitée H(( V £|€) = H(C[E).

L’entropie de v relativement a ¢ et ’entropie de v sont définies par :

h(g,¢) == H(Clg™'¢) = H(CI '\ 977(0))

p>1

hy,(g) := sup {h,,(g, (), ¢ partition mesurable de )?} )

Pour tout n € N, on dispose des égalités h,(¢9") = h,(97 ™), h(g") = hu.(f") et
hu(f™) = n.h,(f) (c¢f [Ro2], §9).

On dit qu’une partition mesurable ( est un générateur pour 'automorphisme g
(ou g 1) si pour v-presque tout #, 'atome (\/pEZ ng> (Z) est réduit a {2} (cf. [Ro2],
§3.5). Autrement dit,  est un générateur si la partition vaZ gPC est équivalente &
la partition en points e. Nous utilisons le résultat fondamental suivant (cf. [Ro2|,

§9) :
Théoréme 6.2 (Kolmogorov-Sinal) Si( est un générateur d’entropie finie, alors

Notons que 'existence d’'un générateur est assez fréquente, mais il est difficile d’en
trouver d’entropie finie (cf. [Ro2|, §10).
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