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ïO»u¼�¹�©0±°º�®�©
ν
§ = º�ÃT®°©0¹�©0´ZÃq¯�³}Ã M ©0±�Ãq©0´�Ùz©0´�¯�®°Ó0©:¿�¼z®�»Æ©0±�ÖÀ¬{®°Ó0»n³Æ©0´�±p©�Ã�»n©�±�©0´�±�©0¹�Ö�»n©�±

ν
Õ�´�Ó0Ùz»n³nÙz©�¼zÖ�»Æ©0± §�� ©ÒÃ�ÃT©�Å�¬{¹�¿�»nÓÒÃT³Æ¬{´Ø±�µ ¼�Á{û�®�©a´�Ó�Å0©0±°±T¼z³Æ®�©a¿À¬{º�®�Úvº�©�»n¼�Å0»n¼z±�±°©�¯�©0±�¿?¼_®°ÃT³}ÃT³Æ¬{´�±
¹�©0±°º�®T¼zÖ�»n©0±�±°¬{³ÆÃ&±�Ãr¼zÖ�»n©�¿?¼z®&»ÜµÛ¬{¿ÀÓ0®�¼_ÃT³Æ¬{´:¯�© ù äTã êzçDí�ø ∨ ðrñ â�ò?±�©�Å�Ã�³n¬{´ � §}¤yôÒ§

� ¬{³}Ã
Ŷ
»n©�±°¬{º�±�Õ�©0´�±°©0¹)Ö�»n©

g
Õe³n´ZÁ_¼z®°³u¼z´ZÃ �

Ŷ =
{
x̂ ∈ X̂ , xn /∈ C ∪ I , ∀n ∈ Z

}
.

� ©�Ö4¬z®�Ó0»Æ³n©�´­©�±°Ã�¯�©
ν
Õe¹�©0±�º�®�©�ÃT¬zÃT¼z»n©qÅ0¼z®

µ
´�©�ÅrÄ?¼z®°Ù{©Ø¿?¼_±�»Æ©0±p©0´�±°©0¹)Ö�»Æ©0±�¼z´?¼z»}ªvÃT³nÚvº�©�± §

= º�ÃT®°©0¹�©0´ZÃ`¯�³ÆÃ ¢ º�´�©�¬{®�Ö�³}ÃT©
ν
ÕeÙ{Ó�´�Ó0®°³nÚvº�©�ÓÒÁ¾³}ÃT© C ©ÒÃ I §{² ¬{º�® ´�©�¿?¼z±`¼z»Æ¬{º�®�¯�³n®+»Æ©0±�Ó�´�¬{´�Å�Ó0± ¢´�¬zº�±&³n¯�©�´vÃ�³@/?©�®�¬{´�±

X̂
©ÒÃ

Ŷ
§

.�¬zº�±�ÃT©0®°¹�³Æ´�¬{´�±�Å�©�Ã°ÃT©a±�©�Å�ÃT³Æ¬{´O¿?¼z®�¯�©�º¾ÂO»n©�¹�¹�©0±�Ó�»nÓ�¹�©�´vÃT¼z³n®°©0± §
 



� � 
�
�� ? ��� � è#é��{ínìÒøcé�êDéÒçK� â�ã î ñ ø.í ã î�ì�æØérìÒç ä°öZ÷ ènérì α, β : X̂ →]0, 1] øeéÒè�ènérì )0ç?éqù ã ç ä
ν
å ù ä érì )0ç?éaø ã ç¾ø x̂ éÒø�ù ã ç ä ø ã çDø n ≥ 0 F

Jac f(x−n) ≥ α(x̂)e−nε éÒø dist (x−n, I) ≥ 2β(x̂)e−nε.

½ ¼�¿�®°©0º�Áz© ¢ »n¼z³n±°±�Ó�©�¼zº×»Æ©0Å�Ã�©0º�® ¢ ®°©0¿À¬{±�©�±°º�®�»Æ©�ÃTÄ�Ó0¬{®°û0¹�©�©0®°Ù{¬¾¯�³nÚvº�©#¯�©�;W³n®�8vÄ�¬zÔ�¼z¿�¿�»Æ³nÚvº�Ó
®°©0±�¿À©0ÅÒÃT³}Á{©0¹�©0´ZÃ�¼_º¾Â ¸o¬{´�Å�Ã�³n¬{´�±�³Æ´vÃ�Ó0Ù{®�¼zÖ�»Æ©0±

x̂ 7→ log Jac f(x0)
©ÒÃ

x̂ 7→ log dist (x0, I)
ðTñ â�ò�Þ·à�à ßÜ¢ »n©0¹�¹�© �¾§ �{ôÒ§
� � 
�
�� ? �@?A� ã íáéÒî?ø c ∈ X éÒø [a, b] çDî:í�î?øeé ä � ö è�èné�î ã î�ø ä íD�2í ö è?êDé R∗

+

ò � èÀé��{ínìÒøeé s ∈ [a, b]éÒøwç¾î<é â�ã î ñ ø.í ã î	æØérìÒç ä°öZ÷ èné γ : X̂ →]0, 1] øeéÒè ì#)0ç?é#F
∀x̂ ν

å ù ò ù ò , ∀n ≥ 0 , |dist (c, x−n) − s| ≥ γ(x̂)e−nε. ð �Zô
� çDø ä éÒæØéÒî?øwêzí�øD'`ènérì ãLä�÷ í�øeérì ν

å.ú �Òî � ä í�)0ç?érì�î � úZö ø.íD�zérì�ì�� ö ùZù ärã ñ $?éÒî?ø+ènéÒî?øcéÒæØéÒî?øwêDé�è ö�â~äTã î åø.í�* ä é�êDéaè ö×÷Òã ç¾èné Bc(s)
ò

�������
	���
�����
����
	��Àà�µÛ¼z¿�®�û�±W»n¼a¿�®�¬{¿À¬{±�³}ÃT³Æ¬{´ ��§ � ¯�©�Þ ½��DßÜ¢ »áµ·©0´�±�©0¹�Ö�»n©�¯�©0±w®�Ó�©0»Æ±
s ∈ [a, b]Úvº�³¶ÁzÓ0®�³0/?©0´ZÃ �

∑

n≥0

µ
{
y ∈ X , |dist (c, y) − s| < e−nε

}
< +∞ ð ¡vô

©�±°Ã�¯�©�¹�©�±�º�®°©�¯�© ½ ©�Ö4©�±�Ù{º�©
(b− a)

§�£ ³}Â¾¬{´�±wº�´:Ã�©0»À®�Ó0©�»
s
§¾½ µ í�î�� özä í ö î ñ é ¯�© ν

©�´ZÃT®T¼%6u´�© �
∑

n≥0

ν
{

ŷ ∈ X̂ , |dist (c, y−n) − s| < e−nε
}

< +∞.

½ ©a»n©�¹�¹�©#¯�© ;W¬z®�©0»hÕ � ¼z´ZÃ�©0»n»Æ³<³Æ¹�¿�»Æ³nÚvº�©#¼z»n¬{®°± �
∀x̂ ν

Õe¿ § ¿ §
, ∃n0(x̂) ∈ N , ∀n ≥ n0(x̂) , |dist (c, x−n) − s| ≥ e−nε.

R »$©~Â�³Æ±°Ã�©�¯�¬z´�Å�º�´�©p¸o¬z´�Å�Ã�³n¬{´�¹�©0±�º�®T¼zÖ�»Æ©
γ : X̂ →]0, 1]

Á{Ó0®°³@/R¼_´vÃ ð �ZôÒ§ .�¬zÃT¬{´�±�Úvº¶µ·©0»Æ»n©�©0±�Ã¿�®°©0±°ÚDº�©�¿?¼z®°Ã�¬{º�ÃW±°ÃT®°³nÅÒÃT©0¹�©0´ZÃW¿4¬{±°³ÆÃ�³ÆÁ{© ¢ Å0¼z®W»n¼p¸o®°¬{´ZÃT³nû�®�©�¯�©
Bc(s)

©0±�Ã�¯�©
µ
Õe¹�©0±�º�®�©#´vº�»Æ»n©

ðTñ â�òR»Æ³nÙ{´�© ð ¡vô°ôÒ§ 2

����� ��� � �  &$&* $&* ��� P �!�
X

1 »n»Æ©W³n´ZÃ�©0®°ÁD³Æ©0´�¯�®�¼�¯?¼z´�± »n¼#Å0¬z´�±°Ã�®�º�ÅÒÃT³n¬z´q¯�©�»u¼#¿�¼z®°Ã�³ÆÃT³Æ¬{´
η
§ Ý�¼z¿�¿4©�»n¬{´�±6Úvº�©

ε
©0±°Ã`¿À©�Ã�³ÆÃ

¯�©ÒÁ_¼z´ZÃ�»Æ©�¿�»nº�±�¿4©ÒÃT³ÆÃ&©~Â¾¿4¬{±�¼z´ZÃ
λ1
§

� 	��
	 �
�
����� �
� ? ����� èÑé��{ínìÒøcéaçDî<éWù özä ø.í�øÜí ã î �`î?íáé P = (Pj)j∈{1,...,N}
êDé X éÒî­éÒî�ì2éÒæ ÷ ènérìã ç �zé ä øoìpøeéÒè�èné�)0ç?é#F

G òHB � ö ùZùÀè^í ñ ö ø.í ã î f érìÒøwí�î���é ñ ø.íD�zé)éÒî ä érìÒø ä í ñ ø.í ã î - ñ $ ö )0ç?é ö ø ã æØé Pj

ò

�



J ò � è6é��{ínìÒøeéaç¾î<é â�ã î ñ ø.í ã î	æØérìÒç ä°öZ÷ èné δ : X̂ →]0, 1] �4� ä í � ö î?ø F
∀x̂ ν

å ù ò ù ò , ∀n ∈ N , d(x−n, ∂P) ≥ δ(x̂)e−nε

ã��
∂P ê �rìÒí ú î<épè ö�ä �ÒçDî?í ã î8êDérì ÷ÒãLä êLì)êDérì ã ç �zé ä øoì (Pj)j∈{1,··· ,N}

ò � ç¾ø ä éÒæØéÒî?ø&êzí�øD'
ènérì ãLä�÷ í�øcérì ν

å.ú �Òî � ä í�)0çRérì:î � úZö øÜíD�zérì�ì�� ö ùZù äTã ñ $?éÒî?ø�ènéÒî?øcéÒæØéÒî?øpêDé:è ö�â~äTã î?ø.í�* ä éOêDérìö ø ã æØérì�êDé P ò
� ´	Å0¬z´�±�º�»}ÃT©�®T¼Ø»Üµ ¼z®�ÃT³ÆÅ0»n©a¯�© ;Wº - -�³�Þ<; ßÜ¢ �T� ¿4¬{º�®�º�´�©)¯�Ó0¹�¬{´�±�ÃT®�¼_ÃT³Æ¬{´ ðTñ â�ò�Þ ½��yß ©0´	¯�³}Õ¹�©0´�±°³n¬{´ ¤yô~§¾½ µ·³n¯�Ó�©�©�±°ÃW¯�©#¯�Ó�Å0¬{º�¿4©�®

X
ïp»áµÛ¼z³n¯�©�¯<µÛÄZªD¿4©�®�±°º�®°¸.¼zÅ�©0±�®°Ó0©0»Æ»n©�±�±�µ ¼z¿�¿�º�ªZ¼_´vÃ�±�º�®

»ÜµÛ©�´�±�©�¹)Ö�»n©#Å0®�³}ÃT³ÆÚDº�© C ©�Ã�±�º�®�»ÜµÛ©�´�±�©�¹)Ö�»n©�¯<µÛ³Æ´�¯�Ó�Ã�©0®°¹�³Æ´?¼_ÃT³Æ¬{´ I § � ´×¿À©0®�ÃTº�®°Ö4©�©�´�±�º�³}ÃT©�Å�©¯�Ó�Å0¬{º�¿?¼zÙ{©p¿4¬zº�®&®�Ó�¼_»n³n±°©0®&»n©a¿À¬{³n´ZÃ
2 ð ¬{´O¿À©0º�Ã�º�ÃT³Æ»n³Æ±�©0®�ï�Å0©ÒÃ#©ÒÔ<©ÒÃ#»n¼q¿�®�¬{¿À¬{±°³ÆÃT³Æ¬{´ ��§ � ¯�©Þ ½��Dß Å0¬{¹�¹�©�¯?¼z´�±&»Æ©�»n©0¹�¹�© �¾§ �{ôÒ§

à#¬{®°Ó0´?¼�Á_¼z´ZÃ ¢ P ©0±°ÃØº�´�©�¿?¼z®°Ã�³ÆÃ�³n¬{´ ¯�©
X

ÁzÓ0®�³0/R¼z´ZÃ:Å�©0±�¿�®�¬{¿�®�³nÓÒÃTÓ�± § � ´ ´�¬zÃ�© P(z)»Üµ ¼_Ã�¬{¹�©�¯�© P Å�¬{´ZÃT©0´�¼z´ZÃ�»n©a¿À¬{³n´ZÃ
z ∈ X

©�Ã�¬{´�¼_¿�¿4©�»n»Æ© P Õc¼_¯�®�©�±�±�©�¯�© x̂
»u¼�±�º�³ÆÃT©

πP(x̂)¯�Ó5/?´�³Æ©p¿�¼z® �

πP :
X̂ −→ {1, . . . , N}N

x̂ 7−→ (an)n∈N

ÃT©�»$ÚDº�© Pan
= P(x−n).

.�¬zÃT¬{´�±�Úvº�©a»n¼ P Õe¼z¯�®�©�±�±°©�¯�© x̂
´�©aÅ0¬{´�Å0©0®°´�©pÚDº�©

�
»n©�¿?¼_±�±�Ó 	p¯�©

x̂
§

� � ��Ë+Ð ��Ê���� Ð0É �¶Ê(��� 
���� 
ÒÌ�Ï ��
����
.�¬zº�±�»n©�±WÅ�¬{´�±°Ã�®�º�³Æ±�¬{´�±�ï�»áµÛ¼z³Æ¯�©&¯�©0±�Ö�®T¼z´�ÅrÄ�©0±�³n´ZÁz©0®�±°©0±�¯�©�±�³ÆÃ�Ó0®°Ó0©0±W¯�©

f
§�1 ´:¿?¼z®�ÃT³ÆÅ0º¾Õ

»Æ³n©0® ¢ ´�¬zº�±&´¶µÛº¾ÃT³n»Æ³n±°¬{´�±�¿?¼_±�»n¼�ÃTÄ�Ó�¬{®�³Æ©�¯�© ² ©�±�³n´ §
����� �  ���#�
	#��
 * � '��  
 ��


² ¬zº�® ÃT¬{º�Ã
x̂ ∈ X̂

¢ ¬{´�´�¬zÃT© ð »n¬{®°±�Úvº¶µ·©0»Æ»n©�©~Â�³Æ±°Ã�© ô f−n
x̂

»n¼�Ö�®T¼_´�ÅrÄ�©&³n´ZÁ{©�®�±°©�¯�©
fn ¯�Ó /�´�³n©¼zºqÁz¬{³n±°³n´?¼zÙz©�¯�©

x0

ÁzÓ0®�³0/R¼z´ZÃ
f−n

x̂ (x0) = x−n
§v½ ¼�¿�®�¬{¿À¬{±°³ÆÃT³Æ¬{´)±°º�³ÆÁ_¼z´ZÃT©�±�ÃT³Æ¿�º�»n©�Úvº�©&¿À¬{º�®

ν
Õ�¿�®�©�±�Úvº�©	Ã�¬{º�Ã

x̂
¢ »n©�±ØÖ�®�¼z´�ÅrÄ�©�±×³n´ZÁ{©�®�±°©0±×»n©�»n¬{´�Ù8¯�©

x̂
±�¬{´ZÃ×¯�Ó5/?´�³Æ©0±:±°º�®:¯�©�±:Ö4¬zº�»n©�±

¬{º¾Á{©0®�ÃT©�±�´�¬z´OÃ�®�³ÆÁD³n¼z»n©�± §¾½ ¼�±°Ã�®�³ÆÅ�ÃT©�¿À¬{±°³ÆÃT³}ÁD³ÆÃTÓ#¯�©0±&©ÒÂ¾¿À¬{±T¼_´vÃ�±�¯�©
µ
©0±�Ã�³nÅ0³<Å0®�º�Å0³u¼_»n© §

� 	��
	 �
�
����� �
� � ��� � è�é��{ínìÒøcé êDérì â�ã î ñ ø.í ã î�ì�æØérìÒç ä°öZ÷ ènérì r : X̂ →]0, 1] éÒø C : X̂ →
[1, +∞[ øeéÒè�ènérì�)0çRé�ù ã ç ä ν

å ù ä érì )0ç?épø ã çDø x̂ éÒø$ù ã ç ä ø ã çDø n ≥ 0 F
G ò

f−n
x̂

érìÒøWê � �`î?íáé�ìÒç ä Bx0(r(x̂))
ò

J ò
Lip

(
f−n

x̂

)
≤ C(x̂)e−n(λ1−ε) ìÒç ä Bx0(r(x̂))

ò
N ò

dist
(
f−n

x̂

[
Bx0(r(x̂))

]
, I

)
≥ β(x̂)e−nε ò

O ò
f−n

x̂ [Bx0(r(x̂)) ] ⊂ P(x−n)
ò

�



½ ©0±q¿À¬{³n´ZÃ�± ¤ ©�Ã � ¬z´vÃ)Ó�ÃTÓ×¯�Ó0¹�¬{´ZÃT®�Ó�±q¿?¼z®!;�®�³n©�´�¯ ©�Ãqà#º�Á_¼z»�Þ<;�à ¤0ß ¯?¼z´�±q»Æ©:Å�¼_¯�®�©
Ä�¬z»n¬{¹�¬{®�¿�Ä�© ¢ »n©�Å�¼z±W¹�Ó�®�¬{¹�¬{®�¿�Ä�©�©�±°Ã�Ã�®T¼z³}ÃTÓ�¯?¼z´�±�»Üµ ¼_®°ÃT³ÆÅ0»Æ©�Þ·à�à ßÜ§ .�¬{º�±�´�©#®�©0¿�®�¬D¯�º�³n±°¬{´�±
¿?¼_±p»n¼:¿�®�©�º�Á{© §�½ ©�±�¿À¬{³Æ´vÃ�± � ©�Ã ¡ ±0µ·¬{Ö�ÃT³Æ©0´�´�©0´ZÃ�©�´­º¾ÃT³n»Æ³n±�¼z´ZÃ�»u¼×¯�Ó�Å0®°¬{³n±°±T¼z´�Å�©�©ÒÂ¾¿4¬z´�©0´¾Õ
Ã�³n©0»Æ»n©�¯�©0±aÖ�®�¼z´�ÅrÄ�©�±�³Æ´vÁz©0®°±�©0±p©�Ãa»Üµ ¼_¿�¿�®�¬DÅrÄ�©q»Æ©0´ZÃT©�¯�©�±p¬z®�Ö�³}ÃT©0±�´�Ó0ÙZ¼_Ã�³ÆÁz©0±�Á{©�®�± I ©�ÃaÁz©0®�±
»Æ©0±�¸o®�¬z´vÃ�³nû�®�©0±&¯�©�±�¼_ÃT¬{¹�©0±�¯�© P ðTñ â�òR»Æ©0¹�¹�© �¾§Æ¤ ©ÒÃ�¿�®�¬{¿ §À�D§ � Õ ð �Zô°ôÒ§

.�¬zº�±&¿4¬{±°¬{´�±&¿À¬{º�®�ÃT¬zº�Ã
x̂ ∈ X̂

�

W(x̂, r(x̂)) :=
{
ẑ ∈ X̂ / ∃t ∈ Bx0(r(x̂)) , ∀n ≥ 0 , z−n = f−n

x̂ (t)
}
⊂ X̂.

� ©pÖ4¬z®�Ó0»Æ³n©�´×±0µ·³n¯�©�´vÃ�³@/?©pï�º�´�©aÁ_¼z®�³ÆÓ�ÃTÓ�³Æ´�±°ÃT¼zÖ�»Æ©�»n¬DÅ�¼z»Æ© § � ´O¯�Ó /�´�³ÆÃ�¯�©a¹ Q0¹�© W(x̂, r(x̂))©�´ ®°©0¹�¿�»u¼���¼z´ZÃ�»n¼ØÖÀ¬{º�»n©�¬{º�Á{©�®°Ã�©�¿�¼z®�»u¼�Ö4¬{º�»n©�¸o©�®�¹�Ó0© § .�¬{º�±�º�ÃT³Æ»n³n±°©0®°¬{´�±#±°¬{º�Áz©0´ZÃp»áµ·¬{Ö¾Õ
±°©0®°Á_¼_Ã�³n¬{´�±°º�³ÆÁ_¼z´ZÃT© ¢ Úvº�³$¯�Ó0Å�¬{º�»Æ©p¯�©p»n¼)¿�®�¬z¿4¬{±°³ÆÃ�³n¬{´ ��§}¤ Õ ð ¡vô��
� � 
�� 	������ � �@? B érì!�Òè �ÒæØéÒî?ø�ìpêDé W(x̂, r(x̂))

ã î?ø�è ö æ	�ÒæØé P å�ö ê ä érìrì2é�)0ç?é x̂
ò

R »Z©0±�Ã+Å�»u¼z³Æ®¶Úvº¶µ·º�´�¿À¬{³n´ZÃ
ẑ
¯�© W(x̂, r(x̂))

©0±�Ã�©0´ZÃT³Æû0®�©�¹�©�´ZÃ6¯�Ó�ÃT©�®�¹�³n´�Ó`¿?¼_®�±�¼�Å�¬{´�¯�³}ÃT³Æ¬{´
³Æ´�³ÆÃ�³u¼z»Æ©

z0
§ = ³Æ´�±�³ ¢ »áµ·³n´ZÁ{©�®�±°©�¯�©w»u¼�®°©0±°Ã�®�³ÆÅ�ÃT³Æ¬{´p¯�©

π0

ï W(x̂, r(x̂))
¢ ´�¬zÃ�Ó

sx̂
¢ ©0±°Ã6Ö�³Æ©0´p¯�Ó /?´�³ §

½ ©#»Æ©0¹�¹�©&±°º�³ÆÁ_¼z´ZÃ�±°ÃT³Æ¿�º�»Æ©�Úvº�©�»n¼p¸o¬{´�Å�ÃT³Æ¬{´
∆
³Æ´ZÃT®�¬D¯�º�³}ÃT©�¯?¼z´�±�»u¼a¿�®�¬z¿4¬{±°³ÆÃ�³n¬{´ ¤{§Û� ©ÒÂ¾³Æ±°ÃT©

Ö�³Æ©0´�±�º�®�»Æ©0±�Á_¼z®�³ÆÓ�Ã�Ó0±�³n´�±°Ãr¼_Ö�»n©�±�»n¬DÅ�¼z»Æ©0± §
� � 
�
�� � ��� ë ã ç ä ν

å ù ä érì )0ç?éaø ã ç¾ø x̂ 'wè ö�â�ã î ñ øÜí ã î

∆ (x̂, sx̂(.)) :
Bx0(r(x̂)) −→ R

+

y 7−→
∏

p≥1
Jac f(x−p)

Jac f([sx̂(y)]−p)

érìÒøWêDé ñ è ö ìrì2é C∞ ' ìÒø ä í ñ øeéÒæØéÒî?ø$ù ã ìÒí�ø.íD�zéqéÒø ÷ÒãLä î �ré ò
�������
	���
�����
����
	 � ½ ¼q¿�®�©�º�Á{©�Å0¬{´�±�³n±�ÃT©pï)Á{Ó�®�³@/�©0®&Úvº�©�»n¼)±�Ó�®�³n©a¯�©�Ã�©0®�¹�©�Ù{Ó�´�Ó0®�¼z» �

vp(y) :=
Jac f ([sx̂(y)]−p)

Jac f (x−p)
− 1

Å�¬{´ZÁ{©0®°Ù{©	º�´�³Æ¸o¬{®°¹�Ó�¹�©�´vÃ�±°º�®
Bx0(r(x̂))

§ .�¬zÃT¬z´�±
ŷ := sx̂(y)

§ à�µÛ¼z¿�®�û�±Ø»ÜµÛ³Æ´�Ó0ÙZ¼_»n³ÆÃ�Ó:¯�©�±
¼zÅ�Å0®°¬{³n±°±�©0¹�©0´ZÃ�± /�´�³n± ¢ »áµ·³n´�Ó�ÙZ¼z»n³}ÃTÓ ð ¤yô ©ÒÃ�»u¼)¿�®°¬{¿4¬z±�³ÆÃ�³n¬{´ �¾§Æ¤ Õ ð �{ô~¢ ð �ZôÒ¢ ¬{´O¼ �
|Jac f(y−p) − Jac f(x−p)| ≤ V(β(x̂)e−pε)d(y−p, x−p) ≤ τ.(Crβ−δ)(x̂)e−p(λ1−(1+δ)ε).

½ ©a»n©�¹�¹�© �¾§}¤ ©0´ZÃT®�¼K6u´�©a¼_»n¬{®°± �
∀y ∈ Bx0(r(x̂)) , |vp(y)| ≤ τ.(Crβ−δ/α)(x̂)e−p(λ1−(2+δ)ε).

� ´ ¼ ¼z³Æ´�±�³p¹�¼��°¬{®�Ó­»u¼ ¸o¬z´�Å�Ã�³n¬{´
vp

¿?¼z®�»n©­Ã�©0®°¹�©AÙzÓ0´�Ó�®T¼z»�¯¶µÛº�´�© ±�Ó�®�³n©8Å0¬{´ZÁ{©�®�Ù{©�´ZÃT© §
½ ¼ ±°Ã�®�³nÅÒÃT© ¿À¬{±�³}ÃT³}Á¾³}ÃTÓ�¯�©

∆
¿�®°¬yÁD³Æ©0´ZÃO¯�©õ»áµ·³n´%�°©�Å�ÃT³}ÁD³ÆÃTÓ�¯�©0±O¼z¿�¿�»n³ÆÅ�¼_Ã�³n¬{´�±

(f−n
x̂ )n≥0

±�º�®
Bx0(r(x̂))

§
2

¤2�



��� � ����� �#* $&* ���	� 
�� �  �� +,*,��� A �#�
X̂

R »�³Æ´vÃ�©0®�Á¾³Æ©0´ZÃ`¯?¼z´�± »u¼#¯�Ó5/?´�³}ÃT³n¬z´q¯�©�»u¼#¿�¼z®°Ã�³ÆÃT³Æ¬{´
η
§Z� ©&ÖÀ¬{®�Ó�»n³Æ©0´)©�±°Ã`¯�Ó5/?´�³?Å0¬z¹�¹�©Wº�´�©

®°Ó0º�´�³Æ¬{´:¯�©�Áz¼_®�³nÓÒÃTÓ�±�³n´�±�Ãr¼zÖ�»n©0± W(ẑ, r(ẑ))
¯�¬{´ZÃ�»Æ©#®T¼�ªz¬{´

r
©ÒÃ�»u¼pÅ0¬{´�±°Ãr¼_´vÃ�©�¯�© ½ ³n¿�±�ÅrÄ�³}Ã.-

C ðTñ â�òR»Æ©0¹�¹�© ��§}¤yô ±°¬{´ZÃ#º�´�³Æ¸o¬{®°¹�Ó�¹�©�´vÃ�Ö4¬{®°´�Ó0±�©�Ã�¯�¬z´vÃ�»n©�±&Å0¬{´�¯�³ÆÃT³Æ¬{´�±�³Æ´�³ÆÃ�³u¼z»Æ©0± z0

±�¬z´vÃ
»Æ¬¾Å0¼z»n³Æ±�Ó0©�± §�£ ³}Â¾¬{´�±

ρ
¼z±°±�© -pÙ{®�¼z´�¯�©�Ã

c ∈ X
¯�©a±�¬z®°ÃT©aÚvº�©a»n©�ÖÀ¬{®°Ó0»n³Æ©0´ �

V̂ := {C ≤ ρ} ∩ {r ≥ 1/ρ} ∩ π−1
0 [Bc(1/4ρ)]

±°¬{³ÆÃW¯�©
ν
Õe¹�©0±°º�®�©#±°ÃT®°³nÅÒÃT©0¹�©0´ZÃ�¿À¬{±°³ÆÃ�³ÆÁ{© §�£ ³hÂ¾¬{´�±WÓ�ÙZ¼z»Æ©0¹�©0´ZÃ

s ∈ [1/4ρ, 1/2ρ]
Á{Ó�®�³@/?¼z´ZÃ�»u¼

Å�¬{´�Å0»Æº�±�³Æ¬{´O¯�º	»n©�¹�¹�© �¾§ �¾¢ Å0©�ÅrÄ�¬{³}ÂO±�µ ¼�ÁzÓ0®�©�®T¼:º�Ã�³n»Æ©p¯�¼z´�±�»u¼�¿�®�©�º�Á{©)¯�º	»n©�¹�¹�© ¡�§ �¾§ � ´
¯�Ó5/?´�³}Ã&»n©�ÖÀ¬{®�Ó�»n³n©�´ A ¯�©

X̂
¿?¼z®

A :=
⋃

ẑ∈bV

W(ẑ, r(ẑ)) ∩ π−1
0 [Bc(s)] .

� ¼
ν
Õe¹�©0±°º�®�©�©�±°Ã&±�ÃT®�³ÆÅ�Ã�©0¹�©0´ZÃ�¿À¬{±°³ÆÃT³}Á{© ð ³n»ÀÅ0¬z´vÃ�³n©�´vÃ V̂

ô ©�ÃW¿4¬zº�®WÃT¬zº�Ã
ẑ ∈ V̂

¢ »n©0±W¼z¿�¿�»Æ³nÅ0¼LÕ
Ã�³n¬{´�±

(f−n
ẑ )n∈N

±°¬{´ZÃ�Ö�³n©0´�¯�Ó5/?´�³Æ©0±&±�º�®
Bc(s) ð ¬{´O¼ s ≤ 1/2ρ

©�Ã
r ≥ 1/ρ

ôÒ§
½ ©�»Æ©0¹�¹�©�Ó�»nÓ0¹�©0´ZÃT¼z³n®°©p±°º�³ÆÁ_¼z´ZÃ#¿4©�®�¹�©�Ã�¯�©�»Æ¬¾Å0¼z»n³Æ±�©�®�»n©0±�¿4¬z³n´ZÃT±&¯�©

X̂
¯?¼z´�±#º�´�©�¯�©0±

Á_¼z®°³nÓ�Ã�Ó0±�³n´�±�Ãr¼zÖ�»Æ©0±w»n¬DÅ�¼z»Æ©0±wÚvº�³<¯�Ó5/?´�³Æ±�±�©�´ZÃ A ð »n¼ P Õc¼z¯�®°©0±°±�©�¯�© x̂
©0±°Ã�¯�Ó /?´�³n©�ï�»u¼�±°©0ÅÒÃT³n¬z´

�¾§·¡vô~§
� � 
�
�� � �	� � ã íáéÒî?ø ẑ ∈ V̂ éÒø ŵ ∈ W(ẑ, r(ẑ))

ò � í ŷ ∈ X̂ �4� ä í ��é�F

 ŷ éÒø ŵ

ã î?ø�è ö æ	�ÒæØé P å�ö ê ä érìrì2é ò

 dist (y0, c) < s �°éÒî�ù özä øÜí ñ çDè^íáé ä ìÒí ŷ ∈ A �ö è ãLä ì ŷ ∈ W(ẑ, r(ẑ))

ò
½ ¼õ¯�Ó0¹�¬{´�±�ÃT®T¼LÃT³n¬z´ ¯�Ó0Å0¬zº�»n©�³n¹�¹�Ó0¯�³n¼_ÃT©�¹�©�´vÃ)¯�©�»áµ·³n´%�°©�Å�ÃT³}ÁD³ÆÃTÓØ¯�©

f
©�´�®�©�±°Ã�®�³nÅÒÃT³Æ¬{´ ¼zº¾Â

¼_Ã�¬{¹�©0±�¯�© P ðrñ â�ò?¿�®°¬{¿ §À�¾§Û� Õ ð ¤yô�ô~§

� � � 
 ��Ë6ÊÑÐ~ÊÑÐÒÌ�É
η

� ��� � �!� � �  &$&* $&*�� �	*�� $&�  	�� �#*,��*  �
ξ

� ¬{³Æ©0´ZÃ P »u¼�¿?¼_®°ÃT³}ÃT³Æ¬{´)¯�©
X
³n´ZÃT®°¬¾¯�º�³ÆÃ�©�ï�»u¼�±�©�Å�ÃT³Æ¬{´ �¾§·¡ ©ÒÃ A »Æ©�Ö4¬{®°Ó0»Æ³n©0´q¯�©

X̂
¯�Ó5/?´�³

ïq»u¼)±°©0ÅÒÃT³n¬z´ ��§ �¾§ � ´O¯�Ó /�´�³ÆÃ&»n¼�¿�¼z®°Ã�³ÆÃT³Æ¬{´
ξ
¯�©

X̂
¿?¼z® �

ξ = π−1
0 (P)

∨
{A,Ac} . ð ¦{ô

.�¬{º�±�¿4¬z±�©0®°¬{´�±�¿?¼z®�»u¼ ±°º�³ÆÃ�©
η :=

∨
p≥0 gpξ

§ ² ¬zº�®qÃT¬{º�Ã
n ∈ N

¢ ±�¬{³}Ã
ξn

»n¼õ¿�¼z®°Ã�³ÆÃT³Æ¬{´
g−1ξ ∨ · · · ∨ g−nξ

§À½ ©0±�¿?¼z®�ÃT³ÆÃ�³n¬{´�±
ξ
©ÒÃ

ξn

¯�©
X̂
±°¬{´ZÃ�¯¶µ·©0´ZÃT®°¬{¿�³Æ©�/?´�³Æ© ð ©0»Æ»n©0±&¿À¬{±�±°û0¯�©�´ZÃº�´ ´�¬{¹�Ö�®�© /?´�³�¯¶µ ¼LÃT¬{¹�©0± ô ©�Ã�±�¬{´ZÃ�¹�©0±�º�®T¼zÖ�»Æ©0± § à#©�¿�»nº�± ¢ ©0»Æ»n©0±)ÁzÓ0®°³@/?©�´vÃ�»n¼	¿�®�¬{¿�®�³nÓÒÃTÓ

±°º�³ÆÁ_¼z´ZÃT© �
¤{¤
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	 � .�¬zº�±WÃT®�¼z³ÆÃ�¬{´�±�»n©�Å�¼z±

n = 1
¢ ¬z´×¿�®�¬DÅ0û�¯�©�¯�©�¹ Q0¹�©#¿À¬{º�®�º�´×©0´ZÃ�³n©0®

n
Úvº�©0»ÆÅ0¬{´�ÚDº�© §À² º�³n±°ÚDº�©

ν(A) > 0
¢ »n©�Ã�Ä�Ó0¬{®°û0¹�©�©0®°Ù{¬¾¯�³nÚvº�©�¯�© ;W³Æ®+8vÄ�¬zÔ ©�´ZÃT®T¼%6u´�© �

∀x̂ ν
Õe¿ § ¿ §

, ∃(pj)j∈N , ∀j ∈ N , gpj(x̂) ∈ A.

² ¼z®&¯�Ó /?´�³ÆÃT³Æ¬{´×¯�© A ¢ ³Æ»¶©ÒÂ¾³n±�ÃT©a¿À¬{º�®�ÃT¬zº�Ã j ∈ N
º�´�Ó�»nÓ0¹�©0´ZÃ

âj ∈ V̂
Á{Ó�®�³@/?¼z´ZÃ �

gpj(x̂) ∈ W(âj, r(âj)). ð�� ô
£ ³hÂ¾¬{´�±

ŷ ∈
[∨

p∈Z
gpξ

]
(x̂)

©ÒÃ�¹�¬{´ZÃT®°¬{´�±aÚvº�©
x̂ = ŷ

¢ í ò é ò$Úvº�©�»áµ·¬{´ ¼ y−q = x−q

¿À¬{º�®
Ã�¬{º�Ã

q ∈ N
§�² º�³n±°Úvº�©

gpj(x̂)
©�Ã

gpj(ŷ)
±�¬{´ZÃ�¯?¼z´�±�»n©�¹ Q�¹�©�¼_Ã�¬{¹�©�¯�© ∨

p∈Z
gpξ

¢ ¼z»n¬z®�±
gpj(x̂)

©ÒÃ
gpj(ŷ)

¬{´ZÃq»u¼�¹ Q0¹�© P Õc¼_¯�®�©�±�±�© ð Å�¼z® ξ ≥ π−1
0 P ô ©�Ã�Å�©�Ã�Ã�©�¼z¯�®°©0±�±°©�©0±°Ã�Å�©0»Æ»n©¯�©

âj ð ¯¶µÛ¼z¿�®�û�± ð�� ô ©ÒÃ�»u¼A®�©�¹Ø¼_®�Úvº�© ��§ �{ôÒ§ à#©õ¿�»nº�± ¢ gpj(ŷ) ∈ A Å�¼_®
gpj(x̂) ∈ A ©�Ã

∨
p∈Z

gpξ ≥ {A,Ac} §+½ ©:»Æ©0¹�¹�© ��§·¡ ¼_¿�¿�»n³ÆÚvº�Ó:ï âj ∈ V̂
¢
gpj(x̂) ∈ A ©ÒÃ

gpj(ŷ) ∈ A¹�¬{´ZÃT®°©�ÚDº�©
gpj(ŷ) ∈ W(âj, r(âj))

§
� ´O¼q¯�¬{´�Åa¿?¼_®�¯�Ó /?´�³}ÃT³Æ¬{´×¯�©0±&Á_¼z®�³ÆÓ�Ã�Ó0±�³n´�±°Ãr¼_Ö�»n©�± �
∀q ∈ N , ∀j ≥ 0 , d(y−q, x−q) ≤ d(y−q, (aj)−pj−q) + d((aj)−pj−q, x−q)

≤ 2C(âj)e
−(pj+q)(λ1−ε)

≤ 2ρe−(pj+q)(λ1−ε)

Å0¼z®
âj ∈ V̂ ⊂ {C ≤ ρ} §
� ´�¬{Ö�Ã�³n©0´ZÃ�¼z»Æ¬{®�± y−q = x−q

»Æ¬{®�±°Úvº�©
j
ÃT©�´�¯OÁz©0®°±�»ÜµÛ³Æ´ /?´�³ §

2

� � � ����� �#* $&* ���	�#�
η
��$ �! �
	 * �  ��
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� ¬{³}Ã
η
»u¼)¿�¼z®°Ã�³ÆÃT³Æ¬{´×¯�Ó�Å0®�¬z³n±�±�¼z´ZÃT©a¯�©

X̂
¯�Ó /�´�³n©a¿?¼z® �

η :=
∨

p≥0

gpξ.

� µ·©0±�Ã�º�´�©�¿?¼_®°ÃT³}ÃT³Æ¬{´	¹�©0±�º�®T¼zÖ�»Æ©�Å�¼z®
ξ
©0±�Ã�©�»n»Æ©ÒÕe¹ Q0¹�©)¹�©0±°º�®T¼zÖ�»n© ðrñ â�òÑ±�©�Å�ÃT³Æ¬{´ � §l�zôÒ§$½ ©0±¿�®°¬{¿�®°³nÓ�Ã�Ó0±×±°º�³ÆÁ_¼z´ZÃT©�±�±°©0®°¬{´ZÃ�º¾ÃT³n»Æ©0±:¿À¬{º�®�ÓÒÃr¼zÖ�»Æ³n®�»u¼ ¿�®�¬z¿4¬{±°³ÆÃ�³n¬{´ ¤z§ ��§ Ý�¼z¿�¿4©�»n¬{´�±×Úvº�©

Bc(s)
¢
V̂
©�Ã A ±�¬{´ZÃ�¯�Ó5/?´�³n±�ïq»u¼q±°©0Å�Ã�³n¬{´ ��§ �¾§

� � 
�
�� ���@?
G òHB érì �Òè �ÒæØéÒî?ø�ì�êDé ηx̂

ã î?ø`è ö æ	�ÒæØé P å�ö ê ä érìrì2é�)0ç?é x̂
ò

J ò � ã íáéÒî?ø x̂ ∈ A éÒø ẑ ∈ V̂ øeéÒè ì�)0ç?é x̂ ∈ W(ẑ, r(ẑ))
ò � è ãLä ì ηx̂ ⊂ W(ẑ, r(ẑ))

ò
N ò � èÑé��{ínìÒøeé#ç¾î<é â�ã î ñ øÜí ã îOæØérìÒç ä°öZ÷ èné r′ : X̂ →]0, 1] øeéÒè�èné )0ç?éWù ã ç ä ν

å ù ä érì )0çRé#ø ã ç¾ø x̂ 'ö � 0 < r′(x̂) ≤ r(x̂) ≤ 1 '÷ � ∀n ≥ 0 , f−n
x̂ (Bx0(r

′(x̂))) ⊂ Bc(s)
ã ç Bc(s)

c '
ñ � W(x̂, r′(x̂)) ⊂ ηx̂

ò
¤y�
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	 � ½ ©q¿À¬{³n´ZÃ ¤ ©0±�ÃpÅ0»u¼_³n® ¢ Å�¼_® ∨k≥0g
kξ ≥ ∨k≥0g

k(π−1
0 P)

§Ñ½ ©q¿À¬{³Æ´vÃ �
¿�®°¬2Á¾³Æ©0´ZÃ�¯�º	»n©�¹�¹�© ��§·¡ ¼z¿�¿�»n³ÆÚDº�Ó�¼zºDÂOÓ0»nÓ�¹�©�´ZÃT±

ŷ
¯�©

ηx̂
�
x̂
©�Ã

ŷ
¬{´ZÃ�¹ Q�¹�© P Õe¼z¯�®°©0±�±°©

ð ¿4¬{³Æ´ZÃ ¤yô ©�Ã ŷ ∈ A ð Å�¼z® x̂ ∈ A ©�Ã
η ≥ {A,Ac} ô~§

à#Ó�¹�¬{´ZÃ�®�¬{´�±�»n©�¿À¬{³n´ZÃ ��§w� µ·©0±�Ã:³nÅ�³�Úvº¶µÛ³Æ´ZÃT©0®�ÁD³n©0´ZÃØ»n©�ÅrÄ�¬{³hÂ ¯�º�®°Ó0©�»
s
©ÒÔ<©�Å�Ã�º�Ó	ïõ»u¼

±°©0Å�Ã�³n¬{´ ��§ ��� ³Æ»?´�¬{º�±�¼z±°±�º�®°©�Úvº�©�»n©&¯�³n¼z¹�ûÒÃT®°©�¯�©
f−n

x̂ (Bx0(r(x̂)))
¯�Ó0Å0®°¬46nÃwÖÀ©�¼zº�Å0¬{º�¿�¿�»nº�±

ÁD³ÆÃ�©�Úvº�©`»u¼�¯�³Æ±°ÃT¼z´�Å0© ©�´ZÃT®�©
x−n

©�ÃÑ»n©+Ö4¬{®°¯a¯�© »u¼�ÖÀ¬{º�»Æ©
Bc(s)

§2² ¬{±�¬{´�±
r′ := min{r, γ/2C} ¢¬73�»Æ©0±�¸o¬{´�ÅÒÃT³Æ¬{´�±

r, C
±°¬{´ZÃ�¯�Ó /?´�³n©0±�ï)»n¼)¿�®�¬{¿À¬{±°³ÆÃT³Æ¬{´ ��§}¤ ©�Ã

γ
¼_ºO»Æ©0¹�¹�© �¾§l�D§?² ¬{º�®�ÃT¬{º�Ã

z0 ∈ Bx0(r
′(x̂))

©�Ã&¿À¬{º�®�ÃT¬{º¾Ã
n ≥ 0

¢ ¬{´�¼ �

d(x−n, f−n
x̂ (z0)) ≤ C(x̂)e−nλ1+nε γ(x̂)

2C(x̂)

≤ 1
2
e−nλ1+2nε|d(c, x−n) − s|

≤ 1
2
|d(c, x−n) − s|.

� ´õ©0´ ¯�Ó0¯�º�³ÆÃpÚvº�©�±�³
d(c, x−n) > s ð ®°©0±°¿ § <

ô ¼z»n¬{®°±
f−n

x̂ (Bx0(r
′(x̂))) ⊂ Bc(s)

c ð ®�©�±�¿ §
Bc(s)

ô~§?½ ¼q¸o¬z´�Å�Ã�³n¬{´
r′
®°Ó�¼z»Æ³n±°©�¯�¬{´�Åp¼ ô ©ÒÃ�Ö ôÒ§

��Ó�®�³0/?¬{´�±�ÚDº�©�Ö ô ©�´ZÃT®T¼%6u´�©�Å ô~¢ Å_µÛ©�±°Ã&ï�¯�³n®�©�Úvº�©
g−nW(x̂, r′(x̂))

©�±°ÃWÅ0¬{´ZÃT©�´vº×¯?¼z´�±�º�´
¼_Ã�¬{¹�©)¯�©

ξ = {A,Ac} ∨ π−1
0 (P)

¿4¬{º�®�ÃT¬{º�Ã
n ≥ 0

§$² º�³n±°ÚDº�©
r′ ≤ r

¢ »Æ©0±�Ó0»ÆÓ0¹�©0´ZÃT±a¯�©
g−nW(x̂, r′(x̂))

¬{´ZÃq»n¼�¹ Q0¹�© P Õc¼z¯�®�©0±°±�© ðrñ â�ò+®°©0¹�¼z®�Úvº�© �¾§l�{ô ©�Ã�¯�¬z´�Å g−nW(x̂, r′(x̂))©�±°Ã)Å�¬{´ZÃT©�´Dº ¯?¼_´�±�º�´A¼_ÃT¬{¹�©�¯�©
π−1

0 (P)
§ �`©0´�¬z´�±�Õ�©0´ ï�»n¼O¿?¼_®°ÃT³}ÃT³Æ¬{´ {A,Ac} § à�µ ¼_¿�®�û�±Ö ô~¢ ¯�©0ºDÂOÅ�¼z±�±�©p¿�®�Ó�±�©�´vÃ�©0´ZÃ §¶� ³

f−n
x̂ (Bx0(r

′(x̂))) ⊂ Bc(s)
c ¢ ¼z»Æ¬{®�± g−nW(x̂, r′(x̂)) ⊂ Ac¿?¼_®�¯�Ó /?´�³ÆÃT³Æ¬{´�¯�© A §R� ³

f−n
x̂ (Bx0(r

′(x̂))) ⊂ Bc(s) ð  {ô¼z»Æ¬{®�±W¬{´�¯�³n±�¿À¬{±°©�¯�©0±�³n¹�¿�»n³ÆÅ�¼_Ã�³n¬{´�± �
g−n(x̂) ∈ A ⇒ g−nW(x̂, r′(x̂)) ⊂ A ©�Ã

g−n(x̂) /∈ A ⇒ g−nW(x̂, r′(x̂)) ⊂ Ac.

� ¬{¹�¹�©0´ ��¬{´�± ¿?¼z® ÁzÓ0®�³0/?©0®`»n¼�¿�®�©�¹�³Æû0®�©�³Æ¹�¿�»n³nÅ0¼_ÃT³Æ¬{´ §L² ¬zº�® ÃT¬{º�Ã
ŷ ∈ W(x̂, r′(x̂))

¢
g−n(x̂)©ÒÃ

g−n(ŷ)
¬{´ZÃ »n¼#¹ Q0¹�© P Õc¼_¯�®�©�±�±�© ðTñ â�ò{®�©0¹�¼z®°ÚDº�© ��§ �{ô ©ÒÃ »u¼�»n³nÙz´�© ð  {ô ©�´ZÃT®T¼%6u´�© f−n

x̂ (y0) ∈
Bc(s)

§?½ ©a»n©�¹�¹�© ��§·¡ ¸o¬{º�®°´�³ÆÃ&¼_»n¬{®°±
g−n(ŷ) ∈ A §² ¼_±�±�¬z´�±�ï�»n¼�¯�©�º¾Â¾³nû�¹�©p³n¹�¿�»n³ÆÅ�¼_Ã�³n¬{´ §?� º�¿�¿4¬{±°¬{´�±�¿?¼z®�»áµÛ¼zÖ�±�º�®�¯�©�ÚDº�©

g−n(x̂) /∈ A ©ÒÃ
Úvº¶µ·³n»D©ÒÂ¾³n±�ÃT©

ŷ ∈ W(x̂, r′(x̂))
Ã�©0»�Úvº�©

g−n(ŷ) ∈ A §%R »�©~Â¾³n±°Ã�©&¼z»n¬z®�± ẑ ∈ V̂
ÃT©�»�Úvº�©

g−n(ŷ) ∈
W(ẑ, r(ẑ))

§À² º�³Æ±�Úvº�©
g−n(x̂)

©ÒÃ
g−n(ŷ)

¬{´ZÃ#¹ Q0¹�© P Õe¼z¯�®°©0±�±°©�©ÒÃ f−n
x̂ (x0) ∈ Bc(s) ð ¿?¼z®»n¼)»n³nÙz´�© ð  zô�ôÒ¢ ¬{´�¼ g−n(x̂) ∈ W(ẑ, r(ẑ)) ⊂ A §R� ¬z´vÃ�®T¼z¯�³nÅ�Ã�³n¬{´ § 2

� ��� ���
	 ��� 
 $  � $&*�� � �!��+,� �# � � � 
&* $&*�� � ��� �
���

π0
� � � � ��� ��� �����2� � �C	

ηx̂
� � ¬{³n©�´ZÃ

ŷ, ẑ ∈ ηx̂

Ã�©0»6ÚDº�©
y0 = z0

§ R »6±�µ ¼_Ù{³ÆÃ#¯�©�Á{Ó�®�³0/?©0®
Úvº�©

y−p = z−p

¿4¬{º�®pÃ�¬{º�Ã
p ≥ 1

§�² ¬zº�®
p = 1

¢ ¬{´A®°©0¹�¼z®�Úvº�©�Úvº�©
y−1, z−1

±�¬{´ZÃ�¯?¼z´�±
º�´�¹ Q�¹�©�¼_Ã�¬{¹�©a¯�© P ðTñ â�òÀ»Æ©0¹�¹�© ¡�§ � Õ ð ¤yô�ô ±°º�®#»Æ©0Úvº�©0» f

©0±�Ã�³n´��°©0Å�Ã�³ÆÁz© ðTñ â�ò4¿�®�¬z¿4¬{±°³ÆÃ�³n¬{´�¾§Û� Õ ð ¤yô°ôÒ§ � ´O¿�®�¬DÅ0û�¯�©a¿?¼z®�³Æ´�¯�º�ÅÒÃT³n¬z´O¿À¬{º�® p ≥ 2
§

¤2�



? �
fn � � � � � � � � � ���2� � �C	

π0 (g−nηx̂)
� ² ¬zº�®

n = 1
¢ ¬{´­¬zÖ�±�©�®°Á{©�Úvº�©

g−1η
©0±�Ã�¿�»nº�±

/?´�©ØÚvº�©
π−1

0 P ©ÒÃ)Úvº�©
f
©0±�Ã)³n´��°©0Å�Ã�³ÆÁz©Ø±�º�®�»n©�±�¼LÃT¬{¹�©0±p¯�© P § � ´ ÃT®T¼_³ÆÃT©�©0´�Å0¬{®°©Ø»n©�Å�¼z±Ù{Ó�´�Ó0®�¼z»$¿?¼z®�³Æ´�¯�º�ÅÒÃT³Æ¬{´ §

� �
ηx̂

� � � �7�
� � ��� � ��� ��� � � ���2
���	%� � � ���2
���	 ����� � �	� � � � 
�� � � �
g−nη

� ² º�³n±�Úvº�©
»n¼)¿?¼z®°Ã�³ÆÃ�³n¬{´

η
©�±°Ã�¯�Ó�Å0®�¬z³n±�±�¼z´ZÃT© ¢ ÅrÄ?¼zÅ0º�´�¯�©p±�©�±�¼_ÃT¬{¹�©0±�©�±°Ã�®�Ó�º�´�³n¬z´O¯<µ ¼_Ã�¬{¹�©0±�¯�©

g−nη
§

½ ©Ø¿À¬{³Æ´vÃ
1
¹�¬z´vÃ�®�©�ÚDº�©

ẑ ∈ ηx̂

©�±°Ã�©0´ZÃT³Æû0®�©�¹�©�´ZÃ)¯�ÓÒÃT©0®°¹�³Æ´�Ó�¿?¼z®�±�¼�Å�¬{´�¯�³}ÃT³n¬z´8³n´�³ÆÃT³n¼z»n©
z0
§ R »�±�º P�Ãa¯�¬z´�Åq¯�©)¹�¬{´ZÃT®°©0®�Úvº�©

π0(ηx̂)
©�±°Ãa®�©�Å0¬{º¾Á{©0®�Ãp¿?¼z®�º�´�©)¸.¼z¹�³Æ»n»Æ©p¯�Ó0´�¬{¹�Ö�®T¼zÖ�»n©

¯¶µ·©0´�±�©0¹�Ö�»n©�±p¯�ºõÃeªD¿À©
π0([g

−nη]ẑ)
§$� µ·©0±�Ã�Ö�³Æ©0´ »Æ©qÅ�¼z±�¿�º�³n±�Úvº�©�Å�©0º¾ÂvÕeÅ�³ Å0¬{´ZÃ�³n©0´�´�©0´ZÃp¯�©0±

¬{º¾Á{©0®�ÃT±�¯�©
X
§�1 ´O©�Ô4©�Ã ¢ »Æ©�»n©�¹�¹�© ¡�§ � Õ ð �Zô ©�´vÃ�®T¼K6n´�© �

∀ẑ ν
Õ�¿ § ¿ §

, [g−nη]ẑ = g−n
(
ηgn(ẑ)

)
⊃ g−n [W (gn(ẑ), r′(gn(ẑ)))]
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r′
©0±°Ã�º�´�©a¸o¬z´�Å�Ã�³n¬{´�±°Ã�®�³ÆÅ�ÃT©�¹�©�´ZÃ&¿4¬{±°³ÆÃ�³ÆÁ{©

ν
Õe¿�®°©0±°ÚDº�©�¿?¼z®�ÃT¬{º¾Ã §

� �
hν(g

n) = H(g−nη | η)
� Ý�¼z¿�¿À©0»n¬z´�±ØÚvº�©

hν(g
n) = hν(g

−n) ðrñ â�òW±°©0Å�Ã�³n¬{´ � § �{ôÒ§à�µÛ¼z¿�®°û0±�»u¼	¿�®�¬{¿À¬{±�³}ÃT³Æ¬{´ ¡�§}¤{¢ »n¼	¿?¼z®�ÃT³ÆÃ�³n¬{´
ξn = g−1ξ ∨ · · · ∨ g−nξ

©0±�Ã�º�´ Ù{Ó0´�Ó�®T¼_Ã�©0º�®
¯¶µ·©0´ZÃ�®�¬{¿�³Æ©�/?´�³n©�¿À¬{º�®

g−n §R½ ©�ÃTÄ�Ó�¬{®�û�¹�© � § � ©0´ZÃT®�¼K6u´�©�¼_»n¬{®°± �

hν(g
−n) = hν(g

−n, ξn) = H
(
ξn|

∨
p≥1 gnp(ξn)

)

= H
(
g−1ξ ∨ · · · ∨ g−nξ|

∨
p≥0 gpξ

)

= H
(
g−1ξ ∨ · · · ∨ g−nξ ∨

(∨
p≥0 gpξ

) ∣∣∣
∨

p≥0 gpξ
)

= H(g−nη | η).


 � � � � � � � � ���
�
��� 	�� ∨
n≥0 M(g−nη)

�7��� � � � � � � �2� � M � R »�±0µÛ¼zÙ{³ÆÃ�¯�©aÁ{Ó�®�³0/?©0®�ÚDº�©
»n¼�¿?¼z®�ÃT³ÆÃ�³n¬{´ ∨

n≥0 g−nη
©�±°Ã�Ó�ÚDº�³ÆÁ_¼z»n©�´ZÃT©�ï	»u¼�¿?¼z®°Ã�³ÆÃ�³n¬{´­©0´ ¿À¬{³n´ZÃT±

ε ðTñ â�ò�±�©0ÅÒÃT³Æ¬{´ � § �{ôÒ¢¼zº¾ÃT®�©�¹�©�´ZÃØ¯�³}Ã ¢ Úvº�©	»Æ©0±�¿?¼z®°Ã�³ÆÃ�³n¬{´�±
(g−nη)n≥0

±�Ó�¿?¼z®°©0´ZÃ×»n©�±Ø¿À¬{³n´ZÃ�±�¯¶µ·º�´ ©�´�±�©�¹)Ö�»Æ©
ν
Õ

Ù{Ó�´�Ó0®°³nÚvº�© §R½ ©aÅ0¼z®T¼zÅÒÃTû�®�©a¯�Ó0Å�®�¬{³Æ±�±�¼z´ZÃ�¯�©
η
©0´ZÃT®�¼K6u´�© �

∀x̂ ν
Õe¿ § ¿ §

, ∀p ≥ 0 ,

p⋂

n=0

(
g−nη

)
x̂

=
(
g−pη

)
x̂

=

[
∨

n≥−p

gnξ

]
(x̂).

½ ¬{®°±�Úvº�©a»áµ·¬{´×¸.¼z³ÆÃWÃT©0´�¯�®�©
p
Á{©�®�±�»áµ·³n´ /?´�³ ¢ ¬z´O¬zÖ�ÃT³Æ©0´ZÃ �

∀x̂ ν
Õe¿ § ¿ §

,
⋂

n≥0

(
g−nη

)
x̂

=

[
∨

n∈Z

gnξ

]
(x̂) = {x̂} .

Å0¼z®
ξ
©0±�Ã#º�´�Ù{Ó�´�Ó0®�¼_ÃT©�º�®�¿4¬{º�®�»áµÛ¼zº�ÃT¬z¹�¬{®°¿�Ä�³Æ±�¹�©

g ðrñ â�òR¿�®�¬{¿À¬{±°³ÆÃT³Æ¬{´ ¡�§}¤yô~§
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� ��� � � ����� � � ��� �
�
L
� � ��� ��� �

ν
� 	 	�� � � �C� 	 �>	 � � � � � � Ö�±°©0®°Áz¬{´�±)Úvº�©�¯¶µÛ¼z¿�®°û0±p»n©0±

»Æ©0¹�¹�©�± �¾§ � ©�Ã ¡�§l� Õ ð �{ô~¢ L
©0±°Ã /?´�³Æ©�±°º�®Ø»Æ©�ÖÀ¬{®�Ó�»n³Æ©0´ A §W� ¬{³ÆÃ�¹Ø¼_³n´ZÃT©�´?¼z´ZÃ x̂

º�´ ¿À¬{³n´ZÃ
ν
Õ�Ù{Ó0´�Ó0®�³ÆÚvº�© § à�µÛ¼z¿�®°û0±�»Æ©�Ã�Ä�Ó�¬{®�û�¹�©�¯�© ;W³n®�8DÄ�¬zÔ ¢ ³Æ» ©ÒÂ¾³n±�ÃT©

p ∈ N
Ã�©0»`Úvº�©

g−p(x̂) ∈ A §� ¬{¹�¹�©
ηx̂ = gp

[
(g−pη)g−p(x̂)

] ¢ ¬{´õ¬{Ö�Ã�³n©�´vÃ ð σx̂

¯�Ó0±°³nÙ{´�©�»ÜµÛ³Æ´vÁz©0®°±�©�¯�©q»u¼:®°©0±�ÃT®�³ÆÅ�Ã�³n¬{´õ¯�©
π0

ï
ηx̂
¢ ñ â�ò?¿4¬z³n´ZÃ ¤yô#�

L(x̂) =
∫

π0(ηx̂)
∆(x̂, σx̂(y)) dm(y)

=
∫

π0◦gp[(g−pη)
g−p(x̂)]

∆(x̂, σx̂(y)) dm(y)

=
∫

fp◦π0[(g−pη)
g−p(x̂)]

∆(x̂, σx̂(y)) dm(y).

½ µÛ¼z¿�¿�»Æ³nÅ�¼LÃT³n¬z´
f p ©0±�Ã&³n´%�°©�Å�Ã�³ÆÁ{©�±°º�®�»n©�±�¿�®°¬%�°©0ÅÒÃT³n¬z´�± ð ¿?¼_® π0

ô ¯�©0±�¼_Ã�¬{¹�©0±�¯�©
g−pη

±�º�®
X

ðTñ â�ò<¿4¬{³Æ´ZÃ �{ô~§<½ ¼�¸o¬{®°¹)º�»Æ©�¯�©)ÅrÄ�¼z´�Ù{©�¹�©�´vÃ�¯�©�Á_¼z®�³n¼zÖ�»Æ©�©ÒÃ�»u¼�®�©0»n¼_ÃT³Æ¬{´�¯�©)Å0¬{¹�¹)º�ÃT¼_ÃT³Æ¬{´
f p ◦ π0 = π0 ◦ gp ©�´vÃ�®T¼K6n´�©0´ZÃ�¼z»Æ¬{®�± �

L(x̂) =
∫

π0[(g−pη)
g−p(x̂)]

∆ (x̂, σx̂(f
p(w))) Jac f p(w) dm(w)

=
∫

π0[(g−pη)
g−p(x̂)]

∆
(
x̂, gp ◦ σg−p(x̂)(w)

)
Jac f p(w) dm(w).

1 ´Oº�ÃT³Æ»n³n±�¼z´ZÃ�»n¼�¯�Ó /?´�³}ÃT³Æ¬{´×¯�©
∆
©�Ã�»ÜµÛ³Æ´�Å0»Æº�±�³Æ¬{´

(g−pη)g−p(x̂) ⊂ ηg−p(x̂)
¢ ¬{´�¬{Ö�Ã�³n©0´ZÃ �

L(x̂) =
∫

π0[(g−pη)
g−p(x̂)]

∆
(
g−p(x̂), σg−p(x̂)(w)

)
Jac f p(x−p) dm(w)

≤
∫

π0(η
g−p(x̂))

∆
(
g−p(x̂), σg−p(x̂)(w)

)
Jac f p(x−p) dm(w)

= Jac f p(x−p)L(g−p(x̂)).

� ©ÒÃ�ÃT©aÚvº?¼z´ZÃ�³ÆÃTÓa©�±°Ã /?´�³Æ© ¢ Å�¼_®
g−p(x̂) ∈ A §

� �@? � � ��� �
� � �����
�
L
� � � � � 	 � � � � 
�� � � 	 �
�
�������2�

ν
� 	 	�� � � �C� 	 � 	�� � � � � Ý�¼z¿�¿À©0»Æ¬{´�±

Úvº�©
sx̂

©0±�Ã�»áµ·³n´ZÁ{©�®�±�©×¯�©O»n¼�®�©�±°Ã�®�³nÅÒÃT³Æ¬{´ ¯�©
π0

ï W(x̂, r(x̂)) ðrñ â�ò�±°©0Å�Ã�³n¬{´ ��§}¤yô~§ à�µÛ¼z¿�®°û0±»Æ© »n©0¹�¹�© ¡�§ � Õ ð �ZôÒ¢ sx̂
©�Ã

σx̂
Å0¬��á´�Å0³Æ¯�©0´ZÃ�±°º�®

π0(W(x̂, r′(x̂))
¼�Á{©�Å­»ÜµÛ³Æ´vÁz©0®°±�©õ¯�©

π0
©0´

®°©0±°Ã�®�³ÆÅ�ÃT³Æ¬{´�ï W(x̂, r′(x̂))
§?½ ©�±�»Æ©0¹�¹�©�± ��§Û� ©ÒÃ ¡�§l� Õ ð �{ô ¸o¬{º�®°´�³n±°±�©0´ZÃ�¼z»Æ¬{®�± �

L(x̂) =

∫

π0(ηx̂)

∆(x̂, σx̂(y)) dm(y) ≥
∫

Bx0 (r′(x̂))

∆(x̂, sx̂(y)) dm(y) > 0.

� � �	� Ì�É �¶Ê$Ë��aÊÑÐÒÌ�É Í�Î Ê�

��ÌpË
�	� � Ç���Ç��
.�¬zº�±&¹�¬{´ZÃ�®�¬{´�±�Úvº�©p±�³$»n¼�¸o¬{®�¹�º�»n©�¯�© ² ©0±�³Æ´

hµ(f) = 2

k∑

i=1

λi ð �Zô

©�±°Ãw±T¼_Ã�³n±�¸.¼z³ÆÃ�© ¢ ¼z»Æ¬{®�±
µ
©0±�Ã�¼zÖ�±�¬z»nº�¹�©0´ZÃwÅ0¬{´ZÃ�³n´vº�©&¿?¼z®`®T¼_¿�¿4¬z®°Ãwïa»u¼�¹�©�±�º�®°©�Á{¬{»Æº�¹�©

m
±�º�®

X
§R½ ©�±#¼z®°Ù{º�¹�©0´ZÃT±&Úvº�³Ñ±�º�³ÆÁ{©�´ZÃ#±°¬{´ZÃ#Å�»u¼z±°±�³nÚvº�©�± ðTñ â�òR¿�¼z®&©ÒÂ¾©0¹�¿�»n©�Þ ½Ñ�_ß�ô~§ .�¬{º�±�º�Ã�³n»Æ³n±�¬z´�±

¤y¦



ÅrÄ?¼_Å0º�´�©�¯�©�±�¿�®�¬z¿�®�³ÆÓ�ÃTÓ�±#Á{Ó�®�³0/?Ó0©�±p¿�¼z®�»u¼�¿?¼z®°Ã�³ÆÃ�³n¬{´
η
§ � ´õ´�¬zÃT©

(νx̂)x̂∈ bX

º�´�©)¸.¼z¹�³n»Æ»n©a¯�©
¿�®°¬{Ö?¼zÖ�³n»n³}ÃTÓ�±�Å�¬{´�¯�³}ÃT³n¬z´�´�©0»Æ»n©�±�¯�©

ν
®�©0»n¼_ÃT³}Á{©�¹�©�´vÃ�ï

η
©ÒÃ

qx̂
»u¼�¹�©�±�º�®°©�¯�©�¿�®°¬{Ö?¼zÖ�³Æ»n³}ÃTÓ�±�º�®

X̂
¯�Ó5/?´�³n©a¿?¼_® �

∀B ∈ M , qx̂(B) :=
1

L(x̂)

∫

π0(B∩ηx̂)

∆(x̂, σx̂(y)) dm(y)
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σx̂

¯�Ó0±°³nÙ{´�©p»ÜµÛ³Æ´ZÁ{©0®°±�©a¯�©
π0

©0´O®�©0±�ÃT®°³nÅ�Ã�³n¬{´Oï
ηx̂ ðrñ â�ò?¿�®°¬{¿ §¶¤{§Û� Õ ð�� ô°ôÒ§

� � 
�
�� 
 ����� í è ö�â�ãLä æqçDèné�êDé�ë&érìÒí�î ��� �:érìÒø �4� ä í �I�ré(' ö è ãLä ì

∀n ≥ 1 , hν(g
n) =

∫

bX

log Jac fn(x0) dν(x̂).

�������
	���
�����
����
	 � ² º�³n±°Úvº�©�»ÜµÛ¬z´­¼
hν(g

n) = hµ(fn) = nhµ(f) ðrñ â�ò$±�©0ÅÒÃT³Æ¬{´ � § �Zô~¢ »u¼»Æ³nÙ{´�© ð �Zô ©�´vÃ�®T¼K6n´�© hν(g
n) = 2n

∑k
i=1 λi

§ � ´ ¯�³n±°¿4¬{±°©q¯¶µÛ¼zº�ÃT®°©�¿?¼z®°Ãa¯�©�»ÜµÛÓ�ÙZ¼z»Æ³ÆÃTÓ ðrñ â�ò$»u¼»Æ³nÙ{´�© ð �{ô~¢ ±�©�Å�ÃT³Æ¬{´ �¾§Æ¤2ô#�

2n
k∑

i=1

λi =

∫

X

log Jac fn(x) dµ(x).

� ´×ÃT©�®�¹�³n´�©�©�´�©~Â�¿�®�³n¹�¼z´ZÃ&Å0©ÒÃ�Ã�©p³Æ´ZÃTÓ0Ùz®T¼z»Æ©�»áµÛ¼z³n¯�©#¯�©a»u¼)¹�©0±�º�®�©
ν = π∗

0(µ)
§

2

à�¼z´�±p»Æ©0±�¯�©0º¾Âõ»Æ©0¹�¹�©�±#Úvº�³�±°º�³ÆÁz©0´ZÃ ¢ ´�¬{º�±�©ÒÂ¾¿�®°³n¹�¬{´�±�»Æ©0±�¹�©0¹)Ö�®�©0±�¯�©q»áµ·Ó0ÙZ¼z»Æ³ÆÃ�Ó�¯�º
»Æ©0¹�¹�© ¦D§Æ¤ ïq»áµÛ¼z³n¯�©�¯�©0±�¹�©0±�º�®�©0±

qx̂

©ÒÃ
νx̂
§

� � 
�
�� 
 �@? ë ã ç ä ø ã ç¾ø n ≥ 1 ' ã î ö F

hν(g
n) = H(g−nη | η) = −

∫

bX

log νx̂

[(
g−nη

)
x̂

]
dν(x̂).
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	 � ½ ¼ ¿�®�©�¹�³Æû0®°© Ó�ÙZ¼z»Æ³ÆÃTÓ ¿�®�¬2ÁD³n©0´ZÃ�¯�©8»n¼ ¿�®�¬{¿À¬{±°³ÆÃT³Æ¬{´ ¤{§Û� Õ ð ¡vô ©�Ã�»u¼¯�©�º¾Â¾³nû�¹�©a¯�©a»u¼)¯�Ó /?´�³}ÃT³Æ¬{´×¯�©a»áµ·©0´ZÃT®°¬{¿�³Æ©�Å0¬{´�¯�³ÆÃT³Æ¬{´�´�©�»n»Æ© §
2

� � 
�
�� 
 ��� ë ã ç ä ø ã ç¾ø n ≥ 1 ' ã î ö F
∫

bX

log Jac fn(x0) dν(x̂) = −
∫

bX

log qx̂

[(
g−nη

)
x̂

]
dν(x̂).
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	 � .�¬{º�±�º�Ã�³n»Æ³n±�¬z´�±)³nÅ�³�»n©�Å0¼z®T¼zÅÒÃTû�®�©�¯�Ó0Å�®�¬{³Æ±�±�¼z´ZÃØ¯�©
η
©ÒÃØ»n¼�¸o¬{®�¹�º�»n©

¯�©×ÅrÄ�¼z´�Ù{©�¹�©�´vÃ�¯�©:Á_¼z®°³u¼zÖ�»n© §6² ¬zº�®q±�³Æ¹�¿�»Æ³@/?©�®�»ÜµÛÓ�Å0®°³ÆÃTº�®�© ¢ ´�¬{º�±qÃ�®T¼z³}ÃT¬{´�±�»n©:Å0¼z±
n = 1

§
² º�³Æ±�Úvº�©a»áµ·¬{´O¼

(g−1η)x̂ = g−1
(
ηg(x̂)

) ¢ »u¼�¸o¬z´�Å�Ã�³n¬{´
Ψ
¯�Ó /?´�³n©a¿?¼z®

Ψ :
π0 [(g−1η)x̂] −→ π0

[
ηg(x̂)

]

x 7−→ f(x)
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©�±°ÃÑ±�º�® �°©0ÅÒÃT³}Á{© § à�µ ¼zº¾ÃT®�©`¿?¼_®°Ã ¢ »u¼�¿?¼_®°ÃT³}ÃT³Æ¬{´
η
Ó�Ãr¼_´vÃÑ¯�Ó0Å0®°¬{³n±°±T¼z´ZÃ�© ¢ ¬{´a¼�»áµ·³n´�Å0»nº�±�³n¬z´

(g−1η)x̂ ⊂
ηx̂
§$½ µ ¼_¿�¿�»n³ÆÅ�¼_Ã�³n¬{´

Ψ
©�±°Ãp¯�¬{´�Åq³Æ´%�°©0ÅÒÃT³}Á{©�¯¶µÛ¼z¿�®�û�±a»u¼:¿�®°¬{¿4¬z±�³ÆÃ�³n¬{´ ¤{§ � Õ ð �zôÒ§ � ´õ©0´ ¯�Ó�¯�º�³ÆÃ¿À¬{º�®

ν
Õ�¿�®�©�±�Úvº�©aÃT¬{º¾Ã

x̂
�

qx̂ [(g−1η)x̂] .L(x̂) =
∫

π0[(g−1η)x̂]
∆(x̂, σx̂(t)) dm(t)

=
∫

π0◦g−1[ηg(x̂)] ∆(x̂, σx̂(t)) dm(t)

=
∫
Ψ−1◦π0[ηg(x̂)] ∆

(
x̂, g−1 ◦ σg(x̂)(Ψ(t))

)
dm(t).

½ ¼)¸o¬{®�¹�º�»n©�¯�©pÅrÄ�¼z´�Ù{©�¹�©�´vÃ�¯�©�Á_¼z®�³n¼zÖ�»Æ©#©0´ZÃ�®T¼K6n´�©p¼z»n¬{®°± �
qx̂ [(g−1η)x̂] .L(x̂) =

∫
π0[ηg(x̂)] ∆

(
x̂, g−1 ◦ σg(x̂)(u)

)
Jac Ψ−1(u) dm(u)

=
∫

π0[ηg(x̂)] ∆
(
x̂, g−1 ◦ σg(x̂)(u)

) [
Jac f

(
π0 ◦ g−1 ◦ σg(x̂)(u)

)]−1
dm(u)

=
∫

π0[ηg(x̂)] ∆
(
g(x̂), σg(x̂)(u)

)
[Jac f(x0)]

−1 dm(u)

= L(g(x̂)). [Jac f(x0)]
−1 .¬73×»Æ©�¿?¼z±°±T¼zÙ{©�¯�©�»u¼)¯�©�º¾Â¾³nû0¹�©aï)»u¼�Ã�®�¬{³Æ±�³Æû0¹�©#»n³ÆÙ{´�©�¿�®�¬2ÁD³n©�´vÃ&¯�©�»u¼)¯�Ó5/?´�³ÆÃ�³n¬{´×¯�©

∆
§ � ´

©�´�¯�Ó�¯�º�³}Ã&»áµ·Ó0ÙZ¼z»Æ³ÆÃ�Ó �

∀x̂ ν
Õe¿ § ¿ §

, log Jac f(x0) + log
L(x̂)

L(g(x̂))
= − log qx̂

[
(g−1η)x̂

]
. ð �Zô

� ´�Ã�©0®°¹�³Æ´�©�»u¼a¿�®�©�º�Á{©#©0´Ø³Æ´ZÃTÓ0Ùz®T¼z´ZÃ ð �Zô ¿?¼z®w®T¼_¿�¿4¬z®°Ã�ï ν
©�Ã�©0´�º�ÃT³Æ»n³n±�¼z´ZÃ`±�¬{´�³n´ZÁ_¼z®�³n¼z´�Å�© §

� ¬{¹�¹�©�»u¼�¸o¬{´�ÅÒÃT³Æ¬{´
log L

´¶µ·©0±°Ã6¿?¼z±�¼�¿�®°³n¬{®°³
ν
Õ�³n´ZÃTÓ�Ù{®T¼_Ö�»n© ¢ ´�¬{º�±$¸.¼z³Æ±�¬{´�±$¼z¿�¿À©0»v¼zºa®°Ó0±�º�»ÆÃr¼LÃ

±°º�³ÆÁ_¼z´ZÃ ð ¬z´�´�¬_ÃT© log−(u) = min (log u, 0)
ô��
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�
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 �	����� �����	� � 	�� 	 � ? � ?�
�� ã í�ø ϕ çDî<é â�ã î ñ ø.í ã îAæØérìÒç ä°öZ÷ èné�ù ã ìÒí�ø.íD�zé)ìÒç ä X̂
ò � í

log− (ϕ ◦ g−1/ϕ) érìÒø ν
å í�î?ø�� úzä°öZ÷ èné(' ö è ãLä ì�F

∫

bX

log

(
ϕ ◦ g−1

ϕ

)
dν = 0.

��Ó�®�³0/?¬{´�±�ÚDº�©
ϕ = L ◦ g

±T¼_Ã�³n±°¸.¼_³ÆÃ�»n©0±�ÄZªD¿4¬zÃ�Ä�û0±°©0±a¯�©�Å0©)»Æ©0¹�¹�© §4½ ¼�¸o¬{´�Å�Ã�³n¬{´
ϕ
©0±�Ã

¿À¬{±�³}ÃT³}Á{©�©ÒÃ /?´�³Æ©
ν
Õ�¿�®�©�±�Úvº�©q¿�¼z®°Ã�¬{º�Ã�¯¶µÛ¼z¿�®°û0±�»n¼Ø¿�®°¬{¿4¬z±�³ÆÃ�³n¬{´ ¤{§Û� Õ ð � ôÒ§4² ¬zº�®�»u¼�¿�®�¬z¿�®�³ÆÓ�ÃTÓ¯¶µ·³n´ZÃ�Ó0Ù{®�¼zÖ�³n»Æ³ÆÃ�Ó ¢ »u¼)»n³ÆÙ{´�© ð �Zô ¸o¬{º�®°´�³ÆÃ �

∀x̂ ∈ {L ≤ L ◦ g} , 0 ≤ − log
L(x̂)

L ◦ g(x̂)
≤ log Jac f(x0)

Å0¼z®
qx̂

©�±°Ã�º�´�© ¹�©�±�º�®°© ¯�© ¿�®�¬zÖ?¼zÖ�³Æ»n³ÆÃ�Ó §w² º�³n±°Úvº�© »u¼­¸o¬z´�Å�Ã�³n¬{´
x̂ 7→ log Jac f(x0)

©0±°Ã
ν
Õ�³n´ZÃTÓ�Ù{®T¼_Ö�»n© ðTñ â�òR±°©0ÅÒÃT³n¬z´ �D§Æ¤yô~¢ ¬{´�¬{Ö�Ã�³n©�´vÃ �

∫

bX

 log−

(
L

L ◦ g

) dν =

∫

{L≤L◦g}

− log

(
L

L ◦ g

)
dν < +∞.

� ©�»u¼)ÃT©�®�¹�³n´�©�»n¼)¿�®�©�º�Á{©p¯�ºO»n©0¹�¹�© ¦¾§Û��§
2

.�¬zº�±�¹�¬z´vÃ�®�¬{´�±�¹Ø¼z³Æ´ZÃT©0´�¼z´ZÃ�Úvº�©�»n©�±�¹�©�±�º�®°©0±
qx̂

©ÒÃ
νx̂

Å0¬ ��´�Å�³n¯�©�´vÃa¿À¬{º�®
ν
Õe¿�®°©0±°ÚDº�©

Ã�¬{º�Ã
x̂
§ � ´OÓ�Ãr¼_Ö�»n³}Ã�ÃT¬{º¾Ã&¯¶µ ¼_Ö4¬{®°¯�Úvº¶µ·©0»Æ»n©�±�±�¬{´ZÃ�Ó0ÙZ¼z»Æ©0±�±°º�®&»n©0±&Ó�»nÓ0¹�©0´ZÃ�±�¯�©p»n¼

σ
Õc¼_»nÙ{û�Ö�®�©

M(g−nη)
¢ Å0©0Å�³$¿4¬zº�®�ÃT¬{º�Ã

n ≥ 0
�
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 � 
 ë ã ç ä ν
å ù ä érì )0ç?éaø ã ç¾ø x̂ éÒøÑù ã ç ä ø ã çDø n ≥ 0 ' ã î ö F

qx̂

[(
g−nη

)
x̂

]
= νx̂

[(
g−nη

)
x̂

]
. ð ¤2�Zô
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	 � ½ ©0±�»n©0¹�¹�©0± ¦¾§Æ¤z¢�¦¾§ �¾¢6¦¾§Û� ©�Ã�»áµ·³n´�Ó�ÙZ¼z»Æ³ÆÃTÓq¯�©:Å0¬{´ZÁz©ÒÂ¾³ÆÃ�Ó:¯�©
�z©�´�±�©�´
©�´vÃ�®T¼K6n´�©0´ZÃ �

0 =

∫

bX

log
qx̂ [(g−nη)x̂]

νx̂ [(g−nη)x̂]
dν(x̂) ≤ log

∫

bX

qx̂ [(g−nη)x̂]

νx̂ [(g−nη)x̂]
dν(x̂). ð ¤{¤yô

��´�© Ó0ÙZ¼_»n³ÆÃ�Ó+¯?¼_´�± ð ¤{¤2ô ©0´ZÃT®�¼K6u´�© ð ¤2�Zô Å�¼z®$»n¼�¸o¬{´�ÅÒÃT³n¬z´�»n¬{ÙZ¼_®�³ÆÃ�Ä�¹�©6©�±°ÃÑ±°Ã�®�³ÆÅ�ÃT©�¹�©�´ZÃÑÅ0¬{´�Å0¼�Á{© §�#Ó0®�³0/?¬{´�±w¯�¬{´�Å#Úvº�©#»Æ©�¹�©0¹�Ö�®�©�¯�©#¯�®�¬{³}ÃT©&¯�© ð ¤{¤yô ©0±�Ã�´vº�» §¾� ¬{¹�¹�©�»Æ©0±w¹�©�±�º�®°©0± qx̂

©ÒÃ
µx̂´�©�¯�Ó0¿À©0´�¯�©�´ZÃ�Úvº�©�¯�©�»áµÛ¼_ÃT¬{¹�©

ηx̂
¢ ¬z´�¼�¿?¼z® ¯�Ó5/?´�³ÆÃ�³n¬{´�¯�©0± ¿�®°¬{Ö?¼zÖ�³n»n³}ÃTÓ�±+Å0¬z´�¯�³ÆÃ�³n¬{´�´�©0»Æ»n©0± �

∫

bX

qx̂ [(g−nη)x̂]

νx̂ [(g−nη)x̂]
dν(x̂) =

∫

bX

[∫

ηx̂

qx̂ [(g−nη)t̂]

νx̂ [(g−nη)t̂]
dνx̂(t̂)

]
dν(x̂).

à�µÛ¼z¿�®°û0±&»u¼�¿�®�¬{¿À¬{±°³ÆÃT³Æ¬{´ ¤{§Û� Õ ð �Zô~¢ »Üµ ¼_Ã�¬{¹�© ηx̂
©�±°Ã&º�´�©a®°Ó0º�´�³Æ¬{´ ê �Òî ã æ ÷0ä°öZ÷ èné ¯<µ ¼_Ã�¬{¹�©0±�¯�©

g−nη
§?� ³

(Ai)i∈N

¯�Ó�±�³ÆÙ{´�©0´ZÃ�Å0©�±#¼LÃT¬{¹�©0± ¢ ¬{´O¼ �
∫

ηx̂

qx̂ [(g−nη)t̂]

νx̂ [(g−nη)t̂]
dνx̂(t̂) =

∑

i∈N

qx̂ (Ai)

νx̂ (Ai)
νx̂(Ai) =

∑

i∈N

qx̂ (Ai) = qx̂ (ηx̂) = 1.

R »¶ª�¼q¯�¬z´�ÅaÖ�³n©�´OÓ�ÙZ¼z»Æ³ÆÃTÓ#¯?¼z´�±&»u¼)»Æ³nÙ{´�© ð ¤{¤2ôÒ§ 2

� ´�º�ÃT³Æ»n³n±°©�¹�¼z³Æ´vÃ�©0´?¼_´vÃ�»n©#¸.¼z³}Ã�Úvº�©a»u¼
σ
Õc¼z»ÆÙ{û0Ö�®�© ∨

n≥0 M(g−nη)
Å0¬ ��´�Å�³n¯�©a¼�Á{©�ÅaÅ0©0»Æ»n©

¯�©�±&Ö4¬{®°Ó0»Æ³n©0´�±�¯�©
X̂
¿À¬{º�®&¬{Ö¾ÃT©0´�³n®�»ÜµÛ©~Â�¿�®�©0±°±�³Æ¬{´�¯�©

ν
�

� � 
�
�� 
 � � B¶ö æØérìÒç ä é ν �4� ä í ��é F

∀B ∈ M , ν(B) =

∫

bX

qx̂ (B) dν(x̂).

�������
	���
�����
����
	��
.�¬_ÃT¬{´�±
ν̃
»u¼�¹�©0±°º�®�©�¯�Ó /�´�³n©&¿?¼z®`»Æ©�¹�©0¹�Ö�®�©�¯�©�¯�®°¬{³ÆÃ�©�¯�©�»ÜµÛÓ�´�¬{´�Å�Ó §

R »Z±°º P�Ã+¯�©`Á{Ó�®�³0/?©0®�Úvº�©
ν̃
©ÒÃ

ν
Å0¬��á´�Å0³Æ¯�©0´ZÃ�±�º�®�»n©�±

σ
Õc¼_»nÙ{û�Ö�®�©�± M(g−nη)

»n¬{®°Úvº�©
n
¿�¼z®�Å�¬{º�®°Ã

N
§ 1 ´�©ÒÔ<©ÒÃ ¢ Å0©�»u¼�³n¹�¿�»Æ³nÚvº�©WÚvº�©&Å�©0±w¹�©�±�º�®°©0±wÅ0¬��á´�Å0³Æ¯�©0´ZÃ`±�º�®w»n¼

σ
Õc¼_»nÙ{û�Ö�®�© ∨n∈NM(g−nη)Úvº�³�´¶µÛ©�±°Ã�¼_º�ÃT®°©	Úvº�©	»áµÛ¼z»ÆÙ{û0Ö�®°©�¯�©0±:ÖÀ¬{®�Ó�»n³Æ©0´�± M ðrñ â�òW¿�®°¬{¿ §�¤{§ � Õ ð ¦zô�ôÒ§ Ý�¼z¿�¿À©0»Æ¬{´�±ØÚvº�©

M(g−nη)
©0±�ÃO»u¼

σ
Õc¼_»nÙ{û�Ö�®�© ©�´�Ù{©0´�¯�®�Ó�©­¿?¼_®O»Æ©0±

g−nη
Õe©�´�±�©�¹)Ö�»Æ©0±�©�ÃO»n©�±×©0´�±°©0¹)Ö�»n©0±

ν
Õ

´�Ó�Ù{»n³ÆÙ{©�¼_Ö�»n©�± ðrñ â�ò6±°©0Å�Ã�³n¬{´ �¾§Û�ZôÒ§Ñ² º�³Æ±�Úvº�© ν̃
©0±�Ãq¼zÖ�±°¬{»nº�¹�©�´vÃpÅ�¬{´ZÃT³n´vº�©�¿?¼z®a®T¼_¿�¿4¬z®°Ã�ï

ν
¢

»Æ©0±a¹�©�±�º�®°©0±
ν̃
©ÒÃ

ν
±�µ ¼_´�´vº�»n©�´vÃ�±�º�®�»n©�±a©0´�±°©0¹)Ö�»Æ©0±

ν
Õe´�Ó0Ù{»Æ³nÙ{©0¼zÖ�»n©�± §Ñ� ¬{³ÆÃp¹�¼z³n´ZÃT©�´?¼z´ZÃ

Bº�´
g−nη

Õe©�´�±�©�¹)Ö�»Æ© ¢ í ò é òZº�´ØÖÀ¬{®�Ó�»n³Æ©0´�®�Ó�º�´�³Æ¬{´�¯<µÛº�´�©�¸.¼z¹�³n»Æ»n© (Aα)α∈A

¯¶µ ¼LÃT¬{¹�©0±`¯�©
g−nη

§
à�µÛ¼z¿�®°û0± »n¼#¿�®�¬z¿4¬{±°³ÆÃ�³n¬{´ ¤{§ � Õ ð �{ôÒ¢ ¿4¬{º�®+ÃT¬{º¾Ã ν

Õ�¿�®�©�±�Úvº�©�ÃT¬{º¾Ã
x̂
¢
B∩ηx̂

©0±°Ã`Å�¬{´�±�ÃT³ÆÃ�º�Ó�¯¶µ·º�´�©
¸.¼z¹�³n»Æ»n©�¯�Ó0´�¬z¹)Ö�®T¼_Ö�»n©

(Aαj
)j∈N

¯�©pÃ�©0»n±�¼_Ã�¬{¹�©�± §À² º�³n±°Úvº�©
νx̂

©�Ã
qx̂

±�¬{´ZÃ�¿4¬{®�ÃTÓ�©0±#¿�¼z®
ηx̂
¢

»Æ©�»n©0¹�¹�© ¦¾§ ¦ ©�´ZÃT®T¼%6u´�© �
νx̂(B) = νx̂(B ∩ ηx̂) = νx̂(∪j∈NAαj

) = qx̂(∪j∈NAαj
) = qx̂(B ∩ ηx̂) = qx̂(B).
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� ´�¬{Ö�Ã�³n©0´ZÃ�¼z»Æ¬{®�±
ν̃(B) = ν(B)

©0´O³n´ZÃTÓ�Ù{®T¼z´ZÃ&¿?¼_®�®T¼z¿�¿À¬{®�Ã�ï
ν
±�º�®

X̂
§

2

.�¬zº�±$ÃT©0®°¹�³Æ´�¬{´�±<»u¼�¿�®�©�º�Á{©w¯�º�ÃTÄ�Ó0¬{®°û0¹�© ¤z§Æ¤ ©0´p©ÒÂ¾Ä�³ÆÖ?¼z´ZÃÑº�´�©`¯�©�´�±�³}ÃTÓ`¿À¬{º�®$»u¼�¹�©0±°º�®�©
¯�©a¿�®°¬{Ö?¼zÖ�³n»n³}ÃTÓ

µ = π0∗(ν)
§
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�
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 ��� B¶ö æØérìÒç ä é µ érìÒø öZ÷ ì ã è^çDæØéÒî?ø ñ ã î?ø.í�î?çRéWù özä�ä°ö ùZù ãLä øI-Øè ö æØérìÒç ä é � ã è^ç¾æØé
m ìÒç ä X

ò ë�è^çvì�ù ä � ñ ínì �ÒæØéÒî?øD'WéÒè�èné ö ù ã ç ä êDéÒî�ìÒí�ø���F

h(u) =

∫

A(u)

∆ (x̂, σx̂(u))

L(x̂)
dν(x̂)

ã��
A(u) :=

{
x̂ ∈ X̂ , u ∈ π0(ηx̂)

} ò
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	 � ½ ©a»n©�¹�¹�© ¦¾§ � ¹�¬{´ZÃ�®�©�Úvº�©p¿4¬{º�®�ÃT¬{º�Ã&ÖÀ¬{®°Ó0»n³Æ©0´ B ⊂ X

�

µ(B) = ν(π−1
0 B) =

∫

bX

[∫

π0[π−1
0 (B)∩ ηx̂]

∆ (x̂, σx̂(u))

L(x̂)
dm(u)

]
dν(x̂).

² º�³Æ±�Úvº�©a»áµ·¬{´O¼
π0

[
π−1

0 (B) ∩ ηx̂

]
= B ∩ π0 (ηx̂)

¢ ¬{´�¬{Ö�Ã�³n©0´ZÃ �

µ(B) =

∫

B

[∫

{x̂∈ bX ,u∈π0(ηx̂)}
∆ (x̂, σx̂(u))

L(x̂)
dν(x̂)

]
dm(u).

½ ¼q¹�©�±�º�®°©
µ
©�±°Ã�¯�¬{´�Å�¼_Ö�±�¬{»Æº�¹�©0´ZÃ&Å0¬{´ZÃ�³n´vº�©p¿?¼z®�®T¼_¿�¿4¬z®°Ã�ïq»u¼)¹�©0±°º�®�©aÁ{¬{»Æº�¹�©
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�`î?íáé ®�Ó0¼z»n³Æ±�©�»áµ·©0´ZÃT®°¬{¿�³n© §+½ ©�±)®�ÓÒ¸oÓ0®�©�´�Å0©�±�Ù{Ó0´�Ó�®T¼z»Æ©0±)±°¬{´ZÃq»n©�±)¼z®�ÃT³ÆÅ0»n©�±�¯�©:Ý�¬78vÄ�»Æ³n´�ÞÛÝ&¬ ¤�ßÜ¢
Þ·Ý�¬ �yß ©�Ã)¯�© ² ©�±�³Æ´ Þ ²w�LßÜ§ � ´­Å0¬{´�±°º�»ÆÃ�©0®�¼	¼zº�±°±�³W»Üµ ¼_¿�¿4©�´�¯�³ÆÅ0©�¯�ºA»n³}ÁD®�©�¯¶µ = ´�¬{±°¬yÁ�Þ = ´ ß ©�Ã
»Üµ ¼z®�ÃT³ÆÅ0»n©�¯�© � ¬{º�¯�û�´�©�Þ � ¬ ßÜ§

.�¬zº�±�´�¬{º�±�¿�»u¼ ��¬{´�±�¯¶µ·©0¹�Ö�»nÓ�©)¯?¼z´�±�»Æ©)Å�¼_¯�®�©q¯�ºõ±�ª¾±�ÃTû�¹�©q¯�ªD´?¼_¹�³ÆÚDº�©
(X̂, g, ν) ðTñ â�ò±°©0Å�Ã�³n¬{´ �D§ �Zô~§ � ´õ®T¼z¿�¿4©�»n»n©�Úvº�© M ¯�Ó0±°³nÙ{´�©q»n¼

σ
Õe¼z»nÙ{û�Ö�®�©�©0´�Ùz©0´�¯�®°Ó0©�¿?¼z®�»n¼�ÃT®°³nÖ�º ÖÀ¬{®°ÓÒÕ

»Æ³n©0´�´�© B ©�Ã�»n©�±�©0´�±�©0¹�Ö�»n©�±
ν
Õ�´�Ó0Ùz»n³nÙz©�¼zÖ�»Æ©0± ðrñ â�ò�±�©0ÅÒÃT³Æ¬{´ �¾§Û�ZôÒ§ .�¬zÃT¬{´�±�Úvº�©:»Æ©0±p®�Ó0±°º�»ÆÃT¼_ÃT±¿�®°Ó0±°©0´ZÃTÓ�±�³ÆÅ0³À±�¬{´ZÃ�©�´�Å0¬z®�©�Á_¼z»u¼_Ö�»n©�±�¯?¼_´�±�»n©�Å�¼z¯�®°©�¿�»Æº�±WÙ{Ó�´�Ó0®�¼z»<¯�©0± érìeù ö ñ érì�êDé B é ÷ érì ú çRé

ðTñ â�ò�Þ·Ý�¬ �yßÜ¢ ��¤yô~§

¤ �



����� � �  &$&* $&*�� � 

��´�© ù özä ø.í�øÜí ã î ¯�© X̂

©0±°Ã�º�´�©�Å0¬z»n»n©�Å�Ã�³n¬{´ ¯�©�±�¬zº�±�Õ�©0´�±°©0¹)Ö�»Æ©0±p¯�³n±D�°¬{³n´ZÃ�±p©ÒÃp´�¬{´­ÁD³Æ¯�©0±
®°©0Å0¬zº�ÁD®T¼z´ZÃ�º�´:Ö4¬z®�Ó0»Æ³n©�´�¯�©

X̂
¯�©

ν
Õe¹�©0±°º�®�©&ÃT¬_Ãr¼z»Æ© § � ´Ø´�¬zÃ�©

ε
»n¼p¿�¼z®°Ã�³ÆÃT³Æ¬{´�©0´Ø¿À¬{³Æ´vÃ�±W¯�©

X̂
§D½ ©0±wÓ0»ÆÓ0¹�©0´ZÃT±�¯¶µ·º�´�©#¿�¼z®°Ã�³ÆÃT³Æ¬{´

ξ
±�¬{´ZÃW¼z¿�¿À©0»nÓ�±�ö ø ã æØérì ©�Ã�¬{´Ø´�¬_ÃT©�³n´�¯�³}Ô<Ó�®�©�¹�¹�©0´ZÃ ξx̂¬{º

ξ(x̂)
Å0©0»Æº�³vÅ0¬{´ZÃ�©0´?¼z´ZÃ

x̂
§ ��´

ξ
å éÒî�ì2éÒæ ÷ èné ¯�Ó0±°³nÙ{´�©Wº�´�©w®�Ó�º�´�³Æ¬{´ ð ÚDº�©0»nÅ�¬{´�Úvº�© ô ¯¶µÛ¼_ÃT¬z¹�©�±¯�©

ξ
§ � ´�¯�³ÆÃwÚvº�©�¯�©0ºDÂØ¿�¼z®°Ã�³ÆÃT³Æ¬{´�±

ξ
©ÒÃ

ζ
±�¬{´ZÃ �+)0ç¾íD� ö ènéÒî?øeérì ±�³R³n»�©ÒÂ¾³n±�ÃT©�º�´ØÖÀ¬{®�Ó�»n³Æ©0´ Z

¯�©
ν
Õ�¹�©�±�º�®°©WÃT¬_Ãr¼z»Æ©wÃ�©0»�Úvº�©

ξx̂∩Z = ζx̂∩Z
¿4¬{º�®6ÃT¬zº�Ã

x̂ ∈ Z
§ � ´�Å0¬{´�¸o¬z´�¯�®T¼�³Æ¹�¿�»n³nÅ�³ÆÃ�©0¹�©0´ZÃ

¯�©�º¾Â�¿?¼z®°Ã�³ÆÃ�³n¬{´�±�Ó�Úvº�³ÆÁ_¼z»Æ©0´ZÃT©�± § ��´�©�¿�¼z®°Ã�³ÆÃT³Æ¬{´
ξ
©�±°Ã ùÀè^çZì �`î<é Úvº¶µ·º�´�©�¿?¼z®°Ã�³ÆÃ�³n¬{´ ζ ð ´�¬zÃTÓ

ξ ≥ ζ
ô ±°³$¬{´O¼

ξx̂ ⊂ ζx̂

¿À¬{º�®
ν
Õe¿�®°©0±�Úvº�©aÃT¬zº�Ã

x̂
§

� Ãr¼z´ZÃ�¯�¬z´�´�Ó0©×º�´�©×¿?¼z®�ÃT³ÆÃ�³n¬{´
ξ
¢ ¬{´ ´�¬zÃ�© M(ξ)

»n¼�±�¬{º�±�Õc¼_»nÙ{û�Ö�®�©:¯�© M ©0´�Ù{©�´�¯�®°Ó0©
¿?¼_®#»n©�±

ξ
Õ�©0´�±°©0¹)Ö�»n©0±�¯�© B ©ÒÃ�»Æ©0±�©�´�±�©�¹)Ö�»n©�±

ν
Õe´�Ó0Ù{»Æ³nÙ{©0¼zÖ�»n©�± §
= º¾ÃT®�©�¹�©�´ZÃ�¯�³ÆÃ ¢ M(ξ)

©0±�Ã
»n¼�Å�¬{¹�¿�»nÓ�Ã�Ó0© ð ¿À¬{º�®�»u¼�¹�©0±�º�®�© ν

ô ¯�©�»u¼
σ
Õe¼z»nÙ{û�Ö�®�©a©�´�Ù{©0´�¯�®�Ó�©)¿?¼z®�»n©�±

ξ
Õe©0´�±�©0¹�Ö�»n©�±�¹�©ÒÕ

±°º�®T¼zÖ�»n©0± §R² ¼z®&©~Â�©�¹�¿�»n©�»u¼q±°¬{º�±�Õe¼z»nÙzû0Ö�®°© M(ε)
Å�¬���´�Å0³n¯�©�¼�Áz©0ÅpÅ0©a»n»Æ©�¯�©0±&ÖÀ¬{®�Ó�»n³Æ©0´�± M §

� ¬{³}Ã
(ξi)i∈N

º�´�©:¸.¼_¹�³Æ»n»n©q¯�©×¿?¼z®°Ã�³ÆÃ�³n¬{´�±p¯�©
X̂
§ � ´ ´�¬zÃT© ∨i∈NM(ξi)

»n¼�¿�»nº�±)¿4©ÒÃT³}ÃT©
ð í ò é ò&»ÜµÛ³Æ´vÃ�©0®°±�©0ÅÒÃT³Æ¬{´ ô ¯�©0±O±�¬zº�±�Õe¼z»nÙ{û�Ö�®�©�±�¯�© M Å0¬{´ZÃ�©0´?¼z´ZÃ�»n©�±OÓ�»nÓ�¹�©�´vÃ�±�¯�©­»n¼ ¸.¼_¹�³Æ»n»n©
(M(ξi))i∈N

§ � ´ ´�¬_ÃT© ∨i∈Nξi
»u¼8¿�¼z®°Ã�³ÆÃT³Æ¬{´�¯�¬{´ZÃ×»n©�±×¼_ÃT¬z¹�©�±:±�¬{´ZÃ�»Æ©0±:±°¬{º�±�Õ�©0´�±°©0¹)Ö�»n©0±

∩i∈NAi
¢ ¬73

Ai ∈ ξi
§ � Ö�±°©0®�Á{¬{´�±�Úvº�©a»áµ·¬{´O¼

(∨i∈Nξi) (x̂) = ∩i∈Nξi(x̂)
§

� ¬{³}Ã
ξ
º�´�©�¿�¼z®°Ã�³ÆÃT³Æ¬{´×¯�©

X̂
¯<µ ¼_Ã�¬{¹�©0±

(ξα)α∈I
§
� ´�´�¬zÃ�©p³Æ´�¯�³}Ô<Ó�®�©0¹�¹�©0´ZÃ

g(ξ)
¬{º

gξ»n¼�¿�¼z®°Ã�³ÆÃT³Æ¬{´�¯¶µÛ¼_ÃT¬{¹�©0±
(g(ξα))α∈I

§ � ´�¼�¯�¬{´�Å
(gξ)x̂ = g

(
ξg−1(x̂)

) § ��´�©�¿?¼_®°ÃT³}ÃT³Æ¬{´
ξ
©0±°Ã

¯�³}ÃT© ê � ñ ärã ínìrì ö î?øeé ±�³ g−1(ξ)
©0±°Ãa¿�»nº�± /�´�©)Úvº�©

ξ
§<½ ¼Ø¿?¼z®�ÃT³ÆÃ�³n¬{´ ∨

p≥0 gp(ξ)
©0±�ÃaÖ�³n©�´ ± 	�®

¯�Ó�Å0®°¬{³n±°±T¼z´ZÃT© §
� ´�´�¬_ÃT©
ξ−

»u¼)¿�¼z®°Ã�³ÆÃT³Æ¬{´ ∨
p≥0 g−p(ξ)

§
��� � � �  &$&* $&*�� � 
 	 ��
 
! "� � +,��


��´�©�¿?¼z®�ÃT³ÆÃ�³n¬{´
ξ
¯�©

X̂
©0±�Ã æØérìÒç ä�öZ÷ èné ±°³<³n»À©ÒÂ¾³Æ±°ÃT©#º�´�©#¸.¼z¹�³n»Æ»n©�¯�Ó0´�¬{¹�Ö�®T¼zÖ�»n© (Bn)n∈N¯�©

ξ
Õe©0´�±�©0¹�Ö�»n©�±�¹�©�±�º�®�¼zÖ�»n©�±�ÃT©0»Æ»n©�Úvº�©

∀C, C ′ ¼_ÃT¬{¹�©0±�¯�© ξ , ∃n ∈ N / C ⊂ Bn

©�Ã
C ′ ⊂ Bc

n

¬{º�Ö�³n©0´
C ⊂ Bc

n

©ÒÃ
C ′ ⊂ Bn.

½ ¼�¿?¼z®°Ã�³ÆÃ�³n¬{´õ©0´­¿4¬z³n´ZÃT±
ε
©�±°Ã�º�´8©~Â�©�¹�¿�»n©�¯�©�¿?¼z®°Ã�³ÆÃ�³n¬{´õ¹�©0±�º�®T¼zÖ�»Æ© §�� ³

(ξi)i∈N

¯�Ó0±�³ÆÙ{´�©
º�´�©p¸.¼z¹�³n»Æ»n©�¯�©�¿?¼_®°ÃT³}ÃT³Æ¬{´�±�¹�©0±�º�®T¼zÖ�»Æ©0± ¢ ¼_»n¬{®°±�»n¼�¿�¼z®°Ã�³ÆÃT³Æ¬{´ ∨i∈Nξi

©0±�Ã�©�´�Å0¬{®°©�¹�©0±°º�®T¼zÖ�»n©
©ÒÃ�¬z´�¼ M (∨i∈Nξi) = ∨i∈NM (ξi) ðTñ â�ò�Þ·Ý�¬ ¤Òßá¢ �T��§Û�ZôÒ§ 1 ´ ¿?¼z®°Ã�³nÅ�º�»n³Æ©0® ¢ ±�³&»u¼	¿�¼z®°Ã�³ÆÃT³Æ¬{´
∨i∈Nξi

©�±°Ã�Ó0Úvº�³}Áz¼_»n©0´ZÃ�©�ï�»u¼�¿?¼z®�ÃT³}ÃT³n¬z´×©0´�¿À¬{³Æ´vÃ�±
ε
¢ ¼z»n¬{®°± ∨i∈NM(ξi)

Å0¬ ��´�Å�³n¯�©p¼�Á{©�Å M §
� ´�¯�³n±°¿4¬z±�©a¯�º�ÃTÄ�Ó�¬{®�û�¹�©�¸o¬{´�¯�¼z¹�©�´ZÃr¼z»¶±°º�³ÆÁ_¼z´ZÃ ðTñ â�ò�Þ·Ý�¬ ¤�ßÜ¢ �r��§}¤yô��
�������
	���
�� � ��� � � ��� � � ��� 
 � ã í�ø ξ ç¾î<é�ù özä ø.í�ø.í ã î æØérìÒç ä°öZ÷ èné�êDé X̂

ò ë ã ç ä ν
å ù ä érì )0ç?é

ø ã ç¾ø x̂ ∈ X̂ 'wí�è+é��{ínìÒøcé�ç¾î<épæØérìÒç ä é�êDé�ù äTãz÷röZ÷ í�è^í�ø�� νx̂
ìÒç ä X̂ øcéÒè�èné#)0ç?é#F


 νx̂
érìÒøÑù ãLä ø �ré�ù özä è+� ö ø ã æØé ξx̂

éÒøwî<é�ê �eù?éÒîÀê&)0ç?é�êDé ñ éÒø ö ø ã æØé ò

 ù ã ç ä ø ã çDø ÷ÒãLä �Òè^íáéÒî C êDé X̂ 'qè ö�â�ã î ñ ø.í ã î x̂ → νx̂(C) érìÒø�æØérìÒç ä°öZ÷ èné­éÒø ã î ö

ν(C) =
∫

bX
νx̂(C) dν(x̂)

ò
� î<éqøeéÒè�èné â�ö æqí�è�èné�érìÒø ν

å ù ä érì )0ç?é�ì�� ä éÒæØéÒî?ø�ç¾î?í�)0ç?éØéÒø ã î è+� ö ùZù?éÒè�èné�ç¾î<é â�ö æqí�è�èné�êDé�ù äTãLå÷röZ÷ í�è^í�ø �rì ñ ã îÀêzí�ø.í ã î?î<éÒè�ènérìpêDé ν ù ã ç ä è ö ù özä øÜí�ø.í ã î ξ
ò

�z�



����� � � $  � �#*,� ��$�� ��� �  � $&��
! 

� ¬{³Æ©0´ZÃ

ζ
©�Ã

ξ
¯�©0º¾Â ¿?¼z®�ÃT³ÆÃ�³n¬{´�±Ø¹�©0±�º�®T¼zÖ�»Æ©0±:¯�©

X̂
§�½ µ éÒî?ø äTã ùÀíáéõêDé ζ

©ÒÃ�»áµ éÒî?ø äTã ùÀíáé
ñ ã îÀêzí�ø.í ã î?î<éÒè�ènépêDé ζ ì ö ñ $ ö î?ø ξ

±°¬{´ZÃ�¯�Ó /?´�³n©0±�®�©�±�¿À©0ÅÒÃT³ÆÁz©0¹�©0´ZÃ�¿?¼z® �

H(ζ) := −
∫

bX

log ν(ζx̂) dν(x̂)

H(ζ|ξ) := −
∫

bX

log νξ,x̂(ζx̂) dν(x̂)

¬73
(νξ,x̂)x̂

©�±°Ã�º�´Ø±�ª¾±�ÃTû�¹�©�¯�©�¿�®�¬{Ö�¼zÖ�³n»Æ³ÆÃ�Ó0± Å0¬z´�¯�³ÆÃ�³n¬{´�´�©0»Æ»n©0±+¯�©
ν
¿À¬{º�®`»u¼�¿?¼z®�ÃT³}ÃT³n¬z´

ξ ðTñ â�òÃ�Ä�Ó0¬{®°û0¹�© � §}¤yôÒ§Ñ² ¼z®aÅ0¬{´ZÁ{©�´ZÃT³n¬z´ ¢ ¬{´ ¿4¬{±°© ∫
C
∞ dν = 0 ð ®�©0±°¿ § ∞ ô ±�³

ν(C) = 0 ð ®�©�±�¿ §
> 0

ôÒ§
� ´�¯�³Æ±�¿À¬{±�©a¯�©a»áµ·Ó0Ù{¼z»n³}ÃTÓ
H(ζ ∨ ξ|ξ) = H(ζ|ξ) §

½ µ éÒî?ø äTã ùÀíáé�êDé ν
ä éÒè ö ø.íD�zéÒæØéÒî?ø - ζ

©�Ã&»Üµ éÒî?ø äTã ùÀíáé�êDé ν
±�¬{´ZÃ�¯�Ó5/?´�³n©�±�¿�¼z® �

hν(g, ζ) := H(ζ|g−1ζ−) = H(ζ|
∨

p≥1

g−p(ζ))

hν(g) := sup
{

hν(g, ζ) , ζ
¿?¼z®°Ã�³ÆÃ�³n¬{´×¹�©0±°º�®T¼zÖ�»n©�¯�©

X̂
}

.

² ¬{º�®qÃT¬{º¾Ã
n ∈ N

¢ ¬{´ ¯�³Æ±�¿À¬{±�©�¯�©�±�Ó�ÙZ¼z»n³}ÃTÓ�±
hν(g

n) = hν(g
−n)

¢
hν(g

n) = hµ(f
n)

©�Ã
hµ(fn) = n.hµ(f) ðTñ â�ò�Þ·Ý�¬ �yßÜ¢ � �Zô~§

� ´�¯�³}Ã&Úvº¶µÛº�´�©�¿?¼_®°ÃT³}ÃT³Æ¬{´×¹�©�±�º�®�¼zÖ�»Æ©
ζ
©0±°Ã�º�´	ú �Òî � ä�ö øeéÒç äq¿4¬{º�®�»Üµ ¼_º�ÃT¬{¹�¬{®°¿�Ä�³n±°¹�© g

ð ¬{º g−1 ô ±°³�¿À¬{º�® ν
Õ�¿�®�©�±�Úvº�©�ÃT¬zº�Ã

x̂
¢ »áµÛ¼_ÃT¬{¹�© (∨

p∈Z
gpζ

)
(x̂)

©0±�Ã`®�Ó�¯�º�³ÆÃ ï {x̂} ðrñ â�ò?Þ·Ý�¬ �yßÜ¢
�T��§l¦zôÒ§
= º�Ã�®�©�¹�©�´vÃ#¯�³ÆÃ ¢

ζ
©0±�Ã�º�´	ÙzÓ0´�Ó�®T¼_Ã�©0º�®�±�³�»u¼�¿?¼z®°Ã�³ÆÃ�³n¬{´ ∨

p∈Z
gpζ

©0±�Ã�Ó0Úvº�³}Á_¼z»n©�´vÃ�©�ï
»n¼�¿?¼z®�ÃT³}ÃT³n¬z´­©�´ ¿4¬{³Æ´ZÃT±

ε
§ .�¬{º�±)º�Ã�³n»Æ³n±�¬z´�±a»n©Ø®°Ó0±°º�»ÆÃT¼_Ã�¸o¬{´�¯?¼z¹�©0´ZÃr¼z»w±�º�³ÆÁ_¼z´ZÃ ðTñ â�ò�ÞÛÝ&¬ �yßÜ¢� �Zô#�

�������
	���
�� � �@? ��� � ��
�� �2�
	�� � � � ��� � ��
 � í ζ érìÒø4ç¾î ú �Òî � ä°ö øeéÒç ä ê���éÒî?ø äTã ùÀíáé �`î?íáé(' ö è ãLä ì
hν(g) = H(g, ζ)

ò
.�¬zÃT¬{´�±�Úvº�©)»ÜµÛ©~Â¾³n±°Ã�©0´�Å�©�¯¶µ·º�´	ÙzÓ0´�Ó�®T¼_Ã�©0º�®�©0±°Ã�¼z±�±°© -�¸o®°Ó0Úvº�©�´vÃ�© ¢ ¹�¼z³Æ±�³Æ»$©0±�Ã�¯�³0P�Å�³n»Æ©p¯<µÛ©�´
Ã�®�¬{º�Áz©0®&¯¶µ·©0´ZÃT®°¬{¿�³Æ© �`î?íáé ðrñ â�òÑÞÛÝ&¬ �LßÜ¢���¤��ZôÒ§

� ������Ë �&É�Ï ���
Þ = ´ ß à § � §C= ´�¬{±�¬2Á ¢�� é ã êDérìÒí ñ
	 ã�� ì ã î ñ è ã ì2é�ê�
�íáéÒæ ö î?î8æ ö î?í â�ã è}êLì � í�øD$ î<é úZö øÜíD�zé

ñ ç ä � ö ø.ç ä é(' ² ®°¬¾Å�©0©�¯�³n´�Ùz±O¬_¸�Ã�Ä�© � ÃT© 8D»Æ¬2Á R ´�±°Ã�³ÆÃTº¾ÃT© ¬z¸ � ¼_ÃTÄ�©0¹�¼_ÃT³ÆÅ0± ¢ ´�¬ § �{�
ð ¤ � �  {ô~§�� ®T¼z´�±°»u¼_Ã�©0¯OÖZª �4§R£ ©0¯�©�® ¢�= ¹�©�®�³nÅ0¼z´ � ¼_Ã�Ä�©0¹�¼_Ã�³nÅ�¼_» � ¬DÅ0³n©ÒÃeª ð ¤ � � �Zô~§Þ = ® ß ½ §�= ®�´�¬{»n¯ ¢ 
 ö îÀê ã æ�� � î ö æqí ñ ö è � � ìÒøeéÒæ�ì(' � ¬z´�¬{Ù § ³n´ � ¼_ÃTÄ §Æ¢�� ¿�®°³n´�Ù{©�® ¢R¤ � � ��§Þ<;�à#º ß £W§ ;�©0®°Ã�©0»Æ¬¾¬zÃ ¢��#§ à�º�¿4¬z´vÃ ¢ � î<é ñ özä�ö ñ ø � ä ínì ö øÜí ã î�êDérì�é��¾éÒæ#ùÀènérì×êDé B¶ö ø.ø�*rì�êDé
Pk ù özä ènéÒç ä æØérìÒç ä é�êDé � ä éréÒî ' � ¬{¹�¹�©0´ZÃ §+� ¼_Ã�Ä §�¥ ©0»ÆÁ §}¢���� ð �z�{�{¦{ôÒ¢ ´�¬ §+�¾¢¡Z�{� Õ ¡v¦_¡�§

�¾¤



Þ<;�à ¤0ß � § ü § ;W®°³n©�´�¯ ¢ � § à#º�Á_¼z» ¢�� ��ù ã ì ö î?øoì�êDé B í ö ù ã ç¾î ã�� éÒø�êzínìÒø ä í ÷ çDøÜí ã îAêDérì�ù ã í�î?øoì
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