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Abstract
Let f be a dominating meromorphic self-map of a compact Kdhler mani-
fold. Assume that the topological degree of f is larger than the other dynam-
ical degrees. We give estimates of the dimension of the equilibrium measure
of f, which involve the Lyapounov exponents.
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1 Introduction

Soient X une variété kihlérienne compacte de dimension k et f : X — X une
application méromorphe dominante. On note d; son degré topologique, \;_; son
(k — 1)-iéme degré dynamique (cf section 2.1), et on suppose que d; > \;_;. Fixons
aussi une forme de Kéhler w sur X, normalisée par | X w® = 1. Sous ces hypothéses,
Guedj a montré dans |G| que la suite de mesures :

1
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converge vers une mesure de probabilité invariante p (cf aussi [RS], [DS1] et [DS2]).
Ce résultat avait été établi auparavant pour les applications holomorphes de de-
gré algébrique d > 2 sur I'espace projectif P¥ (alors d; = d* et \y_1 = d*7!) et
pour les applications d’allure polynomiale. On consultera & ce sujet les livres de
Berteloot-Mayer [BM]| (en dimension 1) et de Sibony [S| (en dimension supérieure).
On trouvera aussi dans ces ouvrages une bibliographie plus détaillée.

Lo fn*wk

La mesure limite p intégre les fonctions quasi-psh, ce qui assure l’existence de

ses exposants de Lyapounov. Nous les noterons en ordre croissant y; < --- < .
Si ¥ désigne leur somme, on dispose des inégalités (cf |[BD|, |[DS1], [G]) :
1 d
X1 > = log L et 28> log d;.
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D’une maniére générale, les exposants de Lyapounov sont reliés & 1’entropie et
a la dimension de p, notées respectivement h(u) et dimgy(p) (cf section 2.4). Par
exemple, si f désigne une fraction rationnelle de degré d sur P!, on a h(u) = logd =
dimg(p).x, ont x est 'unique exposant de p (cf [L], [M]). Une telle formule provient
du caractére conforme de f. Notons qu’il existe une relation semblable pour les
diffeomorphismes des surfaces réelles compactes |Y].

En dimension complexe plus grande que 1, les applications méromorphes ne sont
plus conformes. On connait une minoration de la dimension lorsque 4 est une masse
de Monge-Ampére a potentiel hildérien (par exemple si f est holomorphe sur P*
[B] §IIL.2, [S] §1.7). Cette minoration fait apparaitre ’exposant de Hélder. Notons
que 4 ne posséde pas toujours cette propriété de régularité. On dispose aussi d’une
majoration faisant intervenir les exposants lorsque f est un endomorphisme holo-
morphe de P* d’origine polynomiale [BdM].

Le but de cet article est d’établir '’encadrement suivant :

Théoréme 1.1 Sous les hypothéses précédentes, la dimension de p vérifie :

< dimy () < 2% — 2208 )
Xk Xk

La démonstration repose essentiellement sur I’existence et le controle des branches
inverses des itérés de f le long d’orbites négatives typiques (cf la proposition 3.1).
Nous donnons dans le cas méromorphe un énoncé semblable au cas holomorphe, di
a Briend-Duval |BD|. Le nouvel ingrédient est le controle de la vitesse d’approche
des orbites négatives vers I’ensemble J qui contient les ensembles d’indétermination
de f et f~'. L’intégrabilité de la fonction log(dist (., 7)) (cf lemme 3.2) joue ici un
role crucial. Notre énoncé apporte aussi une précision supplémentaire : il permet de
comparer les familles de branches inverses (f~"),>o définies au voisinage de f?(z)
lorsque p varie. Il stipule par exemple que le rayon de la boule sur laquelle elles sont
définies décroit exponentiellement lentement lorsque p devient grand.

log d;

Esquissons la preuve de la majoration de (1). Nous reprenons en partie la méth-
ode de Binder et DeMarco [BdM]|. 11 s’agit d’introduire un borélien A de mesure
positive sur lequel on dispose d'un controle uniforme des branches inverses. La
proposition 3.1 nous fournit des suites (7,,), et (7,). & décroissance lente telles que
pour tout x € A et pour tout n > 0 :

- la branche inverse g, de " vérifiant g, (f"(z)) = x existe sur B, := Byn(g)(14),

- Pouvert g,(B,,) contient B!, = B,(y,e”"X*),

- le volume de g¢,,(B,) est majoré par ce ">, ot ¢ est une constante.

On a noté B,(r) la boule ouverte centrée en = et de rayon r. Les boules du type B/,
permettent alors de construire des recouvrements de A de diamétre arbitrairement
petit, et 'estimation sur le volume donne une borne sur leur cardinal. On obtient
ainsi la majoration indiquée.



Venons-en & la minoration. Elle repose sur le résultat classique suivant (cf [Y]) :

Théoréme 1.2 Soit A un borélien de X tel que u(A) > 0. Supposons que pour tout
x € A, il existe une suite décroissante de réels positifs (pn(x))n>o0 vérifiant :

. . log p1(7)
n—lgloo ,On(l") 0, n—lgloo log pn(aj) ( )
t log 11(B log 11(B
o < liminf 0g 1t( By (pn(2))) < limsup 0g /(B (pn(2))) <. 3)
n—too  logp,(z) n—too  l0gpu(z)

Alors la dimension de Hausdorff de A vérifie a < dimy(A) < b.
Notons que seule la minoration sera utilisée, sous la forme du corollaire :

Corollaire 1.3 Si il existe un borélien A de X wvérifiant les propriétés (2) et (3),
alors la dimension de p satisfait :

dimy (p) > a.

En effet, si Z est un borélien de X de mesure 1, alors les points de A N Z satisfont
(2) et (3), ce qui entraine dimy(Z) > dimy(AN Z) > a.

L’ensemble A sera en fait de mesure 1, et proviendra de la proposition sur les
branches inverses. Nous prendrons pour B, (p,(z)) les boules B/, introduites plus
haut : la décroissance lente de leur rayon nous assure que (2) est bien satisfaite.
La minoration dans (1) est alors conséquence du corollaire. Signalons que la borne
a = loﬁ—dt obtenue dans le théoréme provient du fait que p est de jacobien constant

k
d; (cf section 2.1).

Dans le cas holomorphe, le théoréme 1.1 se reformule ainsi :

Corollaire 1.4 Soit f un endomorphisme holomorphe de P* de degré algébrique
d > 2. Alors la dimension de la mesure d’équilibre 1 de f vérifie :

klogd < dima (1) < 2k — 2Y. — klogd <ok 24 logd‘

Xk Xk Xk

La derniére majoration provient de I'inégalité y; > % log d due & Briend-Duval [BD|.
On retrouve alors I'estimation de Binder-DeMarco établie pour les endomorphismes
f d’origine polynomiale [BAM]. Lorsque les exposants de Lyapounov sont minimaux,
i.e. égaux a %log d, les inégalités ci-dessus deviennent des égalités, et seuls les ex-
emples de Lattés vérifient cette propriété (cf [BDu], [D]). Notons que notre résultat
reste valable pour les applications & allure polynomiale dont la mesure d’équilibre
intégre les fonctions psh [DS1]. On obtient également ces estimations dans un cadre



réel. Par exemple, il est possible d’associer a des revétements ramifiés sur des var-
iétés riemaniennes des “mesures d’équilibre” p naturelles (cf [DS1| §2). Elles sont
de jacobien constant d;, et le jacobien de f est u-intégrable (cf section 2.1). Si les
exposants de p sont strictement positifs (cette hypothése est toujours satisfaite en
dimension 1), on démontre de méme la proposition 3.1 sur les branches inverses et
on en déduit un encadrement analogue sur la dimension de pu.

L’article s’organise de la maniére suivante. La deuxiéme section consiste en des
généralités : nous y précisons les notations, ainsi que la définition des fonctions a
variation lente. La section suivante est consacrée a la proposition sur les branches
inverses. La démonstration du théoréme 1.1 occupe finalement le dernier paragraphe.

Remerciements : Nous remercions le referee pour sa lecture attentive. Ses remarques
judicieuses nous ont aidé & améliorer la rédaction de I'article.

2 Généralités
2.1 Définitions et remarques

Nous travaillons avec la métrique induite par une forme de Kéhler w fixée. Pour
simplifier les estimations, nous 'identifions parfois dans les cartes avec la métrique
standard. Une fonction u sur X est quasi-plurisousharmonique (quasi-psh) si elle
est intégrable, semi-continue supérieurement et vérifie i00u > —cw, ou ¢ > 0.
Autrement dit, localement, u est la somme d’une fonction psh et d’une fonction
lisse.

Pour tout z € X et r > 0, on note B,(r) la boule ouverte centrée en x et de rayon
r. Le diamétre et le volume d’une partie A de X sont respectivement notés diam (A)
et vol (A). La distance d’un point x € X a une partie A est notée dist (z, A). On
note aussi Lip (h) la constante de Lipschitz d’une application h : U — X définie sur
un ouvert U de X.

Soient X; et X, deux variétés complexes compactes, Z = X; x Xy et 7y, mo
les projections de Z sur ses facteurs. Par définition, une application méromorphe
multivaluée g : X; — X est la donnée de sous-ensembles analytiques I' de Z et A
de X, tels que 7; '(A) ne contient aucune composante de I et tels que la restriction
7o D\ 7 '(A) — X\ A est un revétement non ramifié¢ de degré d. En particulier, A
contient 1'ensemble d’indétermination de g (i.e. les points x € X tels que 7, ' (z)NT
est infini) et les singularités de I' sont contenues dans 7, '(A). Au voisinage de tout
point z ¢ A, Papplication g est donc une collection de d applications holomorphes
di,--.,9q €t on pose :

ldo() || = max [dgi(2) | . [[g() || = max || dPai(z)]].

” = ie{l,...,d} 1e{1,....d}



Pour A C X, et B C Xy, posons g(A) := mo(m; 1 (A)NT) et g71(B) := 71 (my, ' (B)NI).
Nous utiliserons le résultat suivant :

Lemme 2.1 Soient g : X1 — X», g; et A comme ci-dessus. Il existe des constantes
T >0 et p € N* telles que pour tout x € X; \ A, on a

| dg(z) || + H d*g(x) H < rdist (z,A)7?

et
dist (gi(z), g(A)) < 7dist (x, A)"/P.

DEMONSTRATION : Vérifions que 'on peut supposer que I' est lisse. Posons a
cet effet A’ := m;'(A). D’aprés le théoréme de désingularisation d’Hironaka [H],
il existe une variété complexe compacte A , une sous-variété lisse [ de Z et une
application holomorphe 7 : Z — Z telles que 7 soit d’une part une bijection entre
Z\ 7 YA et Z\ A et d’autre part une bijection entre T\ 7—1(A’) et T\ A’
Puisque I’application 7y o7 : I — X est holomorphe, son inverse g : X; — I est une
application méromorphe multivaluée. Ainsi, g est la composée de g par I'application
holomorphe 7 o ™ dont la différentielle est uniformément bornée. Donc, quitte a
remplacer g par g, on peut supposer que I est lisse.

Soient (a,b) € T" et M, N des cartes de X7, X, contenant respectivement a et b.
On les munit de coordonnées (z1,...,xx) et (y1,...,y) telles que a = 0 et b = 0.
Soit U € M x N un voisinage de (0,0). Fixons (z,y) € I'NU et notons B C M \ A
la boule centrée en x de rayon maximal telle que la composante I'(, ) de 7' (B) NT
contenant (x,y) soit incluse dans M x N. Soit ¢g* I'application univalente définie
sur B de graphe I, ).

Montrons la premiére inégalité. Nous allons estimer les dérivées de g* en x en
utilisant la formule de Cauchy. Puisque g* est bornée (elle prend ses valeurs dans N),
il suffit de montrer que B contient une boule centrée en = et de rayon 7"dist (z,.4)%,
ou 7”7 > 0 et ¢ € N*. Observons que sur la variété lisse ' N M x N de dimension k,
les formes holomorphes dy; s’écrivent de fagon unique comme combinaisons linéaires
des formes dzx; a coefficients méromorphes. Ces coefficients sont en fait holomorphes
hors de A’ car I' y est localement une union de graphes. Ainsi, quitte a restreindre
M et N,on a | dg*(z) | < 7'dist (z,.A)~? pour tout z € B, ou 7" > 0 et ¢ € N*. On
en déduit, d’aprés 'inégalité des accroissements finis, qu’il existe une boule centrée
en x et de rayon 7" dist (z,.4)? contenue dans B. On utilise ici le fait que 'N M x N
est une sous-variété de M x N et le fait que 7 : I'\ A" — X \ A est un revétement
non ramifié. La premiére inégalité en découle.

Passons a la deuxiéme inégalité. En posant y := ¢*(z), il suffit de montrer
dist (y, g(A)) < dist (z,.A)Y/?. Soient u et v des fonctions holomorphes vectorielles
sur M et N telles que A = {u =0} dans M et g(A) = {v =0} dans N. On dispose
des estimations suivantes, avec ¢ € N* :

dist (2, A)? < ||u(z)]| < dist (z, A), (4)
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dist (y, 9(A))" S [lo(y) || < dist (y, 9(A)). (5)

Les inégalités de gauche sont celles de Lojasiewicz ([Lo|, IV.7.2) et celles de droite
proviennent de l'inégalité des accroissements finis. Observons que l’ensemble an-
alytique A; := {z € TN M x N, uwom(z) = 0} est contenu dans Ay := {z €
I'NM x N, vomy(z) = 0}. La variété I'N M x N étant lisse, on obtient les inégalités
suivantes de la méme maniére que (4) et (5) :

o)l = llve m(z, y)l| < distr((z,y), A2)
< distr((,y), A1) < [luom(z,y)|V7 = [[u(2)|V.

Cela termine la démonstration [l

Dans toute la suite, f : X — X désigne une application méromorphe dominante.
Cela signifie que son jacobien (défini plus bas) n’est identiquement nul sur aucun
ouvert de X. Notons que lapplication f~!: X — X est méromorphe et multival-
uée. Soient d; le degré topologique de f, C son ensemble critique et Z son ensemble
d’indétermination. On pose J' := f(CUZ) et J := J'U f~1(J’). Dans la section
3, nous appliquerons le lemme 2.1 4 g = f et g = f ! avec A:=7 ou J'.

Pour tout [ € {1,...,k}, on définit la forme f*w' comme I'extension triviale de
(fix\z)*w" & travers Z. Avec cette convention, Jac (f) est la fonction positive sur X
vérifiant f*w* = Jac (f).w*. Les degrés dynamiques )y, ..., )\, de f sont définis par

(cf [RS], [DS3]) :
o= Jim ([t et )/n-

Sous I’hypothése d; > A\;_1, la suite de mesure pu,, := = L f*wk converge vers une
mesure de probabilité invariante ergodique p vérifiant (cf [RS] [G], [DS2)]) :

(a) Les fonctions quasi-psh sur X sont p-intégrables.
(B) u est de jacobien constant d; : pour tout A borélien de X \ Z sur lequel f
est injective, on a p(f(A)) = di.pu(A).

La propriété («) montre que la fonction log(dist (z, J)) est pu-intégrable. En effet,
elle est minorée par une fonction quasi-psh sur X. C’est clair si X est une variété
projective. Si X est seulement kihlérienne, ceci résulte d’un résultat de Blanchard
(cf [DS2], App. A.1). Il s’ensuit u(J) = 0. D’aprés le lemme 2.1 appliqué & f et f~1
on peut majorer les valeurs absolues des fonctions log || df (z)*! || et log(Jac f(x)) par
une fonction du type ¢ — o log(dist (x, J)), ol ¢; et ¢co sont des constantes positives.
Par exemple, les deux inégalités dans le lemme 2.1 appliquées & f~! donnent

[ df (@) | < [[ (df =) (f (@) || < dist (f(2), T) " < dist (z, T) ™



Les fonctions log || df (z)*! || et log(Jac f(z)) sont donc u-intégrables et les exposants
de Lyapounov y; < --- < xi de u sont bien définis. On dispose de 1’égalité :

25 :=2(x1 4+ Xxp) = / log Jac (f) dp
X

et de I'inégalité 2% > log d; (cf par exemple [DS1]). Rappelons que les exposants x;
et xi sont définis par :

v = Jim [ tog |4 @) dute) = ot {55 [ x| @) aute
et

. 1 N . 1 N
o= Jim [ g [ dnte) =t {5 [ oz (@) | ano)}.
Ces égalités nous permettent de remplacer f par une itérée dans la démonstration
du théoréme 1.1. En effet, le degré topologique de f est dV et p est aussi la
mesure d’équilibre de fV, d’exposants Nx1, ..., Nxz. On peut donc supposer que
pour 0 < ¢y < 1 fixé, on a :

o< /X log || df () || da(x) < —xa(1— e0) (6)

e < /X log || df (z) || du(x) < xe(1 + o). (7)

2.2 Extension naturelle

Il s’agit ici de rendre inversible le systéme dynamique (X, f, 1) en considérant son
extension naturelle (cf [CFS], Chap.10, §4). Posons :

~

X = {x = (2)nez , Flam) = an} c X%

muni de la topologie produit. On note m, : & — o la projection “au temps zéro”, et
f le décalage a gauche sur X de sorte e que fomy =g o f L’extension naturelle de
(X, f, ) est le systéme dynamlque (X 1, u) ot /i est I'unique mesure de probabil-
ité sur X, invariante par f, vérifiant fi(r;'(A)) = u(A) pour tout borélien A de X.
Cette mesure est ergodique car u est elle-méme ergodique.

Observons que l'extension naturelle offre un cadre de travail commode pour
définir les branches inverses des itérés de f. Pour tout & € X, on note (lorsqu’elle
existe) f. " la branche inverse de f" définie au voisinage de xy, vérifiant f."(xo) =
r_,. Cependant, I'intérét de I'extension naturelle ne s’arréte pas a ce formalisme.
L’invariance de [ par le décalage et son inverse sont cruciales. Cela apparait dans
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la preuve du lemme 2.3 (le théoréme de Birkhoff est utilisé avec f et f‘l) et de
maniére cachée dans les démonstrations des inégalités du théoréme 1.1.

Nous terminons cette section en introduisant le borélien f—invariant
)?*::{gee)?,xn¢j,vnez}

o J a été introduit a la section 2.1. Cet ensemble est de mesure totale, car u(J) =
0. Signalons qu’on lui supprimera par la suite des ensembles de mesure nulle, sans
pour autant changer de notation.

2.3 Fonctions & variation lente

La preuve du théoréme 1.1 repose sur l'existence des branches inverses le long

d’orbites négatives typiques. Il sera aussi nécessaire de pouvoir comparer les familles

de branches inverses | f _qu:c)> lorsque p devient grand. On s’intéresse en parti-
n>0

culier aux variations du rayon de la boule sur laquelle celles-ci sont définies. Cela

nous ameéne a introduire la définition de fonction & wvariation lente, qui rejoint celle
de fonction tempérée (|[KH|, Chap.S. §2) :

Définition 2.2 Soit ¢ > 0. Une fonction mesurable S : X — R% est dite e-lente st
il existe une fonction mesurable 5’1 : X — R vérifiant :

Vi fiepp. Vg2 1, S(fU(2)) = e 5 ().
S est dite e-rapide si il existe une fonction mesurable Sy : X — R telle que :
Vi fiop.p. , Vg > 1, S(fU(2)) < e Sy(2).

Observons que le supremum et I’infimum d’une famille finie de fonctions e-rapides
(resp. e-lentes) sont encore des fonctions e-rapides (resp. e-lentes). On peut aussi
supposer que Sy (resp. Sy) prend ses valeurs dans ]0, 1] (resp. [1,40cc]). Le lemme
qui suit repose sur le théoréme de Birkhoff.

Lemme 2.3 Soient € > 0 et u: X — R% une fonction mesurable telle que logu €
L' (). Posons x == [, logudp.

(a) Il existe une fonction e-lente V; : X —0,1], et une fonction e-rapide Vs : X —
[1, +00[ vérifiant :

Vi p-pp., Vn>1, Vi(z ”(X ) < H ) < Vs @)6n(x+6).



(b) I eziste une fonction e-lente V : X —]0,1] vérifiant :

Vi p-p.p., Vn>0, u(r_,) > V(z)e ™.

DEMONSTRATION : Montrons la premiére partie. Il suffit d’établir I'existence de V5,
car celle de V; s’en déduit en considérant la fonction 1/u. Le théoréme de Birkhoff,
appliqué aux systémes (X, f, 1), (X, f~', i) et & la fonction & — log u(zg), fournit :

n n—

1
1 1
V& app., lim =) 1 )= lim =) 1 )= x.
& fi-p.p ’nilfoon;_l ogu(z_j) nirfwnj§_0 ogu(z;) = x

11 existe donc une fonction mesurable p : X — [1, +oo| vérifiant :

Posons

V4 (Z) := sup { ﬁu(x_j)e_"(X+e/2)} et V() := max {1, VQ’(;%)}

n>1

Ces fonctions sont bien finies presque partout. La fonction V5 vérifie 'inégalité
voulue. Nous montrons maintenant qu’elle est e-rapide. Fixons & générique, et
posons p := p(&), Vo := Va(&), T+ := eX=/? et m, := []_gu(x;). La ligne (8) s’écrit

alors p~'7" < m, < pr. Ainsi, pour tout ¢ >1:
10 Fa (A Tg-1Tq 7Tq—lT—ilr_q —q —q
‘/2(f (l’)) S sup P s Mgq—1Ty 5 Tg—1T4 ‘/2

Tq—2 o
2, q—2
T

S sup {%7 s 7p27p7—-;17p7_-l:1‘/2}

< sup {pPel s . phpritpritVe)

< plet max(l,n:l)vg

car p > 1 et V5, > 1. Ceci entraine que V5 est e-rapide.
Le point (b) est une conséquence du point (a) en remplagant e par /2 : I'inégalité
est satisfaite avec la fonction V(2) := min{1, u(x¢), eXVy /Va}.



2.4 Dimensions

Nous rappelons la définition de la dimension de Hausdorff et celle de la dimension
d’une mesure. On consultera par exemple les livres de Falconer ([F|, Chap.2) et de
Pesin ([P], Chap.2). Soit A une partie de X. Pour tout > 0 et § > 0, on note :

Aas(A) = inf { Y (diam U)O‘}
UegGs

ou Gs parcourt ’ensemble des recouvrements de A par une famille finie ou dénom-
brable d’ouverts de diamétre inférieur a 6. La a-mesure de Hausdorff et la dimension
de Hausdorff de A sont alors définies par :

AafA) = lim T Aqs(A),

dimy(A) := inf {a >0, A (A) = O} = sup {a >0, Au(A) = +oo}

et la dimension de u est égale a :
dimg(p) := inf { dimy(Z), Z borélien de X, pu(Z) = 1}.

Celle-ci nous renseigne sur la maniére dont p remplit son support. Observons pour
terminer le fait élémentaire suivant. Nous I'utiliserons pour établir la majoration du
théoréme 1.1.

Lemme 2.4 Pour tout borélien A vérifiant u(A) > 0, on a dimy () < dimy(A).

DEMONSTRATION : Introduisons ’ensemble
Z::{ZEX,EInEZ, f"(z)ﬂj?é@}

ou J a été défini a la section 2.1. Puisque p(J) = 0, l'invariance de p entraine
w(Z) = 0. L’ensemble invariant U,czf"(A \ Z) est donc de mesure 1, car p est
ergodique. On en déduit :

dimg(p) < dimy < U f"(A\Z)) = sup dimy f*(A\ Z) = dimy (A \ Z) < dimy(A)

neL

ou la premiére égalité est classique, tandis que la deuxiéme provient du caractére
méromorphe de f. L]
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3 Branches inverses

L’objectif de cette partie est d’établir la proposition 3.1 qui fournit ’existence et
le contrdle des branches inverses des itérés de f le long d’orbites génériques. On
trouve des résultats similaires dans les articles de Briend-Duval [BD] et Binder-
DeMarco |[BdM]|. Nous traitons ici le cas méromorphe et nous précisons comment
varient les fonctions €',k et r. On se fixe une fois pour toutes 0 < € < x1. Le réel
€y et 'ensemble X* ont été respectivement introduits aux sections 2.1 et 2.2. On
s’autorise aussi a supprimer a X* des ensembles de ji-mesure nulle sans changer de
notation.

Proposition 3.1 Il existe une constante p > 1 indépendante de € et des fonctions
mesurables C,k : X* — [1,4o00], r: X* —]0, 1] satisfaisant pour tout & € X* :

(a) 1 est pe-lente, C et K sont e-rapides.

(b) f;" est définie sur By, (r(z)) pour tout n > 1.

(c) Pour tout 0 < s <r(z), ona B,_, <Cfi)6_n(Xk(l+EO)+5)) C f3" Byy(s).

(d) Pour tout 0 < s < 7(2), on a vol f"(By,(s)) < k(2)vol By, (s).e 279,

La démonstration repose sur les deux lemmes suivants. Le premier montre que
les orbites négatives typiques de f ne s’approchent pas trop vite de I’ensemble ana-
lytique J défini a la section 2.1 :

Lemme 3.2 I existe une fonction e-lente A; : X* —0,1] telle que :

VieX*, VneN, dist (z_n,J) > 24:(2)e ™.

DEMONSTRATION : La fonction u(z) := logdist (z, J) est p-intégrable, d’aprés la
section 2.1. On invoque alors le lemme 2.3-(b). On supprime ici 4 ’ensemble X* un
ensemble de mesure 7 nulle. Ll

Le deuxiéme lemme est un résultat d’inversion locale quantitative. Pour tout
T € X*, on pose :
Vo(2) = {z € X, dist (2,T) > A1 (2)e ™} .
On introduit également (cf section 2.1) :

M (2) =1+ df |y, @ + || &*f an+1(:@) + [ df~ anﬂ(fc) +]|d?f an+1(:@) :

Le lemme 2.1 appliqué & f et f~! avec A :=Z ou J' fournit des constantes ¢, ¢’ > 1
et p > 1 indépendantes de e vérifiant :

/

VieX*, 3z V(@) , M,(2)% < ddist(z, 7)< (A (z)e” D)7
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Pour tout & € X* et tout n € N, notons :

O‘n(i) ‘= min {17 ” df('r—n—l) ” ) H df(x—n—l)_l H ) Jacf('r—n—l)} :
On pose alors :
o (2) A1 (2)e (e
C M, (2)2k+1
(1—-

ot C est une constante vérifiant C' > max{e/2,
locale “précisé” est le suivant.

ra(Z) ==

e~</2)~1}. Le théoréme d’inversion

Lemme 3.3 Soit B, :== B, (r,(2)). Alors, pour tout n > 0,
(a) f posséde une branche inverse g sur B, vérifiant g(x_,) = x_,_1.
(b) Lip (g5,) < | df (z—n-1)" [ /2.
() Lip (fig,) < I df (w-n-1) [ €72,

(@) inf {Jac f(y),y € g(Ba) } = Jac f(x-1)e /2.
(e) Il existe une fonction n : X —0,1], qui est 3p'e-lente, et telle que

Vn >0, r(2) > e 3 (k).

DEMONSTRATION :

(a) Ona B, CV,(2) C X\ J carr,(2) < Ay (2)e ™ < d(x_pn, T)/2 (cf lemme 3.2).
On termine en rappelant que 7 contient les valeurs critiques de f.

(b) Par définition de M, (Z) et de r,(Z), on obtient en utilisant 'inégalité des ac-
croissements finis :

sup {|| dg(y )|| y € B}

| df (2—n1) ™" || + (@) My (2)

[ df ()™ || + || df (2 a) M /C
ldf (na) ™[ 7

Lip (9,)

VAN VAN VAN VAN

car O 1< 1—e 92 <e/2 1.
(c) D’aprés (b) , g(B,) est contenu dans la boule centrée en z_,,_; et de rayon :

() =1 (2) || df (x—n-1) || e/? <1 (2) M, (2)e />,
Elle est en particulier contenue dans V,.1(z). En effet, on a :

Pa(@) Mo () < Ay(#)e e )C < Ay(@)e < (o, T)/2.
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On en déduit comme précédemment :

Lip(figs) < 1df (on1) | + 77, (2) Mn(2)
<l df (mnmn) |+ (@) My (2)e
< ldfzn) [+ 1 df (zn) || /C
< ldf (o) €

(d) On a dans ce cas : (d) On a dans ce cas :

inf {Jacf(y),yég(Bn)} > Jacf(w_n_1) — rl (&) M,(2)*
> Jacf(z-p-1) = ra(E) My () + e
2 Jacf(:)s n— l) _Ja‘c.f(x—n 1)/0
2 Jacf(:)s n— 1)6_6/2

(e) Puisque les fonctions quasi-psh sont p-intégrables, il en est de méme pour
z +— log (mm{l Il df (2) de 1H , Jacf(z)}).
Ainsi, d’aprés le lemme 2.3(b), il existe une fonction e-lente Ay : X —]0, 1] vérifiant
Vi f-p.p., Yn >0, a,(Z) > Ay(z)e "
A Taide de la ligne (3), on vérifie facilement que I'on a (avec p’ > 1) :
Vi fipp., Y >0, (@) > e 3 ((Cc)‘le‘EAl(i)zp'fb(i)p/) .

On prend alors pour 7 la fonction entre les parenthéses : elle est bien 3p’e-lente car
A, et Ay sont e-lentes. [

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.1 : Les notations sont celles du lemme
3.3. Posons

vn>1 _{fnl ZGBn—l7f(Z)€Bn—27"'7fn_l(Z)GBO}CBO'

D’aprés le lemme 2.3, le lemme 3.3, et les inégalités des lignes (6) et (7) (cf section
2.1), il existe des fonctions e-rapides C1,Cy : X* — [1, +00[ et une fonction e-lente
Cs : X* —]0, 1] vérifiant :

(1) Pour tout n > 1, g, := f; " existe sur B,.

(2) Lip (gn|Bn) <TITw, ldf (z_p)t | ene/2 < Oy (2)enx1d—co)te)
(3) Lip (#7, 5,)) < T |l df(a—i) [| 72 < Cofa)entstisenrto)
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(4) inf {Jac F(y).y € gu(Ba) } > Jac f2(z_n)e™/2 > Cyi)en ).

Pour le dernier point, rappelons que l'on a Jac f*(z_,) = [[;_, Jac f(z_;) et
[ logJac (f)du = 2% (cf section 2.1). Posons C' := max{Cy,C} et r := 1n/C,
ol 7 a été introduite au lemme 3.3. Ces fonctions sont respectivement e-rapide et
pe-lente, avec p := 3p’ + 1. Pour montrer (b), on vérifie I'inclusion B(zo,7(2)) C B,
par récurrence, en utilisant (2) avec € < x;. L’assertion (c) découle de (3). En-
fin, le point (d) provient du théoréme de changement de variables avec s := C3 '. [

4 Démonstration du théoréme 1.1

4.1 Minoration

Etant donné e > 0, prenons les fonctions & variation lente r, C' définies par la propo-
sition 3.1. La fonction ¢ := r/C est donc (p + 1)e-lente, et il existe une fonction
o : X* —]0,1] vérifiant :

Vn > 1, ((f*(2)) > o(d).ePHDe,
On obtient ainsi, en posant 6, := e "x(1F€0)+e) g=nlpt+)e .
Vi fi-p.p., Vn > 1, Byy(0(2).6,) C By (C(f"(&)).e Xk (Feortely,

Puisque f" est injective sur ces boules (cf proposition 3.1-(c)), et que u est une
mesure de probabilité et de jacobien d; (cf section 2.1), cette inclusion implique :

V& fi-p.p., Vn > 1, pu(By(0(2).6,)) < d;"
ce qui fournit immédiatement :

l0g 1t (Bio(0(2).0,))  _ logdi™
log(o(Z).0,) ~ log(o(2).0,)

On en déduit, en prenant la limite inférieure :

Vi p-p.p., Vn>1,

- . log p (B, (0(2).00)) log d;
V& f-p.p., | f 0L > )
CHPR SR T 10g(0(8)0,) e+ eo) + (p+2)e
11 existe donc un borélien A de X vérifiant u(A) =1, et 6 : A —]0, 1] tels que :
VeeA, 1 f > ) 9
v notoo  log(0(2)0n) = xue(lteo) + (p+2)e ©)

Le corollaire 1.3 appliqué a p,(z) := 6(zx).0,, entraine :

) log d;
dim > .
") 2 T ) + (e

On obtient la minoration dimy(u) > logd;/x en faisant tendre € et ¢, vers zéro.
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4.2 Majoration

Considérons pour € > 0 fixé les fonctions a variation lente r,C' et x définies a la
proposition 3.1. On leur associe des fonctions mesurables 7, C' et & vérifiant les
propriétés de la définition 2.2. Fixons aussi 7o, Cy, kg > 0 pour que le borélien

~

e i 57002, 0 2o )

-~ -~

vérifie i(A) > 0. On note alors A := my(A), et pour tout n > 0 :
T o= T ¢ Ch = Coe™ | Ky = K™, Oy 1= (1) Cy).e "OirIFe0)Fe),
Pour tout & € A et n > 0, on pose aussi :
o= @), goo=fi0 = mo(R) @ = mo(En) = f7(2).

Le lemme suivant est une conséquence de la proposition 3.1 :
Lemme 4.1 Pour tout = € 121\, on a :

(a) g, est définie sur B, (ry,).

(b) Pour tout s €]0,7,], By(;=0,) C gn(Bu,(s))-

(¢) vol gn(Ba, (1)) < ce™"* o1 c est une constante indépendante de n.

DEMONSTRATION : Les deux premiers points s’obtiennent & 1’aide de la proposition
3.1-(b),(c), en observant :

T(a?n) > f(i)e—npe > roge ™ =1, et C(:l?n) < C’(:i“)e"e < Cye™ = C,.
Pour le dernier point, la proposition 3.1-(d) et 'inégalité x(Z,) < koe" entrainent :

vol gn (B, (1)) < Kee™vol (B, (rn))e_"(22_e) < ce ™

avec ¢ une constante assez grande. On utilise ici I'inégalité vol(B,, (r,)) < e 2"
valable & une constante multiplicative prés. U
Nous obtenons la majoration en montrant ’inégalité :
2% — log d; — 2kpe
dimp(A) < o == 2k — R (10)

Xe(l+€)+ (p+2)e

En effet, si celle-ci est vérifiée, le lemme 2.4 entraine dimy (1) < a. et on termine en
faisant tendre ¢, et € vers zéro. On s’attache & présent & la preuve de (10). Etant
donné 6 > 0, fixons n > 0 pour que 20,, < ¢ et choisissons F,,, un sous-ensemble fini
de A, vérifiant :
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(i) les boules de la famille {B,(d,/4),z € E,} sont disjointes deux & deux.
(ii) A est recouvert par la réunion |, Bz(dn)-
On a alors par définition de la fonction d’ensemble A, s (cf section 2.4) :

Ao s(A) < #£E,.(26,)°. (11)

Nous montrons maintenant 'estimation (10) en vérifiant que le membre de droite
de (11) est borné par une constante indépendante de §. Nous évaluons #F,, a 'aide
du résultat suivant :

Lemme 4.2 [l existe une famille d’ouverts P, de cardinal au plus or;**d?, on o
est une constante indépendante de n, vérifiant :

(a) VP € P, , vol (P) < ce™ ">,
(b) Vo € E,, By(6,/4) C Upep, P-

Supposons ce résultat acquis, et terminons la démonstration du théoréeme. Si I',
désigne le volume d’une boule de rayon §,/4, le lemme 4.2 et (i) entrainent :

1 1
#E, < T Z vol (P) < F—Ur;%d?.ce_%z. (12)

" peP, "

En utilisant (ii) et les lignes (11) et (12), on obtient les inégalités suivantes (a des
constantes multiplicatives prés indépendantes de n) :

Ao s(A) #E,.0,°

ae—2k,.—2k —n(2X—log d:)
o=y e

AR

AN

ae—2k
(T_n) o~k (14€0)+€) (e —2k) . —2k ,—n(28—log 1)

C, "
2¥—log dy —2kpe
6"[E(P+1)+(Xk(1+60)+6)](m)e2knpse—n(22—logdt) -1

N

Ainsi, A,, s(A) est majoré par une constante indépendante de . La quantité A,, (A)
est donc finie, ce qui entraine (10).

DEMONSTRATION DU LEMME 4.2 : Soient n > 0 et B une famille finie de boules
recouvrant X de rayon r,/4 de cardinal majoré par or %", ol o est une constante
indépendante de n. Reprenons les notations et les résultats du lemme 4.1. Soient
x € Aet B € B tels que f"(x) € B. Si 2B désigne la boule concentrique & B et de
rayon double, on a clairement :

By, (rn/4) C 2B C By, (). (13)

Posons P, := ¢,(2B). L’inclusion de droite dans (13) et le lemme 4.1-(a) montrent
que ouvert P, est bien défini et qu’il est contenu dans g, (B, (r,)). Le lemme
4.1-(c) entraine :

vol (P,) < ce™ ™,
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Si x € E,, linclusion de gauche dans (13) et le lemme 4.1-(b) avec s = r,/4
impliquent :

B.(6n/4) C gn(Ba,(rn/4)) C Py

La famille P, := {¢,(2B), B € B} répond au probléme posé. Son cardinal est bien
majoré par or, 2*d} (f™ est de degré topologique d7') et les applications g, sont des
branches inverses de f™ sur les boules de B.
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