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grx�f�gvm�w�m�}zm�sHozybj&}PlDfhsHuvf`f�m&~
f
oz{A}�j&urs�fhuLgrx4j&p�grx�f�m�grx�fhuLl���p4j&nk�

ozybj&}ZlDfhsHuvf`f`{����Ef�sHoq��f)f`{rgroqn�j&gvf`{�m&~-grx�f)l�oqntfhp�{rozm�pEm&~Agrx�f)f`���Doq}qo i uroq�Dn�ntfbj�{r�Duvf
m&~

f ��� xDozyvx�oqp���m�}q��f�grx�f eP��j&wUm��Dp�m��¡f£¢�w�m�p�fhp�gv{b�
¤�¥�¥�¥�¦	§�¨h©�ª�«�§�¨h¬®­�¯�°²±�³4´#ª�­�¨kµ�¶�§�¯#¯£¬�·�­�§�¨£¬®¸�¹»º*¼�½�µ�¾�¿²À�¼�½�Á�ÂH¥UÀU¼D¤�Ã�¿�¥UÄ
Å ª�ÆKÇJ¸�È#É�¯tºÊÉU¬®«
ª&¹�¯#¬®¸�¹K¨£©�ª&¸�È|Æ�À�ª�Ë4±U¬®¶®¬�³�È£¬�±�«Ì«�ª&§�¯£±UÈ£ª�ÀPÍZÆ�§�ÎM¸�±�¹�¸HÏEª�Ð²ÎX¸�¹�ª&¹D¨&Ä

Ñ ÒMÓ8Ô,Õ-Ö�×EØEÙ�Ô�Ú�Ö%Ó
°²¸�¬®ª&¹D¨

X
±�¹�ª!Ï�§�È#¬®Û�¨hÛ!Ü�Ý�©U¶®Û&È#¬®ª�¹�¹�ª!­�¸�«
Î�§�­�¨£ª�É�ª�ÉU¬®«
ª&¹�¯#¬®¸�¹

k
ª�¨

f : X → X
±U¹�ª

§�ÎUÎ�¶®¬�­�§�¨£¬®¸�¹J«�Û�È£¸�«
¸�È£ÎU©�ªKÉ�¸�«
¬®¹�§�¹D¨hª�ÄßÞk¹à¹U¸�¨hª
dt
¯£¸�¹áÉ�ª�â�È£ÛK¨£¸�ÎM¸�¶®¸�â�¬�Ë�±�ª�À

λk−1
¯£¸�¹

(k − 1) ã ¬®ä�«�ª�É�ª�â�È£Û)ÉUÆ4¹�§�«�¬�Ë4±Uª¡å2­�æ-¯#ª&­�¨h¬®¸�¹+¤²Ä�ÂHç�ÀUª�¨�¸�¹?¯£±UÎ�ÎM¸�¯£ª)Ë�±�ª dt > λk−1
ÄLÁ-¬�Ð²¸�¹�¯

§�±U¯£¯£¬X±�¹�ª�æ�¸�È£«
ª�ÉUª Å Ý�©�¶�ª&È
ω
¯£±�È

X
À4¹�¸�È£«�§�¶�¬®¯£Û�ª�Î�§�È ∫

X
ωk = 1

Ä*°²¸�±�¯�­&ª�¯�©DÆ4ÎM¸�¨£©�ä&¯#ª&¯�À
è ±�ª&É�´�§¡«�¸�¹�¨£È£Û)É�§�¹�¯�é èkê Ë�±�ª�¶�§�¯£±U¬�¨hªtÉ�ªt«
ª&¯#±�È£ª�¯�º

µn :=
1

dn
t

fn∗ωk

­�¸�¹DÏ�ª&È#â�ª�Ï�ª&È£¯ ±U¹�ª�«
ª&¯#±�È£ª�É�ªkÎ�È#¸�³�§�³�¬�¶®¬�¨hÛ ¬®¹DÏ�§�È#¬�§�¹D¨hª
µ
å�­�æ:§�±U¯£¯£¬Aéìë�° ê À;éîí)°MÂ ê ª�¨)éîí)°�¤ ê ç�Ä

µ�ª+È£Û�¯£±�¶�¨`§�¨�§�Ï�§�¬�¨
Û�¨£Û	Û�¨`§�³U¶®¬�§�±�Î�§�Èh§�Ï�§�¹D¨�ÎX¸�±�È¡¶�ª&¯�§�Î�Î�¶�¬®­�§�¨h¬®¸�¹�¯�©�¸�¶�¸�«
¸�È£Î�©Uª&¯¡É�ª+É�ª ãâ�È#Û+§�¶®â�Û�³�È£¬�Ë�±�ª
d ≥ 2

¯£±UÈ
¶ðïìª�¯£Î�§�­&ª+Î�È£¸�´#ª�­�¨£¬�æ
Pk åð§�¶�¸�È£¯

dt = dk ª�¨
λk−1 = dk−1 ç�ª�¨ÎX¸�±�È�¶�ª&¯¡§�ÎUÎ�¶®¬�­�§�¨£¬®¸�¹�¯]ÉZïì§�¶®¶�±�È£ª�ÎM¸�¶�Æ4¹�¸�«
¬�§�¶�ª�ÄñÞk¹á­&¸�¹�¯#±�¶�¨£ª&È£§»òó­�ª?¯£±�´#ª�¨
¶®ª&¯%¶®¬�Ï4È#ª&¯8É�ª

ô ª�È#¨£ª&¶®¸4¸�¨ ã ¦!§�Æ�ª�È)é ô ¦ ê å�ª&¹EÉ�¬�«�ª�¹�¯£¬�¸�¹�Â�ç�ª�¨ É�ª�°²¬�³M¸�¹�Æ!éì° ê å�ª&¹EÉ�¬®«
ª&¹U¯£¬®¸�¹�¯£±UÎMÛ�È£¬®ª�±�È£ª�ç�ÄÞk¹?¨hÈ#¸�±UÏ�ª�Èh§
§�±�¯#¯£¬�É�§�¹�¯�­�ª&¯�¸�±UÏ4Èh§�â�ª&¯�±�¹�ªt³�¬�³�¶®¬�¸�â�Èh§�Î�©�¬®ª�Î�¶�±�¯�É�Û�¨h§�¬®¶�¶®Û&ª�Ä
Í�§	«
ª&¯#±�È£ª�¶®¬®«
¬�¨£ª

µ
¬�¹D¨hä&â�È£ª
¶®ª&¯tæ�¸�¹�­�¨h¬�¸�¹�¯�õ&ö�÷�ø�ùûú®ü�ø`ý4À�­&ª�Ë�±�¬�§�¯£¯£±UÈ£ªK¶ðïìªbÐU¬�¯#¨£ª&¹�­�ª�É�ª

¯#ª&¯tª�Ð²ÎX¸�¯h§�¹D¨£¯]É�ª¡ÍZÆ�§�ÎM¸�±�¹�¸HÏXÄ¡þ�¸�±�¯t¶�ª&¯)¹�¸�¨£ª&È#¸�¹�¯)ª&¹ñ¸�È#É�È£ª8­�È£¸�¬�¯£¯h§�¹�¨
χ1 ≤ · · · ≤ χk

Ä
°²¬

Σ
É�Û&¯#¬®â�¹Uª)¶®ª&±UÈ ¯£¸�«
«�ª�À�¸�¹+É�¬®¯#ÎM¸�¯£ª)É�ª�¯�¬�¹�Û&âD§�¶®¬�¨£Û&¯kå2­�æ�é ô í ê À,éîí)°MÂ ê À�é èkê çkº

χ1 ≥
1

2
log

dt

λk−1

ª�¨
2Σ ≥ log dt.

Â



í%ïî±�¹�ª
«�§�¹�¬®ä�È£ª8â�Û�¹�Û&È£§�¶®ª�À-¶�ª&¯tª�Ð²ÎX¸�¯h§�¹D¨£¯]É�ª�ÍZÆD§�ÎX¸�±�¹U¸�Ïó¯#¸�¹D¨�È£ª&¶�¬®Û�¯]òE¶�ïîª&¹D¨£È£¸�Î�¬�ª8ª�¨
òE¶�§EÉ�¬®«
ª&¹U¯£¬®¸�¹ñÉUª

µ
À:¹�¸�¨£Û&ª&¯�È£ª�¯£ÎXª&­�¨h¬�Ï�ª&«
ª&¹D¨

h(µ)
ª�¨

dimH(µ)
å2­�æ�¯£ª&­�¨h¬�¸�¹ ¤²Äî¾�çbÄ � §�È

ªbÐUª�«�ÎU¶®ª�À�¯#¬
f
É�Û&¯#¬®â�¹Uª�±�¹�ª�æ�È£§�­�¨£¬®¸�¹
Èh§�¨£¬®¸�¹U¹�ª&¶�¶®ª�É�ª�É�ª&â�È£Û

d
¯£±�È

P1 À²¸�¹�§ h(µ) = log d =
dimH(µ).χ

À4¸��
χ
ª�¯#¨ ¶ðïì±U¹�¬®Ë�±�ª�ª�Ð²ÎX¸�¯h§�¹D¨ ÉUª

µ
å�­�æÊéîÍ ê ÀMé ¦ ê ç�Ä���¹�ª�¨£ª&¶®¶�ª æ�¸�È£«�±U¶®ª�Î�È£¸HÏ4¬®ª�¹�¨

É�±à­�§�Èh§�­�¨hä&È#ª	­�¸�¹Uæ�¸�È#«�ªEÉ�ª
f
Ä�þ�¸�¨h¸�¹�¯
Ë�±Zïî¬®¶ ª�Ð²¬�¯#¨hª+±�¹�ª+È£ª�¶�§�¨£¬®¸�¹ ¯#ª&«�³U¶�§�³�¶�ª?ÎM¸�±�È¡¶®ª&¯

É�¬��;Û�¸�«
¸�È£Î�©U¬®¯£«
ª&¯�É�ª&¯�¯£±UÈ#æ2§�­�ª&¯�È£Û&ª�¶®¶�ª&¯ ­&¸�«�Î�§�­�¨hª�¯�é	� ê Ä

 ¹�ÉU¬®«
ª&¹�¯#¬®¸�¹¡­&¸�«�Î�¶�ª�Ð²ª Î�¶�±�¯*â�Èh§�¹UÉ�ª�Ë4±Uª

1
À4¶�ª&¯*§�ÎUÎ�¶®¬�­�§�¨£¬®¸�¹�¯A«�Û�È£¸�«
¸�È£ÎU©�ª&¯L¹�ª�¯#¸�¹D¨

Î�¶�±�¯L­&¸�¹Uæ�¸�È£«
ª&¯�Ä*Þk¹¡­&¸�¹�¹�§��®¨*±�¹Uª�«
¬®¹U¸�Èh§�¨£¬®¸�¹]É�ª�¶�§)É�¬�«�ª�¹�¯£¬�¸�¹8¶®¸�È#¯£Ë�±�ª
µ
ª&¯|¨�±U¹�ª�«�§�¯#¯£ª

É�ª�¦	¸�¹�â�ª ã�
 «
ÎMä�È£ª
ò?ÎM¸�¨hª&¹D¨£¬®ª&¶L©���¶®É�Û�È£¬�ª&¹�å2Î�§�È)ª�Ð²ª&«
Î�¶®ª¡¯#¬
f
ª�¯#¨]©�¸�¶�¸�«�¸�È£Î�©�ª%¯£±�È

Pk Àé ô ê�������� Ä ¤²À:é ° ê�� Â�Ä�½�ç�Ä�µ�ª�¨£¨hª]«�¬�¹�¸�È£§�¨h¬�¸�¹Kæ2§�¬�¨�§�Î�Î�§�È£§��®¨£È£ªt¶�ïîª�Ð²ÎX¸�¯h§�¹D¨�É�ª]Ã���¶�É�ª&È�Ä þ�¸�¨£¸�¹�¯
Ë�±�ª

µ
¹�ª)ÎX¸�¯£¯#ä&É�ª�Î�§�¯�¨£¸�±�´#¸�±UÈ£¯ ­&ª�¨£¨£ª)Î�È£¸�ÎUÈ£¬®Û�¨hÛ)É�ª)È#Û&â�±U¶�§�È#¬�¨hÛ�Ä*Þk¹?É�¬®¯#ÎM¸�¯£ªt§�±�¯#¯£¬,ÉZïî±�¹�ª

«�§�´#¸�È£§�¨h¬�¸�¹»æ2§�¬®¯£§�¹D¨]¬�¹D¨hª&È|Ï�ª�¹�¬®È]¶®ª&¯�ª�Ð²ÎX¸�¯h§�¹�¨£¯�¶®¸�È£¯£Ë�±�ª
f
ª&¯#¨%±�¹ßª�¹�É�¸�«
¸�È£ÎU©�¬®¯#«�ª¡©�¸�¶�¸ ã«
¸�È£ÎU©�ª)É�ª

P
k ÉZïì¸�È£¬®â�¬®¹�ªkÎX¸�¶�Æ²¹U¸�«�¬®§�¶®ª]é ô ÉP¦ ê Ä

Í,ªt³�±U¨�É�ªt­&ª�¨�§�È#¨h¬�­&¶�ªkª&¯|¨�É;ïìÛ�¨`§�³�¶�¬®È�¶ðïìª�¹�­�§�É�È£ª�«�ª�¹�¨�¯#±�¬�Ï�§�¹D¨tº
������� �"!$#&%('*)+'-,/. ö�ø1032`ø)ý54`ü .76 ý*8`ø92`ø�ü;:�<>=><�?52A@ 6 2`ø>B�0�÷C?�ùEDC2A@Uø�ù . @F?52

µ G <A:bù HI2�J
log dt

χk
≤ dimH(µ) ≤ 2k −

2Σ − log dt

χk
.

å|Â�ç
Í�§�É�Û&«
¸�¹�¯|¨hÈ£§�¨h¬�¸�¹)È£ª�ÎM¸�¯#ªLª&¯#¯£ª&¹D¨£¬®ª&¶�¶®ª�«�ª�¹�¨�¯#±�È,¶�ïîª�Ð²¬�¯#¨hª�¹�­&ª*ª�¨�¶®ª
­�¸�¹D¨hÈ�K�¶®ª
É�ª�¯�³�Èh§�¹U­`©�ª&¯

¬�¹�Ï�ª&È#¯£ª&¯tÉ�ª�¯)¬�¨£Û&È£Û�¯)É�ª
f
¶®ª%¶®¸�¹�â�ÉZïî¸�È£³�¬�¨hª�¯k¹�Û&â�§�¨h¬�Ï�ª&¯k¨rÆ4Î�¬�Ë�±�ª&¯�å2­�æ�¶®§�Î�È#¸�ÎM¸�¯£¬�¨£¬®¸�¹!¼UÄ�Â�ç�Ä

þ�¸�±�¯�É�¸�¹�¹�¸�¹�¯ É�§�¹�¯�¶�ª�­�§�¯ «�Û�È£¸�«
¸�È£ÎU©�ª�±�¹?Û�¹�¸�¹�­�Û)¯£ª�«�³�¶�§�³�¶®ª�§�±?­�§�¯�©�¸�¶®¸�«�¸�È#Î�©�ª�À²ÉML
ò ô È£¬®ª�¹�É ã í�±UÏ�§�¶�é ô í ê ÄtÍ,ª�¹�¸�±UÏ�ª&¶
¬�¹�â�È#Û&É�¬�ª&¹D¨kª�¯#¨t¶®ª]­&¸�¹D¨£È�K�¶�ª%É�ª8¶®§
Ï4¬�¨£ª&¯£¯#ª8ÉZïì§�Î�Î�È#¸²­`©�ªÉ�ª�¯*¸�È£³�¬�¨hª�¯Ê¹UÛ&âD§�¨£¬�Ï�ª&¯LÏ�ª�È£¯Ê¶�ïîª&¹�¯#ª&«�³�¶�ª

J
Ë�±�¬P­&¸�¹�¨£¬®ª�¹�¨Ê¶�ª&¯Lª&¹U¯£ª&«%³�¶®ª�¯�ÉZïî¬®¹UÉ�Û�¨£ª&È£«
¬®¹�§�¨h¬�¸�¹

É�ª
f
ª�¨

f−1 Ä�ÍLïî¬®¹D¨hÛ�â�Èh§�³�¬®¶�¬�¨hÛ�É�ªt¶�§%æ�¸�¹U­�¨h¬�¸�¹ log(dist (.,J ))
å�­�æ
¶�ª&«
«�ªk¼UÄ�¤�ç�´#¸�±�ªt¬®­�¬Z±�¹

È�K�¶®ª ­�È£±�­�¬�§�¶ðÄ
þ�¸�¨hÈ£ª�Û�¹�¸�¹�­�Ûk§�Î�ÎX¸�È|¨hª�§�±�¯#¯£¬P±�¹�ª�Î�È£Û�­&¬�¯£¬®¸�¹�¯#±�Î�Î�¶�Û&«
ª&¹D¨`§�¬�È£ªtºA¬�¶�ÎMª�È£«
ª�¨ÊÉ�ª
­�¸�«�Î�§�È£ª�È)¶®ª&¯)æ2§�«
¬®¶�¶®ª�¯�É�ª¡³�È£§�¹�­`©�ª�¯%¬�¹�Ï�ª&È#¯£ª&¯

(f−n)n≥0
É�Û�·�¹�¬®ª�¯%§�±»Ï�¸�¬®¯#¬®¹�§�â�ª8É�ª

f p(x)¶�¸�È£¯#Ë4±Uª
p
Ï�§�È#¬®ª�Ä � ¶�¯#¨h¬�Î�±�¶�ª�Î�§�È*ª�Ð²ª&«
Î�¶®ª�Ë�±�ª�¶®ª�Èh§�Æ�¸�¹�É�ª�¶�§)³X¸�±�¶�ª ¯£±�ÈÊ¶�§�Ë�±�ª�¶®¶�ª ª&¶®¶�ª&¯L¯#¸�¹D¨

É�Û�·�¹�¬�ª&¯�É�Û&­�È£¸N��¨�ª�Ð²ÎX¸�¹�ª&¹D¨£¬®ª&¶�¶®ª�«�ª�¹�¨�¶�ª&¹D¨hª�«�ª�¹D¨�¶�¸�È£¯#Ë�±�ª
p
É�ª�Ï4¬®ª�¹D¨�â�Èh§�¹�É;Ä


 ¯£Ë�±�¬�¯£¯£¸�¹�¯�¶�§tÎ�È#ª&±UÏ�ªkÉ�ª�¶®§�«�§�´#¸�È£§�¨h¬�¸�¹¡É�ª8åvÂ�ç�Ä
þ�¸�±�¯�È£ª�Î�È£ª�¹�¸�¹�¯�ª&¹KÎ�§�È#¨h¬�ª�¶®§�«
Û�¨£© ã¸4É�ª
É�ª ô ¬�¹�É�ª�È%ª�¨�í�ªH¦	§�È£­�¸ é ô ÉP¦ ê Ä � ¶*¯&ïì§�â�¬�¨%ÉZïî¬®¹D¨£È£¸4É�±�¬®È#ª�±U¹ß³M¸�È£Û&¶�¬®ª�¹
A
É�ªK«
ª&¯#±�È£ª

ÎX¸�¯£¬�¨h¬�Ï�ª�¯#±�È?¶®ª�Ë4±Uª&¶k¸�¹ ÉU¬®¯£ÎX¸�¯#ª»ÉZïì±U¹ ­�¸�¹D¨hÈ�K�¶®ª�±U¹�¬�æ�¸�È#«�ª	É�ª&¯?³UÈh§�¹�­`©Uª&¯E¬®¹DÏ�ª�È£¯#ª&¯&Ä Í:§
Î�È#¸�ÎX¸�¯£¬�¨h¬®¸�¹?¼UÄ�Â�¹U¸�±�¯�æ�¸�±�È£¹U¬�¨ É�ª�¯�¯#±�¬�¨£ª&¯

(rn)n
ª�¨

(γn)n
ò8É�Û�­&È#¸�¬®¯#¯h§�¹�­�ª]¶�ª&¹D¨hªk¨£ª&¶�¶®ª&¯ Ë�±�ª

ÎX¸�±�È�¨£¸�±U¨
x ∈ A

ª�¨�ÎM¸�±�È�¨h¸�±²¨
n ≥ 0

º
ã ¶®§]³�È£§�¹�­`©�ª�¬®¹DÏ�ª�È£¯£ª gn

É�ª
fn Ï�Û�È£¬�·P§�¹D¨ gn(fn(x)) = x

ª�Ð²¬®¯|¨hªk¯#±�È
Bn := Bfn(x)(rn)

À
ã ¶�ïî¸�±UÏ�ª&È|¨ gn(Bn)

­&¸�¹D¨h¬�ª&¹D¨
B′

n = Bx(γne
−nχk)

À
ã ¶®ªkÏ�¸�¶®±U«�ª)É�ª gn(Bn)

ª�¯#¨�«�§H´#¸�È£Û)Î�§�È
ce−2nΣ À�¸�� c

ª&¯#¨�±�¹Uª�­�¸�¹�¯|¨`§�¹D¨hª�Ä
Þk¹?§%¹U¸�¨hÛ

Bx(r)
¶®§]³X¸�±�¶�ª�¸�±²Ï�ª&È|¨hª)­�ª&¹D¨hÈ#Û&ª)ª&¹

x
ª�¨�É�ªkÈ£§�Æ�¸�¹

r
Ä*Í,ª&¯�³X¸�±�¶�ª&¯�ÉU±�¨rÆ4ÎMª

B′
nÎXª&È#«�ª�¨£¨hª�¹D¨)§�¶�¸�È£¯�É�ª]­&¸�¹�¯|¨hÈ#±�¬®È#ª%É�ª�¯�È£ª�­&¸�±²Ï²È#ª&«
ª&¹D¨h¯�É�ª

A
É�ª%É�¬®§�«
ä�¨hÈ#ª�§�È£³�¬�¨hÈ£§�¬®È#ª&«
ª&¹D¨

ÎXª�¨£¬�¨�ÀMª�¨)¶ðïìª�¯#¨£¬®«�§�¨h¬�¸�¹!¯#±�Èk¶®ª]Ï�¸�¶�±�«�ª]É�¸�¹�¹Uª8±�¹�ª8³X¸�È£¹�ª%¯£±�È)¶�ª&±�Èk­&§�È£ÉU¬®¹�§�¶ðÄtÞk¹»¸�³U¨£¬®ª&¹D¨
§�¬�¹�¯£¬;¶�§�«�§�´#¸�Èh§�¨h¬®¸�¹K¬®¹�ÉU¬®Ë�±�Û&ª�Ä

¤



� ª&¹U¸�¹�¯ ã ª&¹Eò%¶®§%«
¬®¹�¸�È£§�¨h¬�¸�¹ZÄ 
 ¶®¶�ª�È£ª�ÎM¸�¯£ªk¯#±�È�¶®ª�È£Û�¯£±�¶�¨`§�¨�­&¶®§�¯£¯#¬®Ë�±�ªk¯#±�¬�Ï�§�¹D¨tå�­�æÊé � ê ç�º
������� �"!$#&%('*)�� ,/. ù 6

Λ
ö5@�� . :><A0qù 2A@ ?52

X
6 2A0Mõ&ö 2

µ(Λ) > 0 �
, öHüDü . ø . @Uø�õ&ö 2*ü . ö5: 6 . ö 6

x ∈ Λ
BLùE0 2���ù®ø 6 2tö5@ 2)ø�ö4ù 6 2 ?5<>=A: . ù®ø`ø&÷N@ 6 2�?521:�<>2A0 ø ü . ø�ù 6 ù �hø

(ρn(x))n≥0 G <A:bù H�÷N@ 6 J

lim
n→+∞

ρn(x) = 0 , lim
n→+∞

log ρn+1(x)

log ρn(x)
= 1

å�¤�ç

2 6
a ≤ lim inf

n→+∞

log µ(Bx(ρn(x)))

log ρn(x)
≤ lim sup

n→+∞

log µ(Bx(ρn(x)))

log ρn(x)
≤ b.

åð¼Dç
	 0 . :hø10�÷ ?�ùEDC2A@Uø�ù . @ ?52�
t÷�öDø ? . :
� ?52

Λ G <A:bù HI2 a ≤ dimH(Λ) ≤ b �
þ�¸�¨h¸�¹U¯�Ë�±�ªt¯#ª&±�¶�ª�¶®§�«�¬�¹�¸�È£§�¨h¬�¸�¹K¯£ª�Èh§¡±U¨h¬�¶®¬�¯£Û&ª�ÀU¯#¸�±�¯�¶�§�æ�¸�È#«�ªkÉU±	­�¸�È£¸�¶�¶�§�¬�È£ª]º
� � �"���������+�"% '*)�� , ù ùE0 2���ù®ø 6 2
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dimH(µ) ≥ a.
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k log d

χk

≤ dimH(µ) ≤ 2k −
2Σ − k log d

χk

≤ 2k − 2 +
log d

χk

.
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A
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g
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g1, . . . , gd
ª�¨�¸�¹EÎM¸�¯#ª¡º

‖ dg(z) ‖ := max
i∈{1,...,d}

‖ dgi(z) ‖ ,
∥∥ d2g(z)

∥∥ := max
i∈{1,...,d}

∥∥ d2gi(z)
∥∥ .
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A ⊂ X1

ª�¨
B ⊂ X2

À�ÎX¸�¯£¸�¹U¯
g(A) := π2(π

−1
1 (A)∩Γ)

ª�¨
g−1(B) := π1(π

−1
2 (B)∩Γ)
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g : X1 → X2
B
gi

2 6
A
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τ > 0
2 6

p ∈ N∗ 6 2A0E032`ø%õ&ö*2�ü . ö5: 6 . ö 6
x ∈ X1 \ A

B . @ó÷

‖ dg(x) ‖ +
∥∥ d2g(x)

∥∥ ≤ τ dist (x,A)−p

2 6
dist (gi(x), g(A)) ≤ τ dist (x,A)1/p.
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É�¸�¹�¨�¶�§	ÉU¬ �MÛ&È£ª�¹D¨h¬®ª�¶®¶�ª
ª�¯#¨8±U¹�¬�æ�¸�È#«�Û�«�ª�¹D¨]³X¸�È#¹�Û&ª�Ä»í�¸�¹�­�À
Ë�±�¬�¨#¨hª�ò
È#ª&«
Î�¶�§�­�ª&È

g
Î�§�È

g̃
À�¸�¹EÎXª&±U¨�¯#±�Î�ÎX¸�¯£ª�È�Ë�±�ª

Γ
ª�¯#¨�¶®¬�¯£¯£ª�Ä

°²¸�¬�ª&¹D¨
(a, b) ∈ Γ

ª�¨
M, N

É�ª�¯�­�§�È#¨hª�¯�ÉUª
X1, X2

­&¸�¹�¨£ª&¹�§�¹�¨�È£ª�¯£ÎXª&­�¨£¬�Ï�ª&«
ª&¹D¨
a
ª�¨

b
Ä

Þk¹ó¶®ª�¯�«%±�¹�¬�¨kÉ�ª�­�¸²¸�È£É�¸�¹U¹�Û&ª�¯
(x1, . . . , xk)

ª�¨
(y1, . . . , yl)

¨hª�¶®¶�ª&¯kË�±�ª
a = 0

ª�¨
b = 0

Ä
°²¸�¬�¨

U b M ×N
±�¹KÏ�¸�¬�¯£¬�¹�§�â�ª�É�ª

(0, 0)
ÄLÁA¬zÐU¸�¹�¯

(x, y) ∈ Γ∩U
ª�¨�¹�¸�¨h¸�¹�¯

B ⊂ M \A¶®§�³X¸�±�¶�ª�­�ª&¹D¨hÈ#Û&ªkª�¹
x
É�ª�Èh§�Æ�¸�¹�«�§�Ð²¬�«�§�¶�¨£ª&¶�¶®ª�Ë�±�ª�¶®§�­�¸�«�ÎX¸�¯£§�¹D¨hª

Γ(x,y)
É�ª

π−1
1 (B)∩Γ­�¸�¹D¨hª&¹�§�¹D¨

(x, y)
¯£¸�¬�¨]¬®¹�­�¶®±�¯#ª�É�§�¹�¯

M × N
Ä�°²¸�¬�¨

g∗ ¶ðï §�Î�Î�¶®¬�­�§�¨£¬®¸�¹»±U¹�¬�Ï�§�¶�ª&¹D¨hª
É�Û�·�¹�¬®ª¯#±�È
B
ÉUª�â�Èh§�Î�©Uª

Γ(x,y)
Ä

¦	¸�¹D¨£È£¸�¹�¯�¶�§KÎUÈ£ª&«
¬®ä�È£ª8¬�¹�Û&âD§�¶®¬�¨£Û�Ä%þ�¸�±�¯�§�¶�¶®¸�¹U¯kª&¯|¨h¬®«
ª&È)¶�ª&¯tÉ�Û�È£¬�Ï�Û&ª�¯]É�ª
g∗ ª&¹ x

ª&¹
±U¨£¬®¶�¬®¯h§�¹�¨Z¶�§ æ�¸�È£«�±U¶®ªLÉ�ª�µ�§�±�­`©DÆ�Ä � ±�¬�¯£Ë�±�ª

g∗ ª&¯|¨A³X¸�È#¹�Û&ª�å2ª�¶®¶®ª*Î�È#ª&¹�É]¯£ª�¯-Ï�§�¶®ª�±�È£¯�É�§�¹�¯ N
ç�À

¬�¶�¯£±��¡¨ É�ª�«�¸�¹�¨£È£ª�È�Ë�±�ª
B
­&¸�¹�¨£¬®ª�¹�¨�±�¹�ª�³M¸�±U¶®ª�­&ª&¹D¨£È£Û&ª�ª&¹

x
ª�¨�É�ª�Èh§�Æ�¸�¹

τ ′′dist (x,A)q À¸��
τ ′′ > 0

ª�¨
q ∈ N∗ ÄÊÞk³�¯#ª&È#Ï�¸�¹�¯�Ë�±�ª)¯£±�È ¶®§%Ï�§�È£¬�Û�¨hÛ 0qù®ø`ø92 Γ ∩M ×N

É�ª)É�¬�«�ª�¹�¯£¬�¸�¹
k
À

¶�ª&¯
æ�¸�È#«�ª�¯
©�¸�¶�¸�«�¸�È£Î�©�ª�¯
dyj

¯&ïîÛ&­&È#¬�Ï�ª&¹D¨�ÉUª�æ2§��&¸�¹¡±�¹U¬®Ë�±�ª�­&¸�«
«
ª�­&¸�«%³�¬®¹�§�¬®¯£¸�¹�¯
¶®¬�¹�Û�§�¬®È£ª�¯
É�ª�¯Êæ�¸�È£«
ª&¯

dxi
òt­�¸²ª��
­&¬®ª�¹D¨h¯Ê«�Û�È£¸�«
¸�È£ÎU©�ª&¯�ÄLµ�ª&¯Ê­&¸4ª��
­�¬®ª&¹D¨£¯�¯#¸�¹D¨�ª�¹
æ2§�¬�¨L©�¸�¶�¸�«
¸�È£Î�©Uª&¯

©�¸�È£¯�É�ª
A′ ­�§�È Γ

ÆKª&¯#¨�¶®¸4­�§�¶®ª&«
ª&¹D¨ ±U¹�ªt±�¹�¬®¸�¹+ÉUª]â�È£§�Î�©�ª�¯&Ä 
 ¬�¹�¯£¬ðÀ�Ë�±�¬�¨#¨hª�ò8È£ª�¯#¨hÈ#ª&¬�¹�É�È£ª
M

ª�¨
N
À�¸�¹+§

‖ dg∗(z) ‖ ≤ τ ′ dist (z,A)−q ÎX¸�±�È�¨h¸�±U¨ z ∈ B
À�¸��

τ ′ > 0
ª�¨

q ∈ N∗ ÄÊÞ)¹ª�¹	É�Û�É�±�¬�¨�À�ÉZïì§�Î�È#ä&¯�¶�ïî¬®¹�Û�âD§�¶®¬�¨hÛ�É�ª&¯�§�­�­&È£¸�¬®¯£¯#ª&«
ª&¹D¨h¯�·�¹�¬�¯&À�Ë�±Zïî¬®¶,ªbÐU¬�¯#¨£ª]±�¹Uª�³X¸�±�¶�ª)­&ª�¹�¨£È£Û�ª
ª�¹

x
ª�¨ÊÉ�ª�È£§�Æ�¸�¹

τ ′′ dist (x,A)q ­�¸�¹D¨hª&¹�±�ª�É�§�¹�¯ B ÄLÞ)¹
±U¨£¬®¶®¬�¯£ª ¬�­&¬�¶�ª�æ2§�¬�¨LË�±�ª Γ∩M ×Nª�¯#¨ ±�¹Uªk¯£¸�±U¯ ã Ï�§�È#¬®Û�¨hÛ�ÉUª M ×N
ª�¨ ¶�ª�æ2§�¬�¨�Ë�±�ª

π1 : Γ \A′ → X1 \A
ª�¯#¨ ±�¹�È£ª�Ï ��¨£ª&«
ª&¹D¨

¹�¸�¹+È£§�«
¬�·�Û�ÄLÍ�§
Î�È#ª&«
¬®ä�È£ª)¬®¹UÛ&âD§�¶�¬�¨£Û�ª&¹+É�Û�­&¸�±�¶�ª�Ä
� §�¯£¯£¸�¹�¯+òß¶�§ É�ª�±²Ð²¬®ä�«�ª�¬�¹�Û&â�§�¶®¬�¨hÛ�Ä 
 ¹ ÎX¸�¯h§�¹�¨

y := g∗(x)
À�¬®¶�¯£±��¡¨EÉ�ª!«�¸�¹D¨£È£ª&È

dist (y, g(A)) . dist (x,A)1/p Ä%°²¸�¬�ª&¹D¨ u
ª�¨

v
É�ª�¯tæ�¸�¹�­�¨£¬®¸�¹�¯�©�¸�¶�¸�«�¸�È£Î�©�ª�¯�Ï�ª�­�¨£¸�È£¬�ª&¶®¶�ª&¯

¯#±�È
M

ª�¨
N
¨hª&¶�¶®ª�¯�Ë�±�ª

A = {u = 0}
É�§�¹U¯

M
ª�¨

g(A) = {v = 0}
É�§�¹�¯

N
ÄÊÞ)¹�É�¬®¯#ÎM¸�¯#ª

É�ª�¯�ª&¯#¨£¬®«�§�¨h¬�¸�¹�¯�¯#±�¬�Ï�§�¹D¨£ª&¯&ÀP§�Ï�ª&­
q ∈ N∗ º

dist (x,A)q . ‖u(x)‖ . dist (x,A),
å�¾�ç

¿



dist (y, g(A))q . ‖v(y)‖ . dist (y, g(A)).
å�¿�ç

Í,ª&¯�¬®¹�Û�âD§�¶®¬�¨hÛ�¯�ÉUª%âD§�±U­`©�ª�¯£¸�¹�¨k­&ª&¶�¶®ª�¯�É�ª�Í�¸�´£§�¯£¬�ª���¬®­ 6?å|éìÍ,¸ ê À � � Ä�½4Ä�¤�ç�ª�¨)­�ª&¶�¶®ª&¯�É�ª�ÉUÈ£¸�¬�¨hª
Î�È#¸HÏ²¬�ª&¹�¹Uª&¹D¨
É�ªE¶�ïî¬®¹�Û�âD§�¶®¬�¨hÛ�É�ª&¯
§�­�­&È£¸�¬®¯£¯#ª&«
ª&¹D¨h¯8·�¹U¬®¯&Ä�Þk³�¯#ª&È#Ï�¸�¹�¯
Ë�±�ªE¶�ïîª&¹�¯#ª&«�³�¶�ª+§�¹ ã§�¶�Æ�¨h¬®Ë�±�ª

A1 := {z ∈ Γ ∩ M × N, u ◦ π1(z) = 0}
ª&¯|¨�­�¸�¹D¨hª�¹4±>É�§�¹�¯

A2 := {z ∈
Γ∩M ×N, v ◦π2(z) = 0}

ÄLÍ�§)Ï�§�È#¬®Û�¨hÛ
Γ∩M ×N

Û�¨h§�¹D¨Ê¶®¬®¯#¯£ª�ÀD¸�¹�¸�³U¨h¬�ª&¹D¨*¶®ª�¯L¬®¹�Û�âD§�¶®¬�¨hÛ�¯
¯#±�¬�Ï�§�¹D¨hª�¯�É�ªt¶�§�«��&«
ª)«�§�¹U¬®ä&È#ª)Ë�±�ª�å2¾�ç�ª�¨�åð¿�ç�º

‖v(y)‖ = ‖v ◦ π2(x, y)‖ . distΓ((x, y),A2)

≤ distΓ((x, y),A1) . ‖u ◦ π1(x, y)‖1/q′ = ‖u(x)‖1/q′.

µ�ª�¶�§�¨hª�È£«
¬®¹�ª)¶®§�É�Û&«
¸�¹�¯|¨hÈh§�¨h¬®¸�¹
2

ík§�¹U¯*¨£¸�±U¨£ª ¶�§k¯£±U¬�¨hª�À
f : X → X

É�Û&¯#¬®â�¹Uª�±U¹�ª�§�Î�Î�¶�¬®­�§�¨h¬®¸�¹%«
Û&È£¸�«�¸�È#Î�©�ª1? . D8ùE@X÷N@ 6 2�Ä
µ�ª�¶�§	¯#¬®â�¹U¬�·�ª¡Ë�±�ªK¯#¸�¹+´£§�­�¸�³�¬®ª�¹ å�É�Û�·�¹U¬�Î�¶�±�¯�³�§�¯`çt¹Zïîª&¯#¨�¬®É�ª�¹�¨£¬®Ë�±�ª�«�ª�¹�¨]¹�±�¶Ê¯£±�È%§�±�­&±U¹
¸�±²Ï�ª&È|¨tÉ�ª

X
Ä]þ�¸�¨h¸�¹�¯�Ë4±Uª8¶�ïì§�Î�Î�¶�¬®­�§�¨h¬®¸�¹

f−1 : X → X
ª&¯|¨t«�Û�È£¸�«
¸�È£ÎU©�ª%ª�¨t«�±�¶�¨£¬�Ï�§�¶ ã±�Û�ª�Ä�°²¸�¬�ª&¹D¨

dt
¶®ªC?52$#N:�< 6 . ü . 0 . #�ù2õ&ö*2 É�ª

f
À
C
¯#¸�¹�ª�¹�¯£ª�«�³�¶®ª�­&È#¬�¨£¬®Ë�±�ª�ª�¨

I
¯#¸�¹�ª�¹�¯£ª�«�³�¶®ª

ÉZïî¬®¹UÉ�Û�¨£ª&È£«
¬®¹�§�¨h¬�¸�¹ZÄ�Þ)¹	ÎM¸�¯£ª
J ′ := f(C ∪ I)

ª�¨
J := J ′ ∪ f−1(J ′)

Ä ík§�¹�¯�¶®§
¯#ª&­�¨£¬®¸�¹
¼UÀU¹�¸�±�¯�§�Î�ÎU¶®¬®Ë�±�ª�È£¸�¹U¯ ¶®ª)¶®ª�«�«
ªt¤²Ä�Â�ò

g = f
ª�¨

g = f−1 §�Ï�ª&­ A := I
¸�±

J ′ Ä
� ¸�±�È�¨£¸�±U¨

l ∈ {1, . . . , k}
ÀP¸�¹!É�Û�·�¹�¬�¨k¶�§8æ�¸�È#«�ª

f ∗ωl ­&¸�«�«
ªt¶�ïîª�Ð4¨hª�¹�¯£¬�¸�¹!¨hÈ#¬�Ï4¬�§�¶®ª)É�ª
(f|X\I)

∗ωl ò�¨hÈ£§HÏ�ª&È#¯ I Ä 
 Ï�ª&­�­&ª�¨£¨hªt­�¸�¹DÏ�ª&¹D¨£¬®¸�¹ZÀ Jac (f)
ª&¯#¨�¶®§%æ�¸�¹�­�¨£¬®¸�¹?ÎX¸�¯#¬�¨h¬�Ï�ª)¯#±�È

XÏ�Û&È£¬�·P§�¹D¨
f ∗ωk = Jac (f).ωk Ä�Í�ª�¯ ?52$#N:�<`ø ?N47@X÷ND8ù2õ&ö 2`ø λ1, . . . , λk

ÉUª
f
¯£¸�¹D¨�É�Û�·�¹�¬®¯�Î�§�È

å�­�æ�éìë�° ê À�éìí)°²¼ ê ç�º

λl := lim
n→∞

(∫

X

fn∗ωl ∧ ωk−l

)1/n

.

°²¸�±U¯�¶ðïì©DÆ4ÎX¸�¨h©�ä�¯£ª
dt > λk−1

À�¶�§�¯#±�¬�¨£ª)É�ª)«
ª&¯£±UÈ£ª
µn := 1

dn
t
fn∗ωk ­&¸�¹DÏ�ª�È£â�ªtÏ�ª�È£¯�±�¹�ª

«
ª&¯#±�È£ªtÉ�ªtÎ�È#¸�³�§�³�¬�¶®¬�¨hÛ�¬�¹DÏ�§�È£¬�§�¹�¨£ªkª&È#â�¸4É�¬®Ë�±�ª
µ
Ï�Û�È£¬�·�§�¹D¨�å�­�æ�éìë�° ê À�é èkê À,éìík°�¤ ê ç�º

å
α
ç�Í,ª&¯ æ�¸�¹�­�¨h¬®¸�¹�¯�õ&ö�÷�ø�ùûú®ü�ø`ý?¯£±�È

X
¯£¸�¹D¨

µ ã ¬�¹D¨hÛ&â�Èh§�³�¶�ª&¯�Äå
β
ç

µ
ª�¯#¨tÉ�ª�´£§�­&¸�³�¬�ª&¹»­�¸�¹�¯#¨h§�¹D¨

dt
º�ÎX¸�±�È�¨£¸�±U¨

A
³X¸�È£Û�¶®¬�ª&¹�É�ª

X \ I
¯#±�È)¶®ª�Ë�±�ª&¶

fª�¯#¨�¬®¹�´#ª�­�¨£¬�Ï�ª�À�¸�¹+§
µ(f(A)) = dt.µ(A)

Ä
Í�§�ÎUÈ£¸�Î�È#¬®Û�¨hÛ�å

α
ç;«�¸�¹D¨£È£ª*Ë�±�ª�¶®§�æ�¸�¹�­�¨£¬®¸�¹

log(dist (x,J ))
ª&¯|¨

µ ã ¬®¹D¨hÛ�â�Èh§�³�¶®ª�Ä 
 ¹�ª �Mª�¨&Àª�¶®¶®ª�ª&¯|¨t«�¬�¹�¸�È#Û&ª%Î�§�È�±�¹Uª�æ�¸�¹�­�¨£¬®¸�¹ßõ&ö�÷�ø�ùûú®ü�ø`ý�¯£±�È
X
Ä�µ�ïìª�¯#¨t­�¶�§�¬�È�¯#¬

X
ª&¯|¨)±�¹�ª�Ï�§�È#¬®Û�¨hÛ

Î�È#¸�´#ª&­�¨h¬�Ï�ª�Ä�°²¬
X
ª�¯#¨�¯£ª&±U¶®ª&«
ª&¹D¨�Ü�Ý�©�¶®Û�È£¬®ª�¹�¹�ª�ÀX­�ª&­�¬AÈ£Û�¯£±�¶�¨hª]ÉZïì±U¹!È£Û�¯£±�¶�¨`§�¨�É�ª ô ¶�§�¹U­`©�§�È£É

å�­�æ�éîí)°�¤ ê À 
 Î�ÎZÄ 
 Ä�ÂHç�Ä � ¶�¯�ïìª�¹�¯£±�¬�¨ µ(J ) = 0
ÄAí%ïì§�Î�È£ä�¯A¶�ª�¶�ª&«
«�ª�¤²Ä�Â�§�ÎUÎ�¶®¬�Ë4±UÛ�ò

f
ª�¨

f−1 À¸�¹]ÎMª�±U¨
«�§�´#¸�È#ª&È:¶®ª�¯-Ï�§�¶®ª�±�È£¯-§�³�¯#¸�¶®±Uª&¯AÉUª&¯Aæ�¸�¹U­�¨h¬�¸�¹�¯
log ‖ df(x)±1 ‖

ª�¨
log(Jac f(x))

Î�§�È
±�¹Uª�æ�¸�¹�­�¨£¬®¸�¹%É�±8¨rÆ²ÎXª

c1−c2 log(dist (x,J ))
À�¸��

c1
ª�¨

c2
¯#¸�¹D¨*É�ª&¯L­�¸�¹�¯#¨h§�¹D¨hª�¯ÊÎX¸�¯#¬�¨h¬�Ï�ª�¯&Ä

� §�È�ª�Ð²ª&«
Î�¶®ª�À�¶®ª�¯�É�ª&±²Ð?¬®¹�Û�âD§�¶®¬�¨hÛ�¯�É�§�¹�¯�¶�ª)¶®ª&«
«
ªt¤²Ä�Â]§�Î�Î�¶®¬�Ë�±�Û&ª�¯�ò
f−1 É�¸�¹�¹�ª&¹D¨

∥∥ df(x)−1
∥∥ ≤

∥∥ (df−1)(f(x))
∥∥ . dist (f(x),J ′)−p . dist (x,J )−q.

�



Í,ª&¯-æ�¸�¹�­�¨£¬®¸�¹U¯
log ‖ df(x)±1 ‖

ª�¨
log(Jac f(x))

¯£¸�¹D¨*É�¸�¹�­
µ ã ¬®¹D¨hÛ�â�Èh§�³�¶®ª�¯-ª�¨*¶®ª&¯Aª�Ð²ÎM¸�¯h§�¹D¨h¯É�ª�ÍZÆD§�ÎM¸�±U¹�¸HÏ

χ1 ≤ · · · ≤ χk
É�ª

µ
¯£¸�¹D¨�³�¬�ª&¹+É�Û�·�¹U¬®¯&Ä�Þk¹EÉ�¬®¯#ÎM¸�¯£ªtÉ�ªt¶�ïîÛ&âD§�¶®¬�¨£Û%º

2Σ := 2(χ1 + · · ·+ χk) =

∫

X

log Jac (f) dµ

ª�¨�É�ª�¶�ïî¬®¹�Û�âD§�¶®¬�¨hÛ
2Σ ≥ log dt

å�­�æ,Î�§�È�ªbÐUª�«�ÎU¶®ª]éìí)°XÂ ê çbÄLë�§�Î�ÎMª�¶®¸�¹U¯�Ë�±�ªk¶�ª&¯Êª�Ð²ÎX¸�¯h§�¹D¨£¯
χ1ª�¨

χk
¯#¸�¹D¨�ÉUÛ�·�¹�¬�¯�Î�§�È)º

−χ1 = lim
N→+∞

1

N

∫

X

log
∥∥ dfN(x)−1

∥∥ dµ(x) = inf
N≥1

{ 1

N

∫

X

log
∥∥ dfN(x)−1

∥∥ dµ(x)
}

ª�¨

χk = lim
N→+∞

1

N

∫

X

log
∥∥ dfN(x)

∥∥ dµ(x) = inf
N≥1

{ 1

N

∫

X

log
∥∥ dfN(x)

∥∥ dµ(x)
}
.

µ�ª�¯)Û&âD§�¶�¬�¨£Û&¯�¹�¸�±�¯kÎXª&È#«�ª�¨£¨£ª&¹D¨)É�ª�È#ª&«
Î�¶�§�­&ª&È
f
Î�§�È�±�¹�ª%¬�¨hÛ�È£Û�ª�É�§�¹�¯�¶�§�ÉUÛ&«
¸�¹�¯#¨£Èh§�¨£¬®¸�¹

É�±B¨£©�Û&¸�È£ä&«
ª Â�Ä�Â�Ä 
 ¹ ªA�;ª�¨�À�¶®ª	É�ª&â�È#Û!¨h¸�ÎM¸�¶�¸�â�¬�Ë4±Uª	É�ª
fN ª�¯#¨

dN
t

ª�¨
µ
ª�¯#¨+§�±U¯£¯£¬�¶�§

«
ª&¯#±�È£ª�É;ïìÛ�Ë4±U¬®¶®¬�³�È£ª]É�ª
fN ÀZÉZïîª�Ð²ÎX¸�¯h§�¹D¨£¯ Nχ1, . . . , Nχk

Ä]Þk¹»ÎXª&±U¨)ÉU¸�¹�­8¯£±UÎ�ÎM¸�¯£ª&È)Ë�±�ª
ÎX¸�±�È

0 < ε0 < 1
·UÐ²Û�ÀX¸�¹	§Eº

−χ1 ≤

∫

X

log
∥∥ df(x)−1

∥∥ dµ(x) ≤ −χ1(1 − ε0)
å �Dç

ª�¨
χk ≤

∫

X

log ‖ df(x) ‖ dµ(x) ≤ χk(1 + ε0).
å�½�ç

��� � ��� !#(5�'&# $%� �'/1!#4 +3(���� (
� ¶-¯&ïì§�â�¬�¨k¬®­&¬:É�ª8È#ª&¹�É�È#ª8¬®¹DÏ�ª�È£¯#¬®³�¶�ª�¶®ª�¯|Æ4¯#¨hä�«�ª8É²Æ²¹�§�«�¬�Ë�±�ª

(X, f, µ)
ª�¹ñ­�¸�¹�¯#¬®É�Û�Èh§�¹D¨t¯£¸�¹

2�� 6 2A@Uø�ù . @ @X÷ 6 ö$:�2A0E032�å�­�æ éìµ�ÁL° ê ÀXµ�©�§�Î;Ä
10
À �

4
ç�Ä � ¸�¯£¸�¹�¯�º

X̂ :=
{
x̂ := (xn)n∈Z , f(xn) = xn+1

}
⊂ XZ

«�±U¹�¬;É�ª)¶®§�¨£¸�ÎM¸�¶®¸�â�¬�ª�ÎUÈ£¸4É�±�¬�¨&Ä*Þk¹?¹�¸�¨£ª
π0 : x̂ 7→ x0

¶�§]Î�È£¸�´#ª�­�¨£¬®¸�¹ �v§�±�¨hª�«�ÎU¯�6&Û�È£¸ �hÀ�ª�¨
f̂
¶®ª)ÉUÛ&­�§�¶�§�â�ªtò8âD§�±�­`©�ªt¯£±�È

X̂
É�ªt¯£¸�È#¨hªtË�±�ª

f ◦ π0 = π0 ◦ f̂
Ä*ÍLï 2�� 6 2A@Uø�ù . @ @X÷ 6 ö$:�2A0E032�É�ª

(X, f, µ)
ª�¯#¨�¶®ªt¯#Æ4¯#¨£ä&«
ª]É²Æ²¹�§�«�¬�Ë�±�ª

(X̂, f̂ , µ̂)
À�¸��

µ̂
ª�¯#¨�¶�ïî±�¹�¬®Ë�±�ª)«
ª&¯#±�È£ª�É�ªtÎ�È#¸�³�§�³�¬�¶ ã¬�¨hÛk¯#±�È

X̂
À�¬�¹�Ï�§�È#¬�§�¹D¨£ªkÎ�§�È

f̂
À²Ï�Û&È#¬�·P§�¹�¨

µ̂(π−1
0 (A)) = µ(A)

ÎX¸�±�È�¨£¸�±U¨ ³X¸�È#Û&¶®¬�ª&¹
A
É�ª

X
Ä

µ�ª�¨£¨hªt«
ª&¯#±�È£ªtª&¯|¨�ª�È£â�¸4É�¬�Ë4±Uª)­�§�È
µ
ª&¯|¨�ª�¶®¶�ª ã «��&«
ª�ª�È£â�¸4É�¬�Ë4±Uª�Ä

Þk³�¯£ª�È#Ï�¸�¹�¯�Ë�±�ªJ¶�ïîª�Ð4¨hª�¹�¯£¬�¸�¹ ¹�§�¨h±�È#ª&¶®¶�ª»¸N�MÈ£ªñ±�¹ ­&§�É�È£ªJÉ�ªó¨hÈh§�Ï�§�¬�¶)­&¸�«
«�¸4É�ª»ÎX¸�±�È
É�Û�·�¹�¬�È�¶®ª�¯�³�È£§�¹�­`©�ª�¯t¬®¹DÏ�ª�È£¯£ª�¯)É�ª&¯�¬�¨hÛ�È£Û�¯kÉ�ª

f
Ä � ¸�±UÈ�¨h¸�±²¨

x̂ ∈ X̂
À;¸�¹»¹�¸�¨hª?å�¶®¸�È#¯£Ë�±Zïîª&¶�¶®ª

ªbÐU¬�¯#¨£ªHç
f−n

x̂

¶�§8³�È£§�¹�­`©�ª]¬®¹DÏ�ª�È£¯#ª]É�ª
fn É�Û�·�¹�¬�ª]§�±+Ï�¸�¬®¯#¬®¹�§�â�ª�ÉUª x0

À�Ï�Û&È£¬�·P§�¹D¨
f−n

x̂ (x0) =
x−n

Ä
µ�ª&ÎXª&¹�É�§�¹D¨�ÀA¶ðïì¬�¹D¨hÛ&È ��¨)ÉUª
¶ðïìªbÐ4¨hª&¹U¯£¬®¸�¹J¹�§�¨h±�È#ª&¶®¶�ª�¹�ª¡¯&ïì§�È#È ��¨£ª¡Î�§�¯�ò?­&ª8æ�¸�È£«�§�¶�¬®¯£«
ª�Ä
ÍLïî¬®¹DÏ�§�È£¬®§�¹�­&ª�É�ª

µ̂
Î�§�È�¶®ª�É�Û&­&§�¶�§�â�ª 2 6 ¯£¸�¹�¬�¹DÏ�ª&È#¯£ª8¯#¸�¹D¨)­&È#±�­&¬®§�¶®ª�¯&Ä)µ�ª�¶�§K§�Î�Î�§�È£§��®¨�É�§�¹U¯

½



¶®§!Î�È£ª�±UÏ�ª+É�±á¶®ª�«�«
ª?¤4Ä ¼àå2¶�ª�¨h©UÛ&¸�È#ä&«
ª?É�ª ô ¬®È#Ü�©�¸N�Bª�¯#¨
±U¨£¬®¶®¬�¯£Û�§HÏ�ª&­
f̂
ª�¨

f̂−1 ç]ª�¨
É�ª«�§�¹�¬�ä&È£ª�­�§�­`©�Û�ª]É�§�¹�¯�¶®ª�¯�ÉUÛ&«
¸�¹�¯#¨£Èh§�¨£¬®¸�¹U¯ É�ª&¯�¬®¹UÛ&âD§�¶�¬�¨£Û&¯�É�±E¨h©UÛ&¸�È#ä&«
ª8Â�Ä�Â�Ä
þ�¸�±�¯ ¨hª&È#«�¬�¹�¸�¹�¯ ­�ª�¨#¨hªt¯£ª�­�¨h¬�¸�¹+ª&¹+¬®¹D¨hÈ#¸²É�±U¬®¯h§�¹�¨�¶®ª)³X¸�È£Û�¶®¬®ª�¹

f̂ ã ¬�¹DÏ�§�È£¬�§�¹�¨

X̂∗ :=
{

x̂ ∈ X̂ , xn /∈ J , ∀n ∈ Z

}

¸��
J
§)Û�¨hÛ�¬®¹D¨hÈ#¸²É�±U¬�¨*ò)¶�§k¯#ª&­�¨h¬®¸�¹K¤²Ä�Â�Ä*µ�ª�¨Êª&¹�¯#ª&«�³�¶�ª�ª&¯#¨�É�ª�«
ª&¯£±UÈ£ª ¨h¸�¨h§�¶®ª�À�­�§�È

µ(J ) =
0
Ä�°4¬®â�¹�§�¶®¸�¹�¯�Ë�±Zïî¸�¹�¶�±�¬�¯£±�Î�ÎUÈ£¬®«
ª&È£§�Î�§�È�¶®§
¯#±�¬�¨£ª%É�ª�¯�ª&¹U¯£ª&«%³�¶®ª�¯kÉ�ª%«
ª&¯#±�È£ª]¹�±�¶®¶�ª�ÀP¯h§�¹U¯
ÎX¸�±�È�§�±²¨`§�¹D¨�­`©�§�¹�â�ª&È�É�ªt¹�¸�¨h§�¨h¬�¸�¹ZÄ

����� � $%��� !- $%��&���� /1+3 / !- $%� � (5� !#(
Í�§>Î�È#ª&±UÏ�ª É�± ¨h©UÛ&¸�È#ä&«
ªBÂ�Ä�ÂßÈ£ª�ÎM¸�¯#ª ¯£±�È!¶�ïîª�Ð²¬®¯|¨hª&¹U­&ªßÉ�ª�¯»³�Èh§�¹�­`©�ª&¯»¬�¹DÏ�ª&È#¯£ª�¯»¶®ª ¶�¸�¹�â
ÉZïî¸�È#³�¬�¨£ª&¯A¹UÛ&âD§�¨£¬�Ï�ª&¯
¨rÆ4Î�¬®Ë�±�ª�¯&Ä � ¶²¯£ª�Èh§)§�±�¯#¯£¬�¹UÛ&­&ª�¯£¯£§�¬®È#ª É�ª�ÎX¸�±UÏ�¸�¬®ÈA­�¸�«
Î�§�È£ª�È
¶®ª�¯-æ2§�«
¬®¶�¶®ª�¯
É�ª¡³�È£§�¹�­`©�ª�¯%¬�¹�Ï�ª&È#¯£ª&¯ (

f−n

f̂p(x)

)
n≥0

¶®¸�È£¯£Ë�±�ª
p
É�ª�Ï²¬�ª&¹D¨]â�Èh§�¹UÉZÄ?Þk¹ñ¯&ïî¬®¹D¨hÛ�È£ª&¯#¯£ª�ª&¹ Î�§�È#¨£¬ ã­�±�¶®¬�ª&È)§�±4Ð»Ï�§�È£¬®§�¨h¬�¸�¹�¯�ÉU±JÈ£§HÆ�¸�¹ñÉ�ª¡¶�§K³X¸�±�¶®ª8¯#±�Èt¶�§�Ë�±�ª�¶®¶�ª�­&ª�¶®¶®ª�¯ ã ­&¬
¯#¸�¹D¨]ÉUÛ�·�¹�¬�ª&¯�Ä
µ�ª&¶�§¹�¸�±�¯�§�«�ä�¹�ª�ò
¬�¹�¨£È£¸4É�±�¬�È£ªk¶®§¡ÉUÛ�·�¹�¬�¨h¬�¸�¹	ÉUªtæ�¸�¹�­�¨£¬®¸�¹	ò G ÷N:bù2÷ 6 ù . @ 032A@ 6 2�À�Ë4±U¬:È#ªv´#¸�¬�¹D¨�­�ª&¶�¶®ª

É�ª)æ�¸�¹U­�¨h¬�¸�¹ 6 2AD�ü*<A:><>2�å|é Å Ã ê ÀPµ�©�§�ÎZÄ °MÄ � ¤�ç�º
	 ��

�'��� �+��� � )�� ,/. ù 6

ε > 0 ��� @ 2 � . @ = 6 ù . @ DC2`ø�ö$:#÷ � 032
S : X̂ → R∗

+

2`ø 6 ?�ù 6 2
ε
ú 032A@ 6 2)ø�ù

ùE0 2���ù®ø 6 2�ö5@ 2 � . @ = 6 ù . @ DC2`ø�ö5:#÷ � 032
S̃1 : X̂ → R∗

+ G <A:bù H�÷N@ 6 J

∀ x̂ µ̂
ú®ü

�
ü
� , ∀q ≥ 1 , S(f̂ q(x̂)) ≥ e−qεS̃1(x̂).

S
2`ø 6 ?�ù 6 2

ε
ú :£÷�üXù+?52�ø�ùLùE0 2���ù®ø 6 2tö5@ 2 � . @ = 6 ù . @ DC2`ø�ö$:#÷ � 032

S̃2 : X̂ → R∗
+

6 2A0E032%õ&ö 2 J

∀ x̂ µ̂
ú®ü

�
ü
� , ∀q ≥ 1 , S(f̂ q(x̂)) ≤ eqεS̃2(x̂).

Þk³�¯£ª�È#Ï�¸�¹�¯
Ë�±�ªÊ¶®ª*¯£±UÎ�È£ª�«�±�« ª�¨:¶�ïî¬®¹²·�«�±�« ÉZïì±U¹�ª�æ2§�«
¬®¶�¶®ª:·�¹�¬®ª*É�ª*æ�¸�¹�­�¨h¬�¸�¹�¯
ε ã È£§�Î�¬�É�ª&¯å�È£ª&¯#ÎZÄ

ε ã ¶®ª�¹�¨£ª&¯hç�¯£¸�¹D¨�ª&¹�­�¸�È£ª¡É�ª�¯)æ�¸�¹�­�¨£¬®¸�¹U¯ ε ã Èh§�Î�¬�É�ª&¯
å�È£ª�¯£ÎZÄ ε ã ¶®ª�¹D¨hª&¯hç�Ä¡Þk¹óÎXª&±U¨�§�±U¯£¯£¬¯#±�Î�ÎX¸�¯£ª�È�Ë�±�ª
S̃1

å2È£ª�¯£ÎZÄ
S̃2
ç Î�È£ª�¹�É»¯£ª�¯�Ï�§�¶�ª&±�È#¯�É�§�¹�¯

]0, 1]
å�È£ª�¯£ÎZÄ

[1, +∞[
ç�Ä�Í,ª%¶�ª&«
«�ª

Ë�±�¬,¯#±�¬�¨�È#ª&ÎX¸�¯£ªt¯£±UÈ�¶�ª�¨h©�Û�¸�È£ä�«�ªtÉ�ª ô ¬�È£Ü�©�¸N�-Ä
� %5#(# % � )�� ,/. ù 2A@ 6

ε > 0
2 6

u : X → R∗
+

ö5@ 2 � . @ = 6 ù . @ DC2`ø�ö5:£÷ � 032 6 2A0E032¡õ&ö*2
log u ∈

L1(µ) ��� . ø . @Uø χ :=
∫

X
log u dµ �

å2§Dç � 0 2���ù®ø 6 2�ö$@ 2 � . @ = 6 ù . @ ε
ú 032A@ 6 2

V1 : X̂ →]0, 1]
B�2 6 ö5@ 2 � . @ = 6 ù . @

ε
ú :#÷�üXù+?52

V2 : X̂ →
[1, +∞[ G <A:bù H�÷N@ 6 J

∀ x̂ µ̂
ú®ü

�
ü
� , ∀n ≥ 1 , V1(x̂)en(χ−ε) ≤

n∏

j=1

u(x−j) ≤ V2(x̂)en(χ+ε).

�



å�³Pç � 0 2���ù®ø 6 2tö$@ 2 � . @ = 6 ù . @ ε
ú 032A@ 6 2

V : X̂ →]0, 1] G <A:bù H�÷N@ 6 J

∀ x̂ µ̂
ú®ü

�
ü
� , ∀n ≥ 0 , u(x−n) ≥ V (x̂)e−nε.

�����	��

��������������
 � ¦	¸�¹D¨£È£¸�¹�¯L¶®§�Î�È#ª&«
¬®ä&È#ª�Î�§�È|¨h¬�ª�Ä � ¶�¯£±��¡¨*ÉZïîÛ�¨h§�³�¶�¬®È:¶�ïîª�Ð²¬®¯|¨hª&¹U­&ª É�ª
V2
À

­&§�È�­&ª�¶®¶�ªkÉ�ª
V1

¯�ïìª�¹	ÉUÛ&É�±�¬�¨ ª&¹+­&¸�¹�¯£¬�É�Û&È£§�¹D¨�¶�§]æ�¸�¹U­�¨h¬�¸�¹
1/u

Ä
Í�ªk¨£©�Û&¸�È£ä&«
ªkÉ�ª ô ¬�È£Ü�©�¸N�-À
§�ÎUÎ�¶®¬�Ë4±UÛ�§�±²Ð�¯#Æ4¯#¨£ä&«
ª&¯

(X̂, f̂ , µ̂)
À
(X̂, f̂−1, µ̂)

ª�¨ ò�¶�§)æ�¸�¹�­�¨h¬®¸�¹
x̂ 7→ log u(x0)

À�æ�¸�±�È#¹�¬�¨�º

∀ x̂ µ̂ã ÎZÄîÎZÄ , lim
n→+∞

1

n

n∑

j=1

log u(x−j) = lim
n→+∞

1

n

n−1∑

j=0

log u(xj) = χ.

� ¶,ªbÐU¬�¯#¨£ª�ÉU¸�¹�­t±�¹�ª)æ�¸�¹�­�¨h¬�¸�¹?«�ª�¯£±�È£§�³�¶�ª
p : X̂ → [1, +∞[

Ï�Û�È£¬�·P§�¹D¨�º

∀ x̂ µ̂ã ÎZÄîÎZÄ , ∀n ≥ 1 ,

n∏

j=1

u(x−j) ≤ p(x̂)en(χ+ε/2),

∀ x̂ µ̂ ã ÎZÄîÎZÄ , ∀n ≥ 0 , p(x̂)−1en(χ−ε/2) ≤
n∏

j=0

u(xj) ≤ p(x̂)en(χ+ε/2).
å �Dç

� ¸�¯£¸�¹U¯

V ′
2(x̂) := sup

n≥1

{ n∏

j=1

u(x−j)e
−n(χ+ε/2)

} ª�¨
V2(x̂) := max

{
1, V ′

2(x̂)
}
.

µ�ª�¯Kæ�¸�¹�­�¨£¬®¸�¹U¯K¯£¸�¹D¨+³�¬�ª&¹B·�¹�¬�ª&¯?Î�È#ª&¯#Ë4±UªñÎ�§�È#¨£¸�±U¨�Ä Í�§ æ�¸�¹�­�¨h¬®¸�¹
V2

Ï�Û&È£¬�·�ª»¶�ïî¬®¹UÛ&âD§�¶�¬�¨£Û
Ï�¸�±�¶®±Uª�Ä þ�¸�±�¯?«�¸�¹�¨£È£¸�¹U¯�«�§�¬®¹D¨hª�¹�§�¹D¨KË�±Zïîª&¶�¶®ª	ª&¯#¨

ε ã Èh§�Î�¬®É�ª�Ä ÁA¬zÐU¸�¹�¯
x̂
â�Û�¹�Û&È#¬®Ë�±�ª�À�ª�¨

ÎX¸�¯£¸�¹�¯
p := p(x̂)

À
V2 := V2(x̂)

À
τ± := eχ±ε/2 ª�¨ πn :=

∏n
j=0 u(xj)

ÄÊÍ�§8¶®¬�â�¹�ª
å ��ç�¯&ïîÛ&­&È#¬�¨
§�¶�¸�È£¯

p−1τn
− ≤ πn ≤ pτn

+

Ä 
 ¬�¹�¯£¬ðÀUÎX¸�±�È ¨h¸�±²¨ q ≥ 1
º

V ′
2(f̂

q(x̂)) ≤ sup

{
πq−1τ

−1
+

πq−2
, . . . ,

πq−1τ
1−q
+

π0
, πq−1τ

−q
+ , πq−1τ

−q
+ V2

}

≤ sup

{
p2τ q−2

+

τ q−2
−

, . . . , p2, pτ−1
+ , pτ−1

+ V2

}

≤ sup
{
p2e(q−2)ε, . . . , p2, pτ−1

+ , pτ−1
+ V2

}

≤ p2eqε max(1, τ−1
+ )V2

­&§�È
p ≥ 1

ª�¨
V2 ≥ 1

Ä�µ�ª&­�¬,ª&¹D¨hÈ£§���¹�ªtË�±�ª
V2

ª&¯|¨
ε ã È£§�Î�¬®ÉUª�ÄÍ,ª�ÎX¸�¬�¹�¨�å�³PçZª&¯#¨-±�¹�ª�­&¸�¹U¯£Û&Ë�±�ª�¹�­&ª�É�±%ÎX¸�¬®¹D¨�åð§�ç,ª�¹%È#ª&«
Î�¶�§��&§�¹D¨

ε
Î�§�È

ε/2
º:¶ðïì¬�¹�Û&â�§�¶®¬�¨hÛ

ª�¯#¨�¯h§�¨£¬®¯|æ2§�¬�¨£ª)§�Ï�ª&­�¶�§�æ�¸�¹U­�¨h¬�¸�¹
V (x̂) := min{1, u(x0), e

χV1/V2}
Ä

2

�



����� �� �.0(5��&  $%��&
þ�¸�±�¯kÈ£§�Î�ÎXª&¶®¸�¹�¯�¶®§�É�Û�·�¹�¬�¨£¬®¸�¹	É�ª�¶�§�É�¬®«
ª&¹�¯#¬®¸�¹	É�ª8Ã�§�±�¯£ÉU¸�È�� ª�¨)­�ª&¶®¶�ª%É�ª%¶�§�É�¬�«�ª�¹�¯£¬�¸�¹
ÉZïî±�¹�ª�«
ª&¯£±UÈ£ª�Ä�Þk¹!­�¸�¹�¯£±U¶�¨hª�Èh§¡Î�§�È�ª�Ð²ª�«�Î�¶�ªt¶®ª&¯�¶�¬�Ï4È£ª�¯ É�ª%ÁP§�¶�­&¸�¹Uª&È�å#éîÁ ê ÀMµ�©�§�ÎZÄ ¤�ç�ª�¨�É�ª
� ª&¯£¬�¹ßå|é � ê ÀXµ�©�§�ÎZÄ ¤�çbÄ�°4¸�¬�¨

Λ
±�¹Uª�Î�§�È#¨£¬®ª)É�ª

X
Ä � ¸�±�È ¨h¸�±²¨

α ≥ 0
ª�¨

δ > 0
À�¸�¹+¹�¸�¨hª8º

Λα,δ(Λ) := inf
Gδ

{ ∑

U∈Gδ

(diam U)α
}

¸��
Gδ

Î�§�È£­&¸�±�È#¨�¶�ïîª&¹�¯#ª&«�³�¶�ª%É�ª�¯kÈ£ª�­&¸�±²Ï²È#ª&«
ª&¹D¨h¯)ÉUª
Λ
Î�§�È�±�¹Uª%æ2§�«
¬®¶®¶�ªk·�¹�¬�ª%¸�±�ÉUÛ&¹�¸�« ã³�È£§�³�¶�ª
ÉZïî¸�±UÏ�ª�È#¨£¯-É�ª*É�¬®§�«
ä�¨hÈ#ª
¬®¹²æ�Û&È£¬�ª&±�ÈZò

δ
Ä-Í:§

α
ú DC2`ø�ö$:�2 ?52 
)÷�öDø ? . :�� ª�¨:¶�§1?�ùEDC2A@Uø�ù . @

?52�
)÷�öDø ? . :�� É�ª
Λ
¯£¸�¹D¨�§�¶®¸�È£¯ É�Û�·�¹�¬®ª�¯�Î�§�È)º

Λα(Λ) := lim
δ→0

↑ Λα,δ(Λ),

dimH(Λ) := inf
{
α ≥ 0 , Λα(Λ) = 0

}
= sup

{
α ≥ 0 , Λα(Λ) = +∞

}

ª�¨�¶®§ ?�ùEDC2A@Uø�ù . @!É�ª
µ
ª&¯|¨�Û�âD§�¶�ª)ò+º

dimH(µ) := inf
{

dimH(Z) , Z
³X¸�È£Û�¶®¬�ª&¹?É�ª

X , µ(Z) = 1
}
.

µ�ª�¶®¶®ª ã ­�¬Z¹�¸�±�¯�È#ª&¹�¯#ª&¬®â�¹�ª]¯#±�È�¶�§8«�§�¹�¬®ä�È£ª)É�¸�¹�¨ µ
È£ª�«�Î�¶�¬�¨�¯£¸�¹	¯£±�Î�ÎX¸�È|¨�Ä�Þ)³U¯£ª&È|Ï�¸�¹U¯�ÎX¸�±�È

¨£ª&È£«
¬®¹Uª&ÈL¶®ª�æ2§�¬�¨LÛ�¶®Û&«
ª&¹D¨h§�¬®È#ª ¯£±�¬�Ï�§�¹�¨&ÄLþ�¸�±�¯*¶�ïî±U¨h¬�¶®¬®¯#ª&È#¸�¹�¯
ÎX¸�±�ÈLÛ�¨`§�³�¶�¬®ÈL¶®§k«�§�´#¸�Èh§�¨£¬®¸�¹8É�±
¨£©�Û&¸�È#ä&«
ª8Â�Ä�Â�Ä
� %5#(# % � )"! � . ö5: 6 . ö 6 � . :�<A0qù 2A@

Λ G <A:bù H�÷N@ 6 µ(Λ) > 0
B . @ó÷

dimH(µ) ≤ dimH(Λ) �

�����	��

��������������
 � � ¹D¨hÈ#¸²É�±U¬®¯£¸�¹�¯�¶�ïîª&¹�¯#ª&«�³�¶�ª

Z :=
{

z ∈ X , ∃n ∈ Z , fn(z) ∩ J 6= ∅
}

¸��
J

§�Û�¨£ÛKÉ�Û�·�¹�¬ ò�¶®§!¯£ª�­�¨h¬�¸�¹à¤²Ä�Â�Ä � ±�¬®¯#Ë4±Uª
µ(J ) = 0

À*¶�ïî¬®¹DÏ�§�È#¬�§�¹�­�ª�ÉUª
µ
ª&¹D¨hÈ£§���¹Uª

µ(Z) = 0
Ä>ÍLïîª&¹�¯#ª&«�³U¶®ª+¬®¹DÏ�§�È£¬®§�¹D¨

∪n∈Zfn(Λ \ Z)
ª&¯|¨�ÉU¸�¹�­+É�ªE«�ª�¯£±�È#ª

1
À�­�§�È

µ
ª&¯|¨

ª�È£â�¸4É�¬®Ë�±�ª�ÄÊÞk¹	ª�¹	É�Û�É�±�¬�¨tº

dimH(µ) ≤ dimH

( ⋃

n∈Z

fn(Λ \Z)
)

= sup
n∈Z

dimH fn(Λ \Z) = dimH(Λ \Z) ≤ dimH(Λ)

¸��J¶�§EÎ�È£ª�«�¬�ä&È#ª�Û�âD§�¶®¬�¨hÛ¡ª&¯|¨�­�¶�§�¯#¯£¬®Ë�±�ª�À-¨h§�¹�É�¬�¯%Ë�±�ª�¶®§+ÉUª&±²Ð²¬®ä�«�ª�Î�È£¸HÏ4¬®ª�¹D¨�É�±J­�§�È£§�­�¨£ä&È£ª
«
Û&È#¸�«�¸�È£Î�©�ª�É�ª

f
Ä

2

ÂH¥
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�ÓEÙ������ Ú�Ó�����Õ �	���
ÍLïî¸�³4´#ª&­�¨h¬�æ�É�ªK­&ª�¨£¨£ªKÎ�§�È|¨h¬®ª�ª&¯|¨8ÉZïîÛ�¨`§�³�¶®¬�È]¶®§	Î�È#¸�ÎM¸�¯£¬�¨£¬®¸�¹J¼UÄ�ÂKË�±�¬�æ�¸�±�È£¹�¬�¨�¶ðïìªbÐU¬�¯#¨£ª&¹�­�ªKª�¨
¶�ª�­&¸�¹�¨£È�K�¶�ªKÉ�ª�¯8³�Èh§�¹U­`©�ª&¯8¬�¹�Ï�ª&È#¯£ª&¯¡É�ª�¯8¬�¨£Û&È£Û�¯�É�ª

f
¶®ªK¶�¸�¹�â!É;ïì¸�È#³�¬�¨£ª&¯�â�Û&¹�Û�È£¬®Ë�±�ª�¯&Ä Þk¹

¨£È£¸�±UÏ�ª�É�ª�¯?È£Û&¯#±�¶�¨h§�¨h¯�¯£¬®«
¬®¶®§�¬®È#ª&¯¡É�§�¹U¯K¶®ª�¯?§�È#¨£¬®­�¶®ª&¯
É�ª ô È#¬®ª�¹�É ã í�±UÏ�§�¶%é ô í ê ª�¨ ô ¬�¹�É�ª�È ãí�ª�¦!§�È#­&¸ßé ô ÉP¦ ê Ä�þ�¸�±U¯t¨£Èh§�¬�¨h¸�¹U¯)¬®­&¬L¶�ª8­�§�¯�«
Û&È£¸�«�¸�È#Î�©�ª�ª�¨%¹U¸�±�¯tÎ�È£Û�­&¬�¯£¸�¹�¯�­&¸�«�«
ª&¹D¨
Ï�§�È#¬®ª&¹D¨�¶®ª�¯�æ�¸�¹U­�¨h¬�¸�¹�¯

C, κ
ª�¨

r
Ä�Þk¹!¯#ª%·UÐ²ª%±�¹Uª]æ�¸�¬�¯�ÎX¸�±�È�¨h¸�±²¨hª&¯

0 < ε � χ1
Ä�Í�ª�È£Û�ª&¶

ε0
ª�¨]¶�ïîª&¹�¯#ª&«�³�¶�ª

X̂∗ ¸�¹D¨]Û�¨hÛ
È£ª�¯£ÎXª&­�¨h¬�Ï�ª&«
ª&¹D¨8¬�¹�¨£È£¸4É�±�¬�¨h¯t§�±²ÐJ¯#ª&­�¨£¬®¸�¹U¯�¤²Ä�Â�ª�¨8¤4Ä�¤²Ä?Þ)¹¯�ï §�±²¨h¸�È#¬®¯£ª�§�±U¯£¯£¬:ò8¯£±UÎ�Î�È£¬�«�ª�È�ò
X̂∗ É�ª�¯�ª�¹�¯£ª�«�³�¶�ª&¯�É�ª µ̂ ã «
ª&¯#±�È£ªt¹�±�¶�¶®ª)¯h§�¹�¯�­`©�§�¹�â�ª�È�É�ª¹�¸�¨`§�¨£¬®¸�¹ZÄ


 �"������
 ��� � ��� �/)+' � 0�2���ù®ø 6 2]ö5@ 2 = . @Uø 6 ÷N@ 6 2 ρ ≥ 1
ùE@;?5<rü*2A@;?D÷N@ 6 2 ?52

ε
2 6 ?52`ø � . @ = 6 ù . @Uø

DC2`ø�ö5:#÷ � 032`ø
C, κ : X̂∗ → [1, +∞[

B
r : X̂∗ →]0, 1]

ø&÷ 6 ù®ø���÷�ù®ø&÷N@ 6 ü . ö$: 6 . ö 6
x̂ ∈ X̂∗ J

å2§Dç
r
2`ø 6

ρε
ú 032A@ 6 2>B

C
2 6

κ
ø . @ 6

ε
ú :#÷�üXù+?52`ø

�
å�³Pç

f−n
x̂

2`ø 6 ?5< H�@�ù 2kø�ö5:
Bx0(r(x̂))

ü . ö$: 6 . ö 6
n ≥ 1 �

å2­�ç � . ö5: 6 . ö 6 0 < s ≤ r(x̂)
B . @ó÷

Bx−n

(
s

C(x̂)
e−n(χk(1+ε0)+ε)

)
⊂ f−n

x̂ Bx0(s) �

å�ÉPç � . ö5: 6 . ö 6 0 < s ≤ r(x̂)
B . @ó÷

vol f−n
x̂ (Bx0(s)) ≤ κ(x̂)vol Bx0(s).e

−n(2Σ−ε) �
Í�§�É�Û�«�¸�¹U¯#¨hÈ£§�¨h¬�¸�¹+È£ª&ÎX¸�¯#ª�¯£±�È�¶®ª&¯�É�ª�±²Ð�¶�ª&«
«�ª�¯�¯#±�¬�Ï�§�¹D¨£¯&ÄkÍ,ª]Î�È£ª�«�¬�ª&È�«�¸�¹D¨£È£ª%Ë�±�ª

¶�ª&¯�¸�È#³�¬�¨£ª&¯�¹UÛ&âD§�¨£¬�Ï�ª&¯�¨rÆ4Î�¬®Ë�±�ª�¯�É�ª
f
¹�ª)¯�ï §�ÎUÎ�È£¸4­`©�ª&¹D¨�Î�§�¯�¨£È£¸�ÎKÏ4¬�¨hª)É�ª)¶ðïìª�¹�¯£ª�«�³�¶®ªk§�¹�§ ã¶�Æ4¨£¬®Ë�±�ª

J
É�Û�·�¹U¬-ò8¶®§�¯£ª&­�¨h¬�¸�¹�¤4Ä�Â¡º

� %5#(# % � )�� � 0 2���ù®ø 6 2tö5@ 2 � . @ = 6 ù . @ ε
ú 032A@ 6 2

A1 : X̂∗ →]0, 1]
6 2A0E032]õ&ö*2 J

∀ x̂ ∈ X̂∗ , ∀n ∈ N , dist (x−n,J ) ≥ 2A1(x̂)e−nε.

�����	��

��������������
 � Í:§�æ�¸�¹�­�¨£¬®¸�¹
u(x) := log dist (x,J )

ª&¯|¨
µ ã ¬�¹�¨£Û&â�È£§�³�¶�ª�ÀXÉZï §�Î�È£ä�¯)¶�§¯#ª&­�¨£¬®¸�¹K¤²Ä�Â�Ä*Þk¹K¬®¹DÏ�¸²Ë�±�ª�§�¶®¸�È#¯�¶�ª�¶�ª&«
«�ª�¤4Ä ¼ ã å2³PçbÄ*Þk¹�¯#±�Î�Î�È#¬®«
ª�¬®­�¬Xò]¶�ïîª&¹U¯£ª&«%³�¶®ª X̂∗ ±�¹ª�¹�¯£ª�«�³�¶®ªtÉ�ªt«
ª&¯#±�È£ª

µ̂
¹�±�¶®¶�ª�Ä

2

Í,ª?É�ª&±4ÐU¬�ä&«
ªK¶®ª�«�«
ª
ª&¯#¨¡±U¹àÈ#Û&¯#±�¶�¨h§�¨8ÉZïî¬®¹DÏ�ª�È£¯#¬®¸�¹ ¶�¸²­&§�¶®ª
Ë�±�§�¹D¨h¬�¨`§�¨£¬�Ï�ª�Ä � ¸�±�È%¨£¸�±U¨
x̂ ∈ X̂∗ À�¸�¹EÎX¸�¯£ª¡º

Vn(x̂) :=
{
z ∈ X , dist (z,J ) ≥ A1(x̂)e−nε

}
.

Þk¹E¬®¹D¨hÈ#¸²ÉU±�¬�¨ Û�âD§�¶�ª&«
ª&¹D¨]å2­�æ
¯£ª�­�¨£¬®¸�¹	¤²Ä�Â�ç�º

Mn(x̂) := 1 + ‖ df ‖Vn+1(x̂) +
∥∥ d2f

∥∥
Vn+1(x̂)

+
∥∥ df−1

∥∥
Vn+1(x̂)

+
∥∥ d2f−1

∥∥
Vn+1(x̂)

.

Í,ª�¶�ª&«
«�ª�¤4Ä�Â�§�Î�Î�¶�¬®Ë�±�Û�ò
f
ª�¨

f−1 §HÏ�ª&­ A := I
¸�±

J ′ æ�¸�±�È£¹�¬�¨ÊÉ�ª&¯�­&¸�¹�¯|¨`§�¹D¨£ª&¯ c, c′ ≥ 1ª�¨
ρ′ ≥ 1

¬�¹�É�Û&ÎXª&¹UÉ�§�¹D¨hª�¯�É�ª
ε
Ï�Û�È£¬�·�§�¹D¨]º

∀ x̂ ∈ X̂∗ , ∃ z ∈ Vn+1(x̂) , Mn(x̂)2k+1 ≤ c′
É�¬�¯#¨

(z,J )−ρ′ ≤ c
(
A1(x̂)e−(n+1)ε

)−ρ′

.

Â�Â



� ¸�±�È ¨h¸�±²¨
x̂ ∈ X̂∗ ª�¨�¨£¸�±U¨ n ∈ N

À�¹�¸�¨£¸�¹�¯)º

αn(x̂) := min
{
1 , ‖ df(x−n−1) ‖ ,

∥∥ df(x−n−1)
−1

∥∥ , Jac f(x−n−1)
}

.

Þk¹EÎM¸�¯£ª�§�¶®¸�È£¯)º
rn(x̂) :=

αn(x̂)A1(x̂)e−(n+1)ε

CMn(x̂)2k+1

¸��
C
ª&¯#¨�±U¹�ª*­&¸�¹�¯|¨`§�¹D¨£ª*Ï�Û&È#¬�·P§�¹D¨

C > max{eε/2, (1−e−ε/2)−1}
Ä-Í,ª
¨h©�Û�¸�È£ä�«�ªLÉZïî¬®¹DÏ�ª&È£¯#¬®¸�¹

¶�¸²­&§�¶®ª �vÎ�È#Û&­&¬�¯£Û �tª&¯|¨�¶�ª)¯£±�¬�Ï�§�¹D¨�Ä
� %5#(# % � )�� ,/. ù 6

Bn := Bx−n
(rn(x̂)) �

	 0 . :hø>BZü . ö$: 6 . ö 6
n ≥ 0

B
å2§Dç

f
ü . ø`ø98�?52tö5@ 2 � :£÷N@ =`ýM2)ùE@ G 2A:hø92 g

ø�ö5:
Bn G <A:bù H�÷N@ 6 g(x−n) = x−n−1 �

å�³Pç
Lip (g|Bn) ≤ ‖ df(x−n−1)

−1 ‖ eε/2 �
å2­�ç

Lip (f|g(Bn)) ≤ ‖ df(x−n−1) ‖ eε/2 �

å�ÉPç
inf

{
Jac f(y), y ∈ g(Bn)

}
≥ Jac f(x−n−1)e

−ε/2 �

å2ª�ç � 0 2���ù®ø 6 2tö$@ 2 � . @ = 6 ù . @ η : X̂∗ →]0, 1]
B�õ&ö4ù 2`ø 6

3ρ′ε
ú 032A@ 6 2>B 2 6 6 2A0E032]õ&ö*2

∀n ≥ 0 , rn(x̂) ≥ e−3nρ′εη(x̂).

�����	��

��������������
 �
å2§Dç�Þk¹�§

Bn ⊂ Vn(x̂) ⊂ X \J
­&§�È

rn(x̂) ≤ A1(x̂)e−nε ≤ d(x−n,J )/2
å2­�æ,¶®ª�«�«
ª�¼UÄ ¤�ç�Ä

Þk¹?¨hª�È£«
¬®¹�ª)ª�¹	È£§�Î�ÎXª&¶�§�¹�¨�Ë�±�ª
J
­�¸�¹D¨h¬�ª&¹D¨�¶®ª&¯�Ï�§�¶�ª&±�È#¯ ­&È#¬�¨h¬�Ë�±�ª&¯�É�ª

f
Ä

å�³Pç � §�È�É�Û�·�¹�¬�¨£¬®¸�¹ñÉ�ª
Mn(x̂)

ª�¨�É�ª
rn(x̂)

À:¸�¹J¸�³U¨h¬�ª&¹D¨�ª&¹ ±²¨h¬®¶�¬®¯£§�¹D¨t¶�ïî¬®¹�Û�âD§�¶®¬�¨hÛ]É�ª&¯]§�­ ã­�È£¸�¬�¯£¯£ª�«�ª�¹D¨h¯ ·�¹�¬�¯�º

Lip (g|Bn) ≤ sup {‖ dg(y) ‖ , y ∈ Bn}

≤
∥∥ df(x−n−1)

−1
∥∥ + rn(x̂)Mn(x̂)

≤
∥∥ df(x−n−1)

−1
∥∥ +

∥∥ df(x−n−1)
−1

∥∥ /C

≤
∥∥ df(x−n−1)

−1
∥∥ eε/2

­&§�È
C−1 ≤ 1 − e−ε/2 ≤ eε/2 − 1

Ä
å�­Hç�í%ïì§�Î�È#ä&¯%å2³PçkÀ

g(Bn)
ª�¯#¨�­&¸�¹D¨£ª&¹�±!É�§�¹�¯�¶®§�³M¸�±�¶®ª)­�ª&¹D¨hÈ#Û&ª�ª&¹

x−n−1
ª�¨�É�ªtÈh§�Æ�¸�¹Jº

r′n(x̂) := rn(x̂)
∥∥ df(x−n−1)

−1
∥∥ eε/2 ≤ rn(x̂)Mn(x̂)eε/2.


 ¶®¶�ªkª&¯|¨�ª&¹+Î�§�È#¨£¬®­�±�¶®¬�ª&È�­�¸�¹D¨hª&¹�±�ª�É�§�¹U¯
Vn+1(x̂)

Ä 
 ¹+ª �Mª�¨&À�¸�¹	§Eº

rn(x̂)Mn(x̂)eε/2 ≤ A1(x̂)e−(n+1)εeε/2/C ≤ A1(x̂)e−(n+1)ε ≤ d(x−n−1,J )/2.
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Þk¹Eª&¹+É�Û&ÉU±�¬�¨�­&¸�«�«
ªkÎ�È#Û&­&Û�É�ª&«
«
ª&¹D¨%º
Í,¬®Î

(f|g(Bn)) ≤ ‖ df(x−n−1) ‖ + r′n(x̂)Mn(x̂)

≤ ‖ df(x−n−1) ‖ + rn(x̂)M2
n(x̂)eε/2

≤ ‖ df(x−n−1) ‖ + ‖ df(x−n−1) ‖ /C

≤ ‖ df(x−n−1) ‖ eε/2.

å�ÉPç Þk¹!§8É�§�¹U¯�­�ªt­�§�¯�º�å2ÉPç�Þk¹+§8É�§�¹�¯�­&ª�­�§�¯�º

inf
{ � §�­

f(y), y ∈ g(Bn)
}

≥
� §�­

f(x−n−1) − r′n(x̂)Mn(x̂)2k

≥
� §�­

f(x−n−1) − rn(x̂)Mn(x̂)2k+1eε/2

≥
� §�­

f(x−n−1) −
� §�­

f(x−n−1)/C

≥
� §�­

f(x−n−1)e
−ε/2.

å�ªHç � ±�¬®¯#Ë�±�ª]¶�ª&¯ æ�¸�¹�­�¨h¬�¸�¹�¯�õ&öU÷�ø�ùûú®ü�ø`ý?¯£¸�¹�¨
µ ã ¬®¹D¨hÛ�â�Èh§�³U¶®ª&¯�ÀU¬�¶;ª&¹+ª&¯|¨�ÉUª�«��&«
ª)ÎX¸�±�È

z 7→ log
(
min

{
1 , ‖ df(z) ‖ ,

∥∥ df(z)−1
∥∥ , Jac f(z)

})
.


 ¬®¹�¯#¬�À4ÉZï §�Î�È£ä�¯ ¶®ª�¶�ª&«
«�ªk¤²Äì¼�å2³PçbÀU¬�¶MªbÐU¬�¯#¨£ªk±�¹�ªkæ�¸�¹U­�¨h¬�¸�¹ ε ã ¶®ª�¹�¨£ª A2 : X̂ →]0, 1]
Ï�Û�È£¬�·�§�¹D¨

∀ x̂ µ̂ ã Î;ÄìÎZÄ , ∀n ≥ 0 , αn(x̂) ≥ A2(x̂)e−nε.


 ¶ðï §�¬�É�ªkÉ�ª�¶�§�¶�¬®â�¹Uª¡åð¼DçbÀ�¸�¹EÏ�Û�È£¬�·�ªtæ2§�­&¬®¶�ª&«
ª&¹D¨ Ë�±�ªt¶�ïî¸�¹+§+åð§�Ï�ª�­
ρ′ ≥ 1

ç)º

∀ x̂ µ̂ ã ÎZÄîÎZÄ , ∀n ≥ 0 , rn(x̂) ≥ e−3nρ′ε
(
(Cc)−1e−εA1(x̂)2ρ′A2(x̂)ρ′

)
.

Þk¹EÎ�È£ª�¹�É	§�¶®¸�È#¯�ÎX¸�±�È
η
¶®§%æ�¸�¹�­�¨h¬�¸�¹?ª&¹D¨hÈ#ªt¶®ª&¯ Î�§�È£ª�¹�¨£©�ä&¯#ª&¯�ºLª&¶�¶®ªkª�¯#¨�³�¬®ª�¹

3ρ′ε ã ¶®ª&¹D¨£ª)­�§�È
A1

ª�¨
A2

¯#¸�¹D¨
ε ã ¶�ª&¹D¨hª�¯&Ä 2

�����	��

��������������
������ ��� � �	����� � ������
 ¼UÄ�Â!º�Í,ª�¯�¹�¸�¨h§�¨h¬�¸�¹�¯�¯£¸�¹D¨8­�ª&¶®¶�ª&¯]É�± ¶®ª�«�«
ª
¼UÄì¼UÄ � ¸�¯£¸�¹U¯

∀n ≥ 1 , B̃n :=
{
fn−1(z) , z ∈ Bn−1 , f(z) ∈ Bn−2 , . . . , fn−1(z) ∈ B0

}
⊂ B0.

í%ïì§�Î�È#ä&¯�¶®ª)¶�ª&«
«�ªt¤4Ä ¼UÀ�¶�ª)¶®ª�«�«
ªt¼UÄì¼UÀ�ª�¨�¶�ª&¯�¬®¹�Û�âD§�¶�¬�¨hÛ�¯�É�ª�¯�¶�¬®â�¹�ª�¯�å �Dç�ª�¨8åð½�ç)å2­�æ
¯#ª&­�¨£¬®¸�¹
¤²Ä�Â�çbÀM¬�¶,ª�Ð²¬®¯|¨hª�É�ª�¯�æ�¸�¹U­�¨h¬�¸�¹�¯

ε ã È£§�Î�¬�É�ª&¯ C1, C2 : X̂∗ → [1, +∞[
ª�¨k±�¹�ª�æ�¸�¹�­�¨h¬®¸�¹

ε ã ¶®ª&¹D¨£ª
C3 : X̂∗ →]0, 1]

Ï�Û&È#¬�·P§�¹D¨�º
åvÂ�ç � ¸�±�È ¨h¸�±U¨

n ≥ 1
À
gn := f−n

x̂

ª�Ð²¬®¯|¨hªt¯£±UÈ
B̃n
Ä

åð¤�ç
Lip (gn |B̃n

) ≤
∏n

i=1 ‖ df(x−i)
−1 ‖ enε/2 ≤ C1(x̂)en(−χ1(1−ε0)+ε) Ä

å2¼Dç
Lip

(
fn
|gn(B̃n)

)
≤

∏n
i=1 ‖ df(x−i) ‖ enε/2 ≤ C2(x̂)en(χk(1+ε0)+ε) Ä

ÂH¼



å�¾�ç
inf

{
Jac fn(y), y ∈ gn(B̃n)

}
≥ Jac fn(x−n)e−nε/2 ≥ C3(x̂)en(2Σ−ε) Ä

� ¸�±�È�¶�ª+ÉUª&È£¹U¬®ª&È
ÎX¸�¬®¹D¨�À�Èh§�Î�ÎXª&¶�¸�¹�¯¡Ë�±�ª!¶ðïì¸�¹B§
Jac fn(x−n) =

∏n
i=1 Jac f(x−i)

ª�¨
∫

X
log Jac (f)dµ = 2Σ

å�­�æ)¯#ª&­�¨£¬®¸�¹ ¤²Ä�ÂHç�Ä � ¸�¯£¸�¹U¯
C := max{C1, C2}

ª�¨
r := η/C

À
¸��

η
§KÛ�¨hÛ¡¬�¹�¨£È£¸4É�±�¬�¨hª�§�±ñ¶�ª&«
«
ª�¼UÄì¼UÄ8µ�ª�¯)æ�¸�¹�­�¨£¬®¸�¹U¯k¯£¸�¹D¨tÈ#ª&¯£ÎXª&­�¨h¬�Ï�ª&«
ª&¹D¨

ε ã È£§�Î�¬�É�ª�ª�¨
ρε ã ¶®ª�¹D¨hª�ÀU§�Ï�ª&­ ρ := 3ρ′ + 1

Ä � ¸�±�È�«
¸�¹D¨hÈ#ª&È)å�³Pç�À4¸�¹�Ï�Û&È#¬�·�ª�¶�ïî¬®¹�­�¶®±�¯#¬®¸�¹
B(x0, r(x̂)) ⊂ B̃nÎ�§�È%È£Û�­&±�È#È£ª�¹�­&ª�ÀÊª�¹ ±U¨h¬�¶®¬�¯h§�¹D¨�å�¤�çt§�Ï�ª�­

ε � χ1
Ä!ÍLï §�¯#¯£ª�È#¨h¬�¸�¹ å2­�ç�É�Û�­&¸�±U¶®ª�ÉUªóåð¼DçbÄ 
 ¹ ã·�¹;ÀD¶®ª ÎX¸�¬®¹D¨�å�ÉPç-Î�È#¸�Ï4¬�ª&¹D¨ÊÉ�±8¨h©�Û�¸�È£ä�«�ª É�ª ­`©�§�¹�â�ª�«�ª�¹�¨ÊÉ�ª Ï�§�È#¬�§�³�¶�ª&¯A§HÏ�ª&­

κ := C−1
3

Ä
2

� � 
�� Ö]Ó �ZÔ,Õ�
tÔ�Ú�Ö]Ó ×EØ Ô ��
 Ö�Õ���� � Ñ���Ñ

� ��� �  �'$%+-/ !- $%�
	 ¨`§�¹�¨�É�¸�¹U¹�Û

ε > 0
À²Î�È#ª&¹�¸�¹�¯�¶�ª&¯Læ�¸�¹�­�¨h¬®¸�¹�¯�òtÏ�§�È£¬®§�¨h¬�¸�¹8¶®ª�¹�¨£ª

r, C
ÉUÛ�·�¹�¬�ª&¯�Î�§�È*¶�§tÎ�È£¸�ÎM¸ ã¯#¬�¨h¬�¸�¹J¼UÄ�Â�Ä	Í�§Eæ�¸�¹�­�¨£¬®¸�¹

ζ := r/C
ª&¯#¨�É�¸�¹�­

(ρ + 1)ε ã ¶®ª�¹�¨£ª�À-ª�¨%¬®¶*ª�Ð²¬®¯|¨hª�±�¹�ª�æ�¸�¹�­�¨£¬®¸�¹
σ : X̂∗ →]0, 1]

Ï�Û&È#¬�·P§�¹D¨�º

∀n ≥ 1 , ζ(f̂n(x̂)) ≥ σ(x̂).e−n(ρ+1)ε.
Þk¹E¸�³U¨£¬®ª&¹D¨�§�¬�¹�¯£¬ðÀUª&¹+ÎX¸�¯h§�¹D¨

δn := e−n(χk(1+ε0)+ε).e−n(ρ+1)ε º

∀ x̂ µ̂ ã Î;ÄìÎZÄ , ∀n ≥ 1 , Bx0(σ(x̂).δn) ⊂ Bx0(ζ(f̂n(x̂)).e−n(χk(1+ε0)+ε)).
� ±�¬�¯£Ë�±�ª

fn ª&¯|¨K¬®¹�´#ª&­�¨£¬�Ï�ª+¯#±�È
­&ª&¯
³X¸�±�¶®ª�¯�å�­�æ�Î�È£¸�ÎX¸�¯#¬�¨h¬�¸�¹à¼UÄ�Â ã å�­Hç£çbÀ�ª�¨�Ë�±�ª µ
ª&¯#¨�±�¹�ª

«
ª&¯#±�È£ªtÉ�ªkü;: . �`÷ �&ùE0qù 6 <)ª�¨�É�ª�
�÷5= . �&ù 2A@
dt
å2­�æA¯£ª�­�¨h¬�¸�¹	¤²Ä�Â�ç�À�­�ª�¨#¨hª�¬®¹�­�¶®±�¯#¬®¸�¹?¬�«�Î�¶�¬®Ë�±�ª]º

∀ x̂ µ̂ ã ÎZÄìÎ;Ä , ∀n ≥ 1 , µ (Bx0(σ(x̂).δn)) ≤ d−n
t­�ª�Ë�±�¬Zæ�¸�±�È£¹�¬�¨�¬®«
«�Û�É�¬�§�¨hª&«
ª&¹D¨�º

∀ x̂ µ̂ã Î;ÄìÎZÄ , ∀n ≥ 1 ,
log µ (Bx0(σ(x̂).δn))

log(σ(x̂).δn)
≥

log d−n
t

log(σ(x̂).δn)
.

Þk¹Eª&¹+É�Û&ÉU±�¬�¨&À�ª&¹+Î�È£ª�¹�§�¹D¨�¶�§8¶®¬�«�¬�¨hª�¬®¹Uæ�Û�È£¬®ª�±�È£ª8º

∀ x̂ µ̂ ã ÎZÄîÎZÄ , lim inf
n→+∞

log µ (Bx0(σ(x̂).δn))

log(σ(x̂).δn)
≥

log dt

χk(1 + ε0) + (ρ + 2)ε
.

� ¶,ªbÐU¬�¯#¨£ª�ÉU¸�¹�­t±�¹+³M¸�È#Û&¶�¬®ª&¹
Λ
ÉUª

X
Ï�Û&È£¬�·P§�¹D¨

µ(Λ) = 1
À�ª�¨

θ : Λ →]0, 1]
¨hª�¶®¯�Ë�±�ª¡º

∀x ∈ Λ , lim inf
n→+∞

log µ (Bx(θ(x).δn))

log(θ(x).δn)
≥

log dt

χk(1 + ε0) + (ρ + 2)ε
.

å �Dç
Í,ªt­&¸�È#¸�¶®¶®§�¬®È#ª]Â�Ä ¼¡§�Î�ÎU¶®¬®Ë�±�Ûtò

ρn(x) := θ(x).δn
ª&¹D¨hÈ£§���¹Uª8º

dimH(µ) ≥
log dt

χk(1 + ε0) + (ρ + 2)ε
.

Þk¹E¸�³U¨£¬®ª&¹D¨�¶�§�«
¬®¹U¸�Èh§�¨£¬®¸�¹
dimH(µ) ≥ log dt/χk

ª�¹+æ2§�¬�¯h§�¹D¨�¨£ª&¹�ÉUÈ£ª
ε
ª�¨

ε0
Ï�ª&È£¯ 6&Û�È£¸�Ä

Â�¾



� � � � /�� $1+3/ !# �$%�
µ�¸�¹U¯£¬®ÉUÛ&È£¸�¹�¯8ÎM¸�±�È

ε > 0
·²ÐUÛ?¶�ª&¯�æ�¸�¹�­�¨£¬®¸�¹U¯8ò!Ï�§�È£¬®§�¨h¬�¸�¹J¶�ª&¹D¨hª

r, C
ª�¨

κ
É�Û�·�¹�¬�ª&¯8ò�¶®§

Î�È#¸�ÎX¸�¯£¬�¨h¬®¸�¹á¼UÄ�Â�ÄBÞk¹à¶®ª&±UÈ�§�¯£¯£¸4­&¬�ªEÉ�ª&¯¡æ�¸�¹�­�¨h¬®¸�¹�¯¡«�ª�¯£±�È£§�³�¶®ª�¯
r̃
À
C̃
ª�¨

κ̃
Ï�Û�È£¬�·P§�¹D¨
¶®ª&¯

Î�È#¸�Î�È#¬®Û�¨£Û&¯ É�ªt¶®§¡ÉUÛ�·�¹�¬�¨h¬�¸�¹+¤²Ä ¤²Ä*ÁA¬�Ð²¸�¹U¯�§�±�¯£¯#¬
r0, C0, κ0 > 0

ÎX¸�±�È Ë�±�ª�¶®ª)³X¸�È£Û�¶®¬�ª&¹

Â :=
{

x̂ ∈ X̂∗ , r̃(x̂) ≥ r0 , C̃(x̂) ≤ C0 , κ̃(x̂) ≤ κ0

}

Ï�Û&È£¬�·�ª
µ̂(Â) > 0

ÄÊÞ)¹+¹�¸�¨£ªt§�¶®¸�È£¯
A := π0(Â)

À�ª�¨�ÎX¸�±�È ¨h¸�±U¨
n ≥ 0

º

rn := r0e
−nρε , Cn := C0e

nε , κn := κ0e
nε , δn := (rn/Cn).e−n(χk(1+ε0)+ε).

� ¸�±�È ¨h¸�±²¨
x̂ ∈ Â

ª�¨
n ≥ 0

À�¸�¹+ÎM¸�¯#ª�§�±�¯£¯#¬Lº

x̂n := f̂n(x̂) , gn := f−n
x̂n

, x := π0(x̂) , xn := π0(x̂n) = fn(x).

Í,ªt¶®ª�«�«
ª�¯#±�¬�Ï�§�¹D¨�ª&¯|¨�±U¹�ªt­&¸�¹�¯#Û&Ë�±�ª�¹�­&ª�ÉUª�¶®§�Î�È£¸�ÎM¸�¯#¬�¨£¬®¸�¹E¼UÄ�Â¡º
� %5#(# %�!�)+' � . ö5: 6 . ö 6 x̂ ∈ Â

B . @ñ÷ J
å2§Dç

gn
2`ø 6 ?5< H�@�ù 2�ø�ö$:

Bxn(rn) �
å�³Pç � . ö5: 6 . ö 6 s ∈]0, rn]

B
Bx(

s
rn

δn) ⊂ gn(Bxn(s)) �
å2­�ç

vol gn(Bxn(rn)) ≤ ce−2nΣ B .�� c
2`ø 6 ö5@ 2 = . @Uø 6 ÷N@ 6 2tùE@;?5<rü*2A@;?D÷N@ 6 2 ?52

n �

�����	��

��������������
 � Í�ª�¯�ÉUª&±²Ð¡ÎUÈ£ª&«
¬®ª�È£¯LÎX¸�¬®¹D¨£¯L¯&ïî¸�³U¨h¬�ª&¹�¹Uª&¹D¨�ò)¶ðï §�¬�É�ª�É�ª�¶®§kÎ�È£¸�ÎX¸�¯#¬�¨h¬�¸�¹
¼UÄ�Â ã å2³PçbÀ�å�­Hç�ÀUª&¹+¸�³�¯£ª�È#Ï�§�¹D¨�º

r(x̂n) ≥ r̃(x̂)e−nρε ≥ r0e
−nρε = rn

ª�¨
C(x̂n) ≤ C̃(x̂)enε ≤ C0e

nε = Cn.

� ¸�±�È�¶�ªkÉ�ª&È#¹�¬®ª�È�ÎX¸�¬®¹D¨�À4¶�§]Î�È£¸�ÎX¸�¯#¬�¨h¬�¸�¹K¼²Ä�Â ã å2ÉPç*ª�¨ ¶ðïì¬�¹�Û&â�§�¶®¬�¨hÛ κ(x̂n) ≤ κ0e
nε ª&¹D¨hÈ£§���¹Uª&¹D¨)º

vol gn(Bxn(rn)) ≤ κ0e
nεvol (Bxn(rn))e

−n(2Σ−ε) ≤ ce−2nΣ

§�Ï�ª�­
c
±�¹�ª?­�¸�¹�¯|¨`§�¹D¨hªE§�¯£¯£ª 6Eâ�Èh§�¹UÉ�ª�Ä Þk¹ ±U¨h¬�¶®¬®¯#ª�¬�­&¬�¶ðïì¬�¹�Û&â�§�¶®¬�¨hÛ8Ï�¸�¶

(Bxn(rn)) ≤ e−2nεÏ�§�¶®§�³�¶®ªkò¡±U¹�ªt­&¸�¹�¯|¨`§�¹D¨£ª]«�±U¶�¨h¬�Î�¶®¬�­�§�¨£¬�Ï�ª�Î�È#ä&¯�Ä
2

þ�¸�±�¯�¸�³U¨hª�¹�¸�¹�¯�¶®§¡«�§�´#¸�È£§�¨h¬�¸�¹Kª�¹	«
¸�¹D¨hÈ£§�¹D¨�¶�ïî¬®¹�Û�âD§�¶®¬�¨hÛ�º

dimH(A) ≤ αε := 2k −
2Σ − log dt − 2kρε

χk(1 + ε0) + (ρ + 2)ε
.

åvÂH¥Dç


 ¹�ªA�;ª�¨�À4¯£¬X­&ª�¶®¶®ª ã ­�¬�ª&¯#¨ÊÏ�Û�È£¬�·�Û&ª�ÀU¶®ª�¶�ª&«
«�ª�¤²Äî¾%ª�¹D¨hÈh§7��¹�ª dimH(µ) ≤ αε
ª�¨�¸�¹
¨hª�È£«
¬®¹�ª�ª&¹

æ2§�¬�¯h§�¹D¨�¨hª&¹UÉ�È£ª
ε0
ª�¨

ε
Ï�ª&È#¯�6&Û�È£¸�Ä%Þk¹»¯&ïì§�¨£¨h§�­`©�ª¡òKÎ�È#Û&¯£ª�¹D¨�òK¶�§�Î�È#ª&±UÏ�ª¡É�ªEå|Â�¥Dç�Ä 	 ¨`§�¹D¨

É�¸�¹�¹�Û
δ > 0

À�·UÐ²¸�¹�¯
n ≥ 0

ÎX¸�±�ÈÊË�±�ª
2δn < δ

ª�¨�­`©�¸�¬�¯£¬�¯£¯£¸�¹�¯
En
ÀU±U¹?¯£¸�±�¯ ã ª�¹�¯£ª�«�³�¶®ª�·�¹�¬É�ª

A
À�Ï�Û&È#¬�·P§�¹�¨�º

Â�¿



å2¬�ç�¶®ª�¯ ³M¸�±U¶®ª&¯ ÉUª�¶®§�æ2§�«�¬�¶®¶�ª
{Bx(δn/4), x ∈ En}

¯£¸�¹D¨�É�¬®¯û´#¸�¬®¹D¨£ª&¯ É�ª�±²Ð+ò¡É�ª&±²ÐMÄ
å2¬�¬ûç

A
ª�¯#¨�È£ª�­&¸�±UÏ�ª&È|¨�Î�§�È ¶�§�È£Û�±�¹�¬�¸�¹ ⋃

x∈En
Bx(δn)

Ä
Þk¹+§�§�¶®¸�È#¯�Î�§�È�É�Û�·�¹�¬�¨£¬®¸�¹?ÉUª�¶®§%æ�¸�¹�­�¨h¬®¸�¹+É;ïìª�¹�¯£ª�«�³�¶®ª

Λα,δ
å2­�æA¯£ª�­�¨h¬�¸�¹	¤²Äî¾�çkº

Λαε,δ(A) ≤ #En.(2δn)αε.
åvÂ�Â�ç

þ�¸�±�¯�«�¸�¹D¨£È£¸�¹�¯t«�§�¬®¹D¨£ª&¹�§�¹D¨�¶�ïîª&¯|¨h¬�«�§�¨£¬®¸�¹ å|ÂH¥Dçkª�¹JÏ�Û�È£¬�·P§�¹D¨%Ë�±�ª�¶®ª¡«
ª&«�³�È#ª¡É�ª�ÉUÈ£¸�¬�¨hª
É�ª�å|Â�ÂHçLª�¯#¨�³M¸�È#¹�Û�Î�§�È�±U¹�ª�­�¸�¹�¯|¨`§�¹D¨hª�¬®¹�É�Û�ÎMª�¹�É�§�¹D¨£ª�É�ª

δ
ÄLþ�¸�±�¯�Û�Ï�§�¶®±U¸�¹�¯

#En
ò]¶�ïì§�¬�É�ª

É�±+È£Û�¯£±�¶�¨`§�¨�¯#±�¬�Ï�§�¹D¨tº
� %5#(# %�!�)�� � 0 2���ù®ø 6 2
ö5@ 2 ��÷ND8ùE0E032 ?'& . ö G 2A: 6 ø Pn

?52 =£÷N:�?�ùE@X÷N0Ê÷�ö+ü;0qöDø
σr−2k

n dn
t

B .��
σ2`ø 6 ö$@ 2 = . @Uø 6 ÷N@ 6 2�ùE@;?5<rü*2A@;?D÷N@ 6 21?52

n
B G <A:bù H�÷N@ 6 J

å2§Dç
∀P ∈ Pn , vol (P ) ≤ ce−2nΣ �

å�³Pç
∀x ∈ En , Bx(δn/4) ⊂

⋃
P∈Pn

P �
°²±UÎ�ÎM¸�¯£¸�¹�¯8­�ª?È£Û�¯£±�¶�¨`§�¨¡§�­&Ë�±�¬®¯�À*ª�¨�¨£ª&È£«
¬®¹U¸�¹�¯�¶®§!É�Û&«
¸�¹�¯|¨hÈ£§�¨h¬�¸�¹ßÉ�± ¨h©UÛ&¸�È#ä&«
ª�Ä °²¬

ΓnÉ�Û�¯£¬�â�¹�ªt¶®ªkÏ�¸�¶®±�«
ª)ÉZïî±�¹�ªt³X¸�±�¶®ª)ÉUª�È£§�Æ�¸�¹
δn/4

ÀU¶®ª)¶®ª�«�«
ªk¾�Ä ¤�ª�¨%å2¬�ç�ª&¹D¨hÈ£§���¹Uª&¹D¨tº

#En ≤
1

Γn

∑

P∈Pn

vol (P ) ≤
1

Γn

σr−2k
n dn

t .ce−2nΣ.
åvÂ�¤�ç


 ¹»±U¨£¬®¶®¬�¯h§�¹D¨�å2¬�¬ûç ª�¨t¶®ª�¯k¶®¬�â�¹�ª�¯8å|Â�Â�ç�ª�¨
å|Â�¤�ç�ÀZ¸�¹»¸�³U¨h¬�ª&¹D¨)¶®ª�¯�¬�¹�Û&âD§�¶®¬�¨£Û&¯�¯£±�¬�Ï�§�¹�¨£ª&¯¡å2òKÉ�ª&¯
­�¸�¹�¯#¨h§�¹D¨hª�¯�«�±U¶�¨h¬�Î�¶®¬�­�§�¨£¬�Ï�ª&¯ÊÎ�È£ä�¯�¬�¹�É�Û&ÎXª&¹UÉ�§�¹D¨hª�¯�É�ª

n
ç�º

Λαε,δ(A) . #En.δαε
n

. δαε−2k
n r−2k

n e−n(2Σ−log dt)

.

(
rn

Cn

)αε−2k

e−n(χk(1+ε0)+ε)(αε−2k)r−2k
n e−n(2Σ−log dt)

. e
n[ε(ρ+1)+(χk(1+ε0)+ε)]

“

2Σ−log dt−2kρε

χk(1+ε0)+(ρ+2)ε

”

e2knρεe−n(2Σ−log dt) = 1.


 ¬®¹�¯#¬�À Λαε,δ(A)
ª�¯#¨*«�§�´#¸�È£Û�Î�§�ÈL±�¹�ª ­�¸�¹�¯|¨`§�¹D¨hª�¬�¹�É�Û&ÎXª&¹UÉ�§�¹D¨hª�É�ª

δ
Ä
Í�§)Ë�±�§�¹D¨h¬�¨hÛ

Λαε(A)ª�¯#¨�É�¸�¹�­)·�¹U¬®ª�ÀU­&ª�Ë4±U¬,ª&¹D¨hÈ£§���¹�ª
åvÂH¥DçbÄ
2

�����	��

��������������
 ����� ���	� � ¾�Ä ¤»º8°²¸�¬�ª&¹D¨
n ≥ 0

ª�¨
B
±�¹�ª¡æ2§�«
¬®¶®¶�ª]·�¹U¬®ª¡É�ª
³M¸�±U¶®ª&¯

È#ª&­&¸�±UÏ4Èh§�¹D¨
X
É�ª%Èh§�Æ�¸�¹

rn/4
É�ª8­�§�È£É�¬�¹�§�¶:«�§�´#¸�È£Û%Î�§�È

σr−2k
n

ÀM¸��
σ
ª&¯|¨t±�¹�ª�­�¸�¹�¯|¨`§�¹D¨hª

¬�¹�É�Û&ÎXª&¹UÉ�§�¹D¨hª¡É�ª
n
Ä�ë�ª�Î�È£ª�¹�¸�¹�¯�¶®ª�¯)¹�¸�¨`§�¨h¬®¸�¹�¯kª�¨�¶�ª&¯)È£Û�¯£±�¶�¨`§�¨£¯)É�±ñ¶®ª&«
«
ª%¾�Ä�Â�Ä¡°²¸�¬®ª&¹D¨

x ∈ A
ª�¨

B ∈ B
¨hª�¶®¯�Ë�±�ª

fn(x) ∈ B
Ä�°²¬

2B
É�Û�¯£¬®â�¹�ªt¶�§8³M¸�±�¶®ªt­&¸�¹�­&ª�¹�¨£È£¬�Ë4±Uª%ò

B
ª�¨�É�ª

È£§HÆ�¸�¹+É�¸�±�³�¶�ª�À�¸�¹!§8­&¶®§�¬®È#ª&«
ª&¹D¨)º

Bxn(rn/4) ⊂ 2B ⊂ Bxn(rn).
åvÂH¼Dç

� ¸�¯£¸�¹U¯
Px := gn(2B)

Ä�Í*ïî¬®¹U­&¶®±U¯£¬®¸�¹+ÉUª]É�È#¸�¬�¨£ªtÉ�§�¹�¯%å|ÂH¼�ç�ª�¨�¶®ªt¶®ª�«�«
ª)¾�Ä�Â ã å2§Dç�«
¸�¹D¨hÈ£ª�¹D¨Ë�±�ª	¶�ïî¸�±UÏ�ª�È#¨
Px

ª�¯#¨�³�¬®ª�¹>É�Û�·�¹�¬�ª�¨�Ë�±Zïî¬®¶�ª&¯|¨K­�¸�¹D¨hª&¹�± É�§�¹�¯
gn(Bxn(rn))

Ä Í,ª!¶®ª�«�«
ª
¾�Ä�Â ã å2­Hç�ª�¹D¨hÈh§7��¹�ª8º

vol (Px) ≤ ce−2nΣ.

Â �
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x ∈ En
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«�ª!¾�Ä�Â ã å2³�çE§�Ï�ª&­ s = rn/4¬�«�Î�¶�¬®Ë�±�ª�¹�¨�º
Bx(δn/4) ⊂ gn(Bxn(rn/4)) ⊂ Px.Í�§%æ2§�«
¬®¶�¶®ª

Pn := {gn(2B) , B ∈ B}
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σr−2k

n dn
t

å
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